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ETAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1904    (*). 


Membres  honoraires  du  Bureau, ...    { 


MM.  APPELL. 
DARBOUX. 
GUYOU. 

HATON  DE  LA  OOUPILLIÈRK 
HUMBERT. 
JORDAN. 
MANNUEIM. 
MITTAG-LEFFLF.R. 
PICARD. 
POINCARÉ. 
VOLÏERRA. 
ZECTHEN. 


Président MM.  CARVALLO. 

1       BIOCHE. 

^''--^'"'-'*  «OR™- 

(       HADAMARD. 

SocréUires \      BRICARD. 

(      GREVY. 

V.ce.Secrela.res |      SERVANT. 

Archiviste RAFFY. 

Trésorier CLAUDE-L  VFONTAl^E. 

A\DOYER.  1007. 
ANDRIi,  1907. 
FOURET,  11)07. 
COURSAT,  1905. 
KOEMGS,  1906. 

«-">-<•■•  •^-"(■) -  ;;k*^s;s. 

J      LEVY  (L.),  190'). 
I      nOCAGNE,  1905. 

I     iviiisr.Evi^:,  19(17. 

!       PERRIN  (R.;.  1900. 
l      TOl'CHE,  1900. 

(')  MM.  les  Membres  de  la  Sociétc  sont  instamment  priés  d'adrcsso*  :iii  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  fuirc  h  cette  liste. 

(*)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  nu  com- 
mencement de  laquelle  eipire  le  mandat  de  ce  membre. 
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1872.     ACflARD,   ancien  directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière^ 
rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (17*). 

1900.     ACKERMANN-TEOB^TER»  éditeur,  à  Leipzig. 

1893.  ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathématiques, 

boulevard  des  Invalides,  40,  à  Paris  (7*). 

1900.  ADIlEJiAB  (vicomte  Robert  d'),  proresseur  suppléant  ii  la  Faculté  libre  des  Sciences, 

lai,  boulevard  de  la  Liberté,  a  Lille  (Nord). 

1896.     AIUDOTEB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-de-Gr4ce,  i,  à  Paris  (5*). 

1894.  ANDRADE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  i,  rue  de  la  Mouillière,  à  Besançon. 

1S72.     ANDRE  (Désiré),  docteur   es    sciences   mathématiques,    rue  Bonaparte,    70  bis,  â 
Paris  (6-). 

1901.  AN61B0DST,  rue  d'Assas,  104,  à  Paris  (6«). 

1379.     APPELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'École 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Bonaparte,  17,  à  Paris  (6*). 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Vaucanson,  4>  à  Grenoble  (Isère). 
1900.     Al'RIC,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Valence  (Drôme). 

1882.  AOTONNE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  à  Lyon  (Rhône). 

1900.     B.URE,  docteur  es  sciences,  maître  do  conférences  à  la  Faculté  des  [Sciences  de  Mont- 
pellier (Hérault). 

1396.     BAKER,  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Canada). 
1894.     BALITBAND,  ingénieur  à  Métlaoui  (Tunisie). 

1889.     BE6HIN,  ancien    élève    de    l'École  Polytechnique,    rue  du   Champ-de-Mars,    23,  à 
Paris  (7«). 

1875.     BERDELLÉ, ancien  garde  général  des  forêts,  ii  Rioz  (Haute-Saône). 

1872.     BIENAYMÉ  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  réserve,  rue  Revel,  i4, 

à  Toulon  (Var). 
1888.     BIOCBE,  professeur  au   lycée    Louis-le-Grand,   rue   Kotre-Dame-des-Champs,    56,    à 

Paris  (6«). 
1875.     BISCUOFFSBBIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris  (9*). 
1898.     BLAKE  (Edwin-M.),  1910,  Addison  street,  à  Berkeley,  Californie  (U.  S.  A.). 
1900.     BLUHENTHAL  (Otto),  docteur  en  philosophie,  Herzberger  chaussée,  49,  à  Gôttingen. 

1891.  BLIJTEL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  maître  de  conférences  à  la  Sorbonne,  rue 

Denfert-Rochereau,  110,  à  Paris  (i4*)* 

1902.  BOBERIL  (vicomte  Roger  du),  rue  d'Orléans,  3o,  à  Rennes  ( llle-et-Vilaine). 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16^. 

1895.  BOBEL,   maître  de  conférences  à   l'École  Normale  supérieure,  a,  boulevard  Arago, 

à  Paris  (i3«). 

1896.  BOULANCER,  maître  de  conférences  ii  l'Université, rue  Caumartin,  80,  à  Lille  (Nord). 

1896.  BOOBCET  (Henry),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

30»  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 
189Ô.     BODRLET,  professeur  à  l'École  des  Beaux-Arts  et   au   lycée  Saint-Louis,  avenue  de 
l'Observatoire,  2a,  à  Paris  (i4*)« 

1903.  BOIITIN,  rue  La  Yieuville,  a6,  à  Paris. 

1900.  BREITLING,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44  (G'^). 

1897.  BBICABD,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique, 

boulevard  Raspail,  295,  à  Paris  (i4*)* 
1873.     BROCARD, chef  de   baUillon   du   génie   en   retraite,  Ville-Haute,  75,   à  Bar-le-Duc. 

1901.  Rliili  (Adolphe),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  4,  rue  de  Ville- 

franche,  à  Montpellier  (Hérault). 
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1893.  lUIEIAMIT,  professeur  à  rUniTersitë,  Kreuzplatz,  i,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.  GABIKIIA,  membre  de  rAcadémie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegrîa,  3a,  à  Lisbonne. 

1894.  CAlKSi,  professeur  au  collège  Rollin,  33,  rue  de  la  Pompe,  à  Paris  (i6*). 

1893.     CALBAHUA,  professeur  h  rUniversité,  palaxzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerroe. 

1888.     CAMBT  (Gustave),  ingénienr  civil,  directeur  de  rartillerie  de  MM.  Schneider  et  C'% 
avenue  Henri-Martin,  87,  à  Paris  (i 6*). 

1885.  CAION,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  71,  à  Paris  (5*). 

1892.  CABOmiET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Deraours,  6a  bis,  à  Paris  (17'). 

1896.  CAITAN,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet,  38,  à  Lyon. 

1887.  CAIVALLO,  examinateur  desortie  à  l'École  Polytechnique,  rue  Clovis,  i,  à  Paris  (5*)- 

1890.  GtiEBCRBlTZ  (baronne  Nanny,  née  de  Lagerborg),  UnionsgaUn,  4»  ^  Helsingfors. 

1892.  CELLÉRIBB  (Gustave),  quai  des  Eauz-Vivcs,  34,  à  Genève  (Suisse). 

1887.  GEMUTI,  professeur  à  l'Université,  Piazza  S.  Piétro  in  Vincoli,  5,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CHAILAN  (Edouard),  rue Berthollet,  16,  à  Paris  (5'). 

1893.  CIARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  {^t  à  Paris  (10*). 
1896.  CIAITB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 

1881 .  CIKIIR,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris  (8*). 

1884.  €IIKYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1901.     CLAIRI.1,  docteur  es  sciences,  maftre  de  conférences  à  la  Faculté  des   Sciences  de 
l'Université,  57  bis,  rue  Jacquemars-Gielée,  à  Lille  (Nord). 

1875.     CLADDC-LArONTAlNB,  banquier,  rue  de  Trévise,  Sa,  à  Paris  (9*). 

1890.     GOLOT,  ch&teau  du  Seuil, à  Gérons  (Gironde). 

1898.  COIBKBIAC,  capitaine  du  génie,  docteur  es  sciences,  à  Limoges. 

1900.     COMTE  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Commercy  (Meuse). 

1896.     COSSKRAT  (E.),  professeur  h  la  Faculté   des  Sciences,  rue  de  Metz,  i,  à  Toulouse. 

1896.  COSSEBAT  (  F.),  ingén.  en  chef  des  ponU  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  a3,  à  Paris  (10*). 

1900.  COnON  (émile),  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Grenoble. 

1872.     DARBODX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  doyen  honoraire  de  U 
Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris  (5*). 

1885.  DAOTHEYILLE,  professeur  h  la  Faculté  desSciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1882.  DBLANiVOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  àGuéret  (Creuse). 

1901.  DKLASSCS,  chargé  de  cours  h  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Alsace-Lorraine,  39,  à 

Grenoble  (Isère). 

1895.  iBLAUNAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  II,  à  Varsovie. 

1899.  iELKXEl,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  Simon-Vollant,  10,  à  Lille  (Nord). 

1885.    iBMAITRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  à  la  Madeleine- 

lès-Lille  (Nord). 
1892.     DENOULIN  (  Alp.),  professeur  k  l'Université,  rue  du  Bas-Polder,  ao,  à  Gand  (Belgique). 

1897.  iENIS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Fleu- 

rus,  a3,à  Paris  (6*). 

1883.  iERDYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 

1894.  MSAIIIT,  docteur   es  sciences,   boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47i  à  Paris  (17*). 

1900.  ilCESTEIN,  117,  Marszatkowska,  Varsovie. 

1902.  DIECOEI  (D.-F.),  professeur  de  mathématiques  à   l'École   provinciale  des   Arts  et 

Industries,  calle  del  Orzan,  4-3**,  à  La  Corogne  (Espagne). 

1899.     DRACH  (Jules),  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Bourbeau,  a,  à  Poitiers. 
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1896.  HUMAS  (G.),  licencié  es  sciences,  à  Gland,  canton  de  Vaud  (Suisse). 

1897.  BUHONT,  prorcsseur  au  lycée,  rue  Royale,  lO,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
1886.  DDNCAN,  Consulting  Enginecr,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-Tork  City. 
1897 .  DDIAN-LOBI€A,  command.  d'artillerie,  ao,  plaza  de  Maria  PiU,  à  la  Corogne  (  Espagne). 
1885.  DYGK  (Walther),  Tecknische  Hochschule,  à  Munich  (Bayière). 

1902.  EfiOROFF  (Dimitri),  professeur    à  rUnlyersité  de  Moscou,  rue  Palienka,  Institut  dos 

Maîtres. 

1903.  ESPANBT,  ingénieur  civil,  rue  Berthollet,  a,  à  Paris  (5''}. 

1900.     ESTAHAVE,  docteur  «s  sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5*). 

1900.     ESTlE?ilVE,  capiUine  au  19*  régiment  d'artillerie,  à  Nice. 

1896.     EDVKRTB,  ancien  élèye  de  l'École  Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  ingé- 
nieur aux  Forges  de  Denain  (Nord). 

1888.  PABRY,  proresseur   à    la    Faculté    des    Sciences,    17,    rue   Chapt^l,    à   Montpellier 

(Hérault). 

1891.  PADQlEHBEBfiUB,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan  (Landes). 

1892.  FEBB  (Henri),  professeurs  l'Université,  rue  Gevray,  19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS(John),  professeur  de  mathématiques,  ai,  Liberty  Str.,kHamiIton  (Canada), 

1881.     FLOfDET,  professeiirâ  la  Faculté  desSciences,  rue  de  la  Commanderic,  21,  à  Nancy. 

1872.     FLYE  SAIKTK-XARIE,  cbef  d'escadron  d'artillerie  eu  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Roy er-Gol lard,  à  Vitry-Ie-François  (Marne). 

1896.  FONTANEAD,  ancien  officier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute- Vienne). 

1897.  FO?iTEKÉ,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  boulevard  de  Clichy,  6,  a  Paris  (18*). 

1891 .  FONTVIOLANT  (de),  profes.  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  29,  Paris-Auteuil  (i6«), 

1903.     FOBD  WALTEB,  professeur  h  l'Université  de  Michigan.  rue  Notrc-Dame-des-Champs,  9g, 
à  Paris  (  6»  ). 

1889.  FOCGBÊ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufffot,  5,  à  Paris  (5*). 

1872.     FOIIBET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,   avenue    Carnot,    4»   " 
Paris  (17-). 

1903.     FBAÏSSÉ,  agrégé  de  l'Université,  rue  Vavin,  10  bis,  k  Paris  (6«). 

1892.  FBOLOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 
1903.     FDBTEB,  rue  Berthollet,  a,  à  Paris  (5«). 

1900.     6ALDEAN0  (Z.-S.  de),  professeur  à  l'Université,  corso  99,  3,  à  Saragosse. 

1872.     6ABIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17*). 

1896.  CAlTfllBR-VILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustîns,  55,  à  Paris  (6*). 

1890.  6BBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  k  Palerme  (Italie). 

1872.     6ENTY    (E.),    ingénieur  en    chef  des    ponts    et    chaussées,   avenue   Rapp,    ao,  à 
Paris  {']*), 

1890.     fiEBBALDl,  professeur  k  l'Université,  via  Daita,  11,  h  Palerme  (Italie). 

1897.  6BBBANS,  professeur  k  Worcester  Collège,  Saint-John  Street,  20,  k  Oxford  (Grande- 

Bretagne). 

1896.     CIBABDVILLE,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michèle!,  6,  k  Montreuil-sous-Bois  (Seine). 

1903.     60BEY,  rue  du  Bois-de-Boulogne,  6,  k  Paris  {i6*). 

1881.     fiODBSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  k  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Raspail,  a^o,  h  Paris  (i4*). 

1896.     CBESaiHILL,  professeur  k  l'École  d'artillerie,  k  Woolwich  (Grande-Bretagne). 
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1896.     CIKVT,  profeMeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Saint-Placide,  62,  à  Paris  (6'). 

1899.  COABET,  ancien  élèTC  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2\o  bis,  à 

Paris  (7«). 

1880.  CIIGCIA  (Jean),proresseuràrUniversité,  via  Ruggiero  Settimo,  3o,  à  Palerme  (Italie). 

1900.  COICBARB,  professeur  à  l'Uniyersité  de  Clermont-Ferrand. 

1891.  COIMARAES,  oiBcier  du  génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Nova  da  Picdadc,  55, 

à  Lisbonne  (Portugal). 

1881.  CDNTIER  (D'  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.     COYOD,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université, i3,  à  Paris  (7'). 

1873.     IAA6,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Chardin,  11  bU^  à  Paris  (iG"*). 

1882.  lABiCB,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     lABAlARB,  professeur  adjoint  à  la  Faculté   des   Sciences,   professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Humboldt,  a5,  à  Paris  (i/^)* 

1894.  BALSTBB, professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guad al upe Street,  3407,  à  Austin  (Texas). 

1901.  BAIICOCK  (Harris),   professeur   à   l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Hôtel  (Ohio, 

États-Unis). 

1900.     BARBEL,    élève    ingénieur    à    l'École    des  Ponts  et  Chaussées,    villa    itolionno.    à 
Dieppedalle-Croisset  (Seine-Inférieure). 

1872.     BATON  BE  LA  fiOOPILLIERE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6^). 

1892.  BERHAHN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (o*"). 

1893.  BIOGX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint- Jacques,  16,  h  Paris  (5*). 

1900.     ROPFBAUER,  ancien  lient,  d'art.,  rue  du  Chàtelet,  32,  à  Fontenay-sous-Bois  (Seine). 

1879.  BOLST  (Elling),  professeurârÉcoloPoIytechnique,à  Hôvik,  près  Christiania  (Norvège). 

1895.  BOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S^*-Geneviève,  rue  Bausset,  4>  à  Paris  (lV). 

1880.  flUIRERT,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,   professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17"). 

1881 .  IHRER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  33,  boulevard  Voltaire,  à  Paris  (11"). 
1903.     L'ABBÉ  ISSALY,  rue  Poquclin-Molière,  9,  à  Bordeaux. 

1896.  JACQDBT  (E.),  professeur  au  Prytance  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.     JAH^KE,  privât  docent  à  l'École  Polytechnique  de  Churlottenburg,  Ludwigskirslrasso, 
à  Berlin  W  (Allemagne). 

1898.     JABRY  (N.),  ingénieur  civil,  avenue  du  Bel-Air,  7,  à  Paris  (i2«). 

1872.    JATARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  cheTdes  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  i,  h  Paris  (S**). 

1903.     JEUSEiV  (J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chef  des  Téléphones,  Gl.  Kongevej,  80,  à  Cop<Mi- 
haguc,  V  (Danemark). 

1872.     JORBAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  do 
France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7"). 

1872.     JODFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  de  l'Estrapade,  ao,  à  Paris  (j''). 

1875.     JONC,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebenefratelli,  19,  à  Milan 
(Italie). 

1890.     KOBR  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.     KOCfl   (H.  vo!f),     maître    de    conférences  à   l'Université,  à  Djursholm-Stockliolm 
(Suéde). 

1880.     KC1IIC8,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  répétiteur   h  l'École  Poly- 
technique, boulevard  Arago,  101,  à  Paris  (i^»). 
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1897.  LACADCHIB,  ingénieur  civil,  cherdu  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Douai,  48»  à  Paris  (9*). 

1873.     LAISANT,  docteur  es   sciences,  répétiteur  et  examinateur  à  l'École  Polytechnique, 

avenue  Victor-Hugo,  i6a,  à  Paris  (16*). 
1893.     LANCELIN,  astronome  adjoint  de  TObservatoire,  rue  Boissonnade,  3,  à  Paris  (i^*)- 

1899.  LANDAU  (Edmond),  privat-docent  à  l'Université,  Sommerstrasse,  2,  Berlin,  N.  W. 
1896.     LAKOSE,  ingénieur  des  télégraphes,  cité  Martignac,  5,  à  Paris  (7*). 

1896.  LAD6EL, ancien  atUché d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpea-Mar">«*). 

1873.  LAIITB,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1896.  LEAU,  professeur  au  lycée  Michclet,  rue  Vavin,  6,  à  Paris  (6*). 

1880.  LEADTE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Gourcelles,  x8,  à  Paris  (17"). 

1896.  LBBEL,  professeur  au   lycée   de  Montpellier,  vil  la  Mont-Carmel,  avenue  Bouiseon- 
Bertrand,  à  Montpellier. 

1902.  LBBBSfiOB,  docteur  es  sciences,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Pougirard,  4»  à  Rennes  (llle-et- Vilaine). 

1903.  LEBEUK,  directeur  de  l'observatoire  de  Besançon. 

1893.     LBCOBND,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rueGay- 

Lussac,  3,  à  Paris  (5*). 
1895.     LÈMEBAY,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  VilIe-ès-Martin, 

109  biSf  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 
1872.    LEIOINE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  de  Vaugirard,  4« 

à  Paris  (i5*). 
1879.     LE  PAiCE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 
1895.     LE  BOOX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Chàteaudun,   17,  à   Rennes 

(Ille-et- Vilaine). 

1898.  LE  BOY,  docteur  es  sciences,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  97,  à  Paris  (6*). 
1891 .     LEBY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1872.    LESPIAULT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  h  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1900.  LBVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  i4,  à  Padoue  (Italie). 
1882.     LÉVY  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue 

du  Regard,  13,  à  Paris  (6"). 
1872.     LÉVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, 
professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris  (16*). 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LI^IDELOF  (Ernsl),  professeur  à  l'Université,  Nylandsgatan,  i5,  à  Uelsingfors. 
1877.     LMDEIANN,  professeur  à  l'Université,  Franz- Joseph strasse,  13,  à  Munich  (Bavière). 
1886.     LIOG VILLE,  ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,  la,  à  Paris  (4*)> 
1900.     LOVETT  (E.-O),  professeur  à  Princeton  University,  New-Jersey  (États-Unis). 

1888.     LUCAS  (Félix),    ingénieur  en  chef  des  ponts   et    chaussées,   rue  Boissière,  3o,    à 

Paris  (i6«). 
1902.     LUCAS-VIRABDVILLE,    ing'    des  manufactures    de    l'État,  Manufacture   des    Tabacs,    à 

Chàteauroux. 
1902.     LtCAS  DE  PESLOIA^,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Marbeuf,  8,  à  Paris  (8*). 
1886.     LYO.\,  docteur  es  sciences   mathématiques,  cliemin  de   la   Roseraie,  a6,  à   Genève 

(Suisse). 
1882.     HACÉ  DE  LBPINAY,   professenr  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,   rue 

Claude-Bernard,  79,  à  Paris  (5*). 
1895.     HAILLEf,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Fontenay,  ii, 

à  Bourg-] a-Reine  (Seine). 
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1872.  HAUNIEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,   professeur  honoraire  à  l'École  Polytech- 

nique, boulerard  Beauséjour,  i,  à  Paris  (16*). 
1903.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  ruo  de  Reuilly,  35  bis  y  à  Paris  (la*). 

1884.  MARTIN  (  Artcmas),  giS,  N.  Street,  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis  d'Amé- 
rique). 

1889.  MARTin  (Emile),  ancien  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique,  professeur  de  mathéma- 
tiques,  rue  des  Fossés-Saint- Jacques,  22,  à  Paris  (5*). 

1901.  MASSAO  (J.),  professeur  à  l'Université,  rue  Maruiz,  22,  à  Gand  (Belgique). 

1894.     ■AUPL\,  professeur  au  collège,  rue  de  l'Arceau,  3o,  à  Saintes  (Chareuie-Inférieurc). 

1897.     MBHIKE,    professeur  à  l'École    technique    supérieure,  Woisseinburgstrasse,  29,   à 

Stuttgart  (Wurtemberg). 
1889.     MIXRIZAIAL  TAHBOREL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 

Jésus,  x3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.     IBRCBBBAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  igS,  à  Paris  (7*). 

1902.  URLIN  (E.),  avenue  Ncgrié,  46,  à  Forest-lès-Bruxelles  (Belgique). 
1902.     HES^SY  (R.),  enseigne  de  vaisseau,  rue  de  la  Rampe,  4t  ^  Brest. 

1893.     MICHEL  (François),  chef  dé  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  for  du  Nord, 

rue  Perdonnet,  12,  à  Paris  (10*). 
1899.     MILLER  (D'  G.-A.),  professeur  k  Stanford  Univcrsity,  Californie  (États-Unis). 

1873.  MrrTAfi-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1902.  lOLK  (  J.),  professeur  à  la  Fucultc  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 

1897.  HCVrCBEOIL  (l'abbé  de),  rue  du  Vieux-Raisin,  xi,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1898.  VOXTESSOS  DE  BALLORE  (vicomte  Robert  de),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  libre 

des  Sciences,  boulevard  de  la  Liberté,  121,  à  Lille  (Nord). 

1903.  IDLLER  (  J.-O.),  rue  Berthollet,  6,  Paris  (5«). 
1898.     IIADD  (C.)»  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris  (6«). 

1885.     NEI)BER€,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Licgc  (Belgique). 
1897.     NIGOLLIER,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1903.  NIELS  JVIELSEN,  inspecteur  général  de  l'enseignement  secondaire.  Norrobrogadc,  67,  à 
Copenhague  (Danemark). 

1900.  NIEWENfiLOWSKI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  général  de  rUnivcrsitô,  rue  de  l'Ar- 

balète, 35  (5-). 
1882.     dCACNE  (M.d'),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 
et  Chaussées»  répétiteur  à  l'École  Polytechuiqiie,  rue  La  Boétie,  3o,  à  Paris (8*). 

1873.  dVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1901.  PARÉ  (H.),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Turenne,  89,  à  Bordeaux. 

1893.  PAiXLEVÉ,  membre  de  l'Institut,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure, 
répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  d'Assas,  33,  h  Paris  (6**). 

1888.  PAPELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  30,  à  Orléans  (  Loiret). 

1884 .  PARAF,  maître  de  conférences  ii  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1881.  PELLET,  doyen    de   la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pascal,  3o,  à  Clermont-Ferrand. 

1900.  PERCHOT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris,  avenue  de  l'Observatoire,  x  (5*). 

1874.  PERCIN,  général  de  brigade,  chef  du  cabinet  du  ministre  de  la  guerre. 
1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 
1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  avenue  d'Eylau,  9,  à  Paris  (16*). 
1892.  PERRIK  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbc,  3,  à  Paris  (17*)- 
1896.  PETROVITGH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  24,  à  Belgrade  (Serbie). 

1902.  PETROnTCU  (S.),  capitaine  d'artillerie  de  la  garde,  professeur  adjoint  à   l'Académie 

d'artillerie  Michel,  Sabalkansky  prospect,  17,  log.  i5,  à  Saint-Pétersbourg. 
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1887.    PBZIO  (dsl),  proresteur  à  rUniversité,  via  Geniiaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.  PICARB  (Emile),  membre  de  rinaiittit,  professeur  à  ]a  Faculté  des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  ec  Manufactures,  rue  Bara,  4,  à  Paris  (6'). 

1872.  PIC^IIBT,  chef  de  bataillon  du  fiénief  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  MoDsieur-ie-Prince,  4,  à  Paris  (6'). 

1896.     PIKRO?i,  inspecteur  général  do  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  00,  à  Paris  (6*). 

1899.  PIIRN^T  (James),  prof,  de  l'Université  Yaie,  42,  Manslield  st.,  New  Uavcn,  Con- 
necticut  (  États-Unis  ). 

1882.  POINCARÉ,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau   des   Longitudes,   ingénieur  en   chef 

des  mines,  professeur  à    la  Faculté  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63  (3*). 
1872.     POLKNAC( prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (  Alpes-Maritimos). 

1899.  PBIXCSIIBII,  professeur  à  l'Université  de  Munich,  13,  Arcisstrasse. 

1896.  PRDVOST,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  11,  rue  de  la  Tour,  a 
Paris  (i6*). 

1872.     PDTZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau. 

1902.  POI  (Victor),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  de  Mathématiques, 

rue  des  Foss('>8-Saint-Jacques,  i6,\à  Paris  (5«). 
1896.     QliODET,  actuaire  de  la  Compagnie//!  Aaiionalcy  rue  Laffitte.  17,  à  Paris  (9*). 

1895.  lABDT  (Charles),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  a  Ver- 

sailles (Seine-et-Oise). 
1872.     RABAU,  membre  de  l'Institut,  rue  deToui-non,  12,  à  Paris  (<i'). 

1883.  BAFPY,    professeur-adjoint   à    la    Faculté   des   Sciences,    maître   de  conférences  à 

l'Ecole  Normale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris  (5"). 

1903.  BBHOINUOS,  agrégé  de  ITniversitô  d'Athènes,  rue  d'Ulm.  /,.j,â  Paris  (5'). 

1900.  BBNABD,  rue  de  la  Tour,  7,  à  Paris  (16'). 

1903.  BIGBABD,  professeur  au  lycée  de  Dijon,  plact'  du  Kusoir.  1,  à  Dijon. 

1893.  BIVEBEAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1003.  BOCHE,  agrégé  de  11  niversité,  rue  Madame,  69,  à  Paris  ((i"). 

1872.  BOOART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  («'). 

1872.  BOICOK,  de  l'Institut,  professeur  an  Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examina- 
teurdcsélévcs  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  S*-Gcrniain,  aij,  à  Paris  (7*). 

1896.  ROUfilBR,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabelle,  84,  à  Marseille. 

1885.     BOVQliKT  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1900.  SALTYKOW,  maître  es  sciences  mathématiques,  professeur  à  l'Institut  Polytechnique» 

à  Tomsk  (Russie). 

1872.  SARRAII,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mande  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  û  la  Com- 
pagnie du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAIVA€E,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-dn-Rliône). 

1881 .     SGIILECEL,  professeur  h  l'École  technique,  Volmestrasse,  ih,  h  Hagcn  (Allemagne). 

1897.  SCHOD  (Erik),  01.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCOOOTK,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1901.  SEK  (Thomas-J.-J.),  Obscrvator>  Mare  Island  (Californie). 

1896.     SKfillER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (7*). 

1882.  SÉLIVANOFP  (Démétrius),  attaché  ii  l'Université,  Fontanka,  1  ifj,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (Russie). 
1900.     SEBVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  8,  à  Paris  (7*). 
1900.     SPABRE  (comte  Magnus  db),  ch&teau  de  Vallière,  ii  S^-Georges-de-Reneins  (Rhône)* 
1881.     STARKOFF,  Maximilianovskiy  pereonlok,  19,  log.  12,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
1879.     STEPHANOS  (D' Cyparissos),  professeur  à  l'Université   à  Athènes  (Grèce). 
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1901.     STITSOX  (OrUndo),  à  Franklin  (  Massa chusetts). 

1898.  STOUER  (Cari),  professeur  à  TUniversité,  Holtegaden,  i4,  à  Christiania. 
1903.     SI^CBAR,  doc tenr  es  sciences,  rue  Lafayette,  6o,  à  Paris. 

1872.     SVL9W,  professeur  à  l*(Jniversité,  à  Frederikshald  (Norvège). 

1896.  TiANKlIBBM  (»e),  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1872.     TANHEKT  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  ii  Pantin  (Seine). 

1875.     TAN.liKRT  (Jules),   sous-directeur   à  l'École   Normale    supérieure,    rue   d'Ulm,   ^5, 

à  Paris  (5*). 
1882.     TARRT  (Gaston),  rue  d'Isly,  19,  à  Alger  (Algérie). 

1897.  TABRT  (Harold),  inspecteur  dos  finances  eu  retraite,  à  Kouba  (Algérie). 

1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  avenue  Léonie,  i,  à  Saint-Cloud  (S.-et-O.)* 

1899.  THTRAIIT  (Alexandre),  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Carnet,  rue  du  Ro- 

cher, 101,  à  Paris  (8*). 

1873.  TISS6T,  ancien  examinateur  d'admission  à  rEco1ePo1ytechnique,à  Voreppe  (Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda^  k  Brest  (Finistère). 

1896.     TdRRES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 
1893.     TtliCHE,    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truffault,  33,  k  Paris  (17*). 
1872.    TRESCA,  ingénieur   en  chef  des   ponts  et  chaussées  en  retraite,  château  de  Cour- 
tozé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TIESSB,  doct.  es  sciences,  prof,  au  collège  Rollin,  rue  Caulaincourt,  ao,  à  Paris  (18") . 
1893.     YALLÉK-POOSSIN  (Cii.-J.  de  la),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur,  190,  à  Lou- 

vain  (Belgique). 

1897.  VAS8ILAS-VITALIS  (J.),  docteur  de  l'Université,  rue  Polyclète,  5,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  VASSILIBP,  président  de  la  Société  ph  y  si  00 -ni  a  thématique,  à  Kasan  (Russie). 

1901.  YESSIOT,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  chemin  des   Granges,  4^,    à  Lyon 

(Rhône). 
1888.     VOLTERRA  (Vite),  professeur  à  l'Université  de  Rome,  via  Lucina,  11. 

1900.  VDIRRRT,  éditeur,  63,  boulevard  Saint-Germain  (5«). 

1893.  WACNBR,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Spontini,  i3,  à  Paris  (16*). 

1880.  WALCKENAER,  ingénieur  eu  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  ai8,  à  Paris  (7"). 
1879.  WRILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8'). 
1878.  WdRIS  RE  RdlILLT,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  BalxttC,7,  à  Paris  (8*). 

1S82.     ZAROIIDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  rue 

Zuamenkaja,  22,  h  Saint-Pétersboui-g  (Russie). 
1890.     ZARBNRA,  docteur  es  sciences,  profttsseur  à  l'Université  de  CVacovie  (Autriche). 
1903.     ZBRVOS,  docteur  de  l'Université  d'Athènes,  rue  Claude-Bernard,  aS,  à  Paris  (S**). 

1881.  ZEOTBEN,   professeur  à   l'Université,   Rosenvonget,  Saint-Kannlkestrœde,  11,  à  Co- 

penhague (Danemark). 
1898.     ZIWBT,  South  Ingalls  street,  644,  Ann  Arbor  (Michigan)  (Etats-Unis). 

1902.  ZODKIS  (Aristide),  professeur  à  l'École  militaire   des  Evelpidcs,  rue  Scoufa,  6,  à 

Athènes. 
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SOCIETAIRES    PERPETUELS. 


ACKERIIlfll^lHHM;  à  Leipzig.—  IKNOIST  (décédé).  -  ICBDELLE,  à  Rioz.  —  IIEHAYMK 
(décédé).  ^  liOCBB,  è  Ptolft.  —  IISCHOFFSBEIH,  à  Paris.  —  BOURIL  (yicomte  R.  dc)« 
à  Rennes.  -<  BOBCBABDT  (décédé).  *  BBBEL,  à  Paris.  -  BBOGARB,  à  Bar-le-Duc.  — 
GANBT,  à  Paria.  —  aBVALLO,  à  Paris.  —  CBMUKS  (décédé).  —  GLAUBE-LAPORTAIKE, 
i  Paris.  --  GOnON,  k  Grenoble.  —  POCBBT,  à  PanV^fiAUTBlBR-VILLABS  (décédé).  — 
fiOUBSAT,  h  Paris,  —  BALPHEN  (décédé).  —  HALSTEB,  à  AmIûb.  —  BABAHARB,  à  Paris. 
^  BATON  BB  LA  fi^UPlLLIÈBE,  à  Paris.  —  BEBHITE  (décédé).  —  BiBST  (décédé).  -< 
BOn,  à  Paris.  —JOB^AN,  à  Paris.  ->  LAFFON  BE  LABÉBAT  (décédé).  —  UUIITÉ,  à  Paris. 
—  MAILLET,  à  Bourg-VReine-  —  HABNBEiM,  à  Paris.  —  BE  MERBIZABAL  TMVMBEL,  à 
Mexico.  —  MERCEREAI],  «  Paris.  —  B'OCACNE,  à  Paris.  —  PEBOTT,  à  Worcester.  — 
PBBBIN,  à  Paris.  —  POINCABÉ,  à  Paris.  —  POLICNAC  (prince  C.  de),  à  Cannes.  —  BAFFT, 
à  Paris.  —  SALTYROW,  à  Tomsii.  —  SÊLIVANOFF,  à  Saini-Pétershourg.  •-  SPARBE 
(comte  M.  dk),  à  Saint~Georges-de-Reneins.  —  SYLOW,  à  Frederikfiliald.  —  TANNER  Y 
(Paul),  à  Paris.—  TARRY  (G.),  à  Alger.  —  TCBBBICOBF  (décédé).—  VIELLABB  (décédé). 


LISTE 
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DEPUIS   SA   FONDATION. 


BM. 

MB. 

1873 

GBASLES. 

1889 

ANBRB  (BÉSIRB). 

1874 

LAFFON  BE  LABÉBAT. 

1890 

BATON  BE  LA  COUPILLIÈBB. 

1875 

BIBNAYHÉ. 

1891 

GOLLICNdN. 

1876 

BE  LAfiODBNBBIE. 

1892 

YIGAIBE. 

1877 

MANXBEII. 

1893 

BDMBEBT. 

1878 

BABBOUX. 

1894 

PIGQUBT. 

1879 

0.  BONNET. 

1895 

fiOUBSAT. 

1880 

JOBBAN. 

1896 

KCNiCS. 

1881 

LABUEBBE. 

1897 

PICABB. 

1882 

BALPBEN. 

1898 

LECOBNU. 

1883 

BOUCBÉ. 

1899 

CDYOII. 

1884 

PiCARB. 

1900 

POINCABB. 

1885 

APPELL. 

1901 

B'oac^E. 

1886 

POINGARÉ. 

1902 

BAFFY. 

1887 

FOURET. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1888 

LAiSANT. 
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Lista  déê  Sociétés  soiantiiiques  et  des  Recueils  pMvdiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amaterdam. 
Amttardam . 
Amiterdain . 


Baltimore. 

Berlin 

Berlin 

Berlin 


Berlin 

Bologne. . 
Bordeaux. 

Bmxelloi. 


Bruxelles.. . 
Cambridge. 
Christiania. 
Coimbre.  .. 


Copenhague. 

CracoTÎe 

Edimbourg.  . 
Edimbourg. . 

Gand 

Gôttingen... 
Gdttingen  . . . , 
Hambourg... 

Harlem 

Helsingfors. . 

Kasan 

Kbarkov 

KharkoT 

Leipzig 

Uége 

LÎTOurne .... 

Londres 

Londres 

Londres 

Luxembourg. 
Marseille.... 
Mexico 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  matliématiqtie  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  de»  publications  mathéma- 
tique». 

Johns  Hopkins  Uiiiversity. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  }ûr  Mathematik  und  Physik. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik, 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  natnrelleK 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  el 
des  Beaux- Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Arehiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mieas. 

yjrt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis, 

Société  Royale  des  Sciences  de  Gôttingen 

JUathematische  jinnalen. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique. 

Annales  de  TUniversité. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Société  Royale  dos  Sciences,  à  l'Université. 

Periodico  di  Matematica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  do  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annale»  delà  F  acuité  des  Sciences  de  Marseille. 

Sociodad  cientifica  Antonio  Alzate. 


Hollande. 
Hollande. 

Hollande. 
États-Unis. 
Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

lulie. 

Fran«:e. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Grande-Bretagne. 

Gra  nde-Bretagne . 

Belgique. 

Allenmgne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Gra  n  de-Bre  ta  gn  e . 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 
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MiUn 

Moscou 

Manich 

Naples 

New-Haven 

New-York 

Odessa 

Palerme 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pisc 

Pise 

Prajrue 

Prague 

Pra(}ue 

Home 

Sainl-Pétersbourç 

Slockholm 

Stockholm 

Toulouse 

Turin 

Upsal 

ViMiiite 

Vienne 

Vienne 

Zurich 


Institut    Royal    lombard    dos    Sciences   et 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moseo*!. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec' 

ticut. 
American  mathematieal  Society. 
Société  mathématique  d'Odessa. 
RendiconU  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  ravancem*ent  des 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
Dulletin    des  Sciences    mathématiques. 
Journal  de  l'École  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Bibliothèque  de  la  Sorbonne. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
UniTersité  Royale  de  Pise. 
llNuovo  Cimenio. 
Académie  des  Sciences  de  Prague. 
Casopis  pro  péstovâiii  mathematiky  a  fysikj . 
Société  mathématique  de  Prague. 
Académie  Royale  des  Lincei, 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Acta  Mathematica, 
iiibliotheca  Mathematica, 
Annales  de  la  Facnlié  des  Sciences  de  Tou* 

louse. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  des  Sciences  d' Upsal. 
Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 

et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefle  fur    Mathematik    und   Physik. 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich.    ' 


iUlic. 
Russie. 
Bavière . 

Italie. 

ÉUto-Unis. 
ÉUts-UnIs. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France . 
France . 
France. 
France. 
France. 
France. 

lulie. 

lulie. 

lUlie. 
Autriche. 
Autriche. 
Autriche. 

lulie. 
Russie. 
Suède. 
Suéde. 

France. 

lulie. 

Suède. 

Italie. 
AutriciMS . 
Autriche. 

Suisse. 
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BULLETIN 


DR.    LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  FRANCE 


PU  V  lit 


PAK    LES    SECRÉTÂIHES, 


S«dres»i^,  poar  Ja  rt-dauiion,  à  M»  Bnic^Afin,  boulevard  Kaspai^  ^gS,  l'aris,  i^*; 
pour  Ja  dbtnbutiorti  A  M,  GhkvYt  rue  SainL-PUddet  63^  Pdrîs,  6*. 


TOME  XXXII.   —   FàSCICULS   I* 


PARIS, 
AU    SIÉUE    DE    LA    SOCIÉTÉ, 

1904 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  pries  d'adresser  leur  cotisalion  à  M.  Claude-Lafontaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris, Trésorier  de  la  Société.  .     r\r\cs\(> 

On  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Soci'è'^'^djM^4îfbi-V?@^^^ 
GanUiier-VÛlars,  55,  quai  des  Grands-Au<,Histins,  Paris. 


Les  gêances  de  la  Société  mathématiqoe  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième mercredis  de  chaqoe  mois  à  S  heures  et  demie. 

Depuis  le  i'**  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier, 
tout  au  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  aocés  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
▼ersité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  Tauraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  ôtre  adressée,  soit  à  la  Facnlté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  de  pré* 
férencf  à  M*  Grévy,  sauf  ce  qui  coaceme  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Bricard. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma-  • 
thématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Dix  volumes  au  moins 4  )6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes 6^00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  fairo  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d4mpression  : 

i*^  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2"*  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3^  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 
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BULLETIN 

DR   LA 

SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE. 

SUR  LE  THÉORÈME  DE  M.  JENSEN; 
Par  M.  G.  Mittag-Leffler. 

M.  Goursat  vient  de  publier  {Bull,  des  Sciences  math., 
octobre  1902)  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de 
M.  Jensen  (Acla  math.,  t.  XXII),  qui  rattache  ce  théorème  au 
théorème  fondamental  de  Cauchj.  J'ai  employé  dans  mon  ensei- 
gnement une  démonstration  analogue  qui  parait  plus  directe. 

Soit  /{z)  une  fonction  méromorphe  à  l'intérieur  d'un  contour 
fermé  S,  comprenant  dans  son  intérieur  le  point  x  sur  lequel  nous 
faisons,  pour  simplifier,  la  supposition  qu'il  ne  sera  ni  un  zéro  ni 
un  pôle.  Supposons  encore,  pour  simplifier,  que /(.s)  soit  holo- 
morphe  et  différent  de  zéro  sur  le  contour  même.  Soient  a^y 
rt.j,  . . .,  a/2  les  zéros  de  /(s)  intérieurs  au  contour,  chacun  d'eux 
étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité,  et  6|,  62?  •  •  •?  bm  les 
pôles  de/(^)  intérieurs  à  S,  chacun  d'eux  étant  encore  compté 
avec  son  degré  de  multiplicité. 

Je  me  propose  d'évaluer  l'intégrale 


!» 


•JLTZl  J  z  —  .r 

prise  le  long  du  contour  S  dans  le  sens  direct.  Je  suppose  que  la 
variable  part  d'un  point  A  sur  le  contour,  log/(s)  ayant  une 
valeur  initiale  déterminée.  Je  considère  le  contour  fermé  S 
formé  de  la  courbe  S,  des  circonférences  Cv,  Ay,  de  rayon  s, 
ayant  pour  centres  les  différents  points  ay,  b^^  et  des  lignes 
infiniment  voisines  tracées  de  part  et  d'autre  d'un  nombre  de 
lignes  situées  entièrement  à  l'intérieur  de  S  et  reliant  chacune 
un  des  points  a^  et  6v  avec  le  point  A,  en  laissant  les  autres 
points  Ov,  6v,  ainsi  que  les  points  x^  en  dehors. 

XXXII.  r 
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La  fonction  ^og/{z)  est  holomorphe  à  Fintérieur  du  contour  S. 
£n  lui  appliquant  le  théorème  de  Cauchy,  on  obtient 


(x^  et  ^y  étant  des  points  sur  les  circonférences  Cy  et  Ary  En  allant 

,    / 
deviennent  alors  zéro,  on  obtient 

■irTêî  *i^*i^. -^/!?s^ —«./<'.. 

v=i       *  v=i     ^^ 

On  en  tire 

n  tn  G 

Il  s^ensuit 

et  encore,  en  faisant  z  —  ;r  =  re^^  et  en  supposant  que  S  soit  un 
cercle  de  rayon  r,  ayant  pour  centre  le  point  x^ 

Celle  dernière  formule  devient  celle  de  M.  Jensen  si  l'on  y 
fait  x^o. 
On  a 

En  faisant  dans  la  formule  (3)  j?  =  o  et  en  supposant  que  ce 
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point  ne  soit  ni  ud  zéro  ni  un  pôle,  on  obtient 
(5)  /(o)=fi|-^A«.-»aî^J    -3-"-. 

.     En  divisant  (3)  par  (5),  on  obtient  donc 

Cette  formule  peut  facilement  être  généralisée  en  écrivant 

'iruj         z/*-*-^  J        z^x    \z) 

eXy  en  appliquant  aux  différentes  intégrales 

XTAJ  z^  *      JtruJ  z*  '  '      '>ruj         zP-^^ 

le  même  procédé  que  nous  avons  employé  auparavant  pour  les 
intégrales 

ITZlJ  Z  —  X  1TU  J  Z 

on  obtient  alors  la  formule 


^~>       \  Xv-=T 


I 

I      nKâ") 

en  ayant  posé 


E(-5,  0)  =  I  — 5. 


^8^  I   E<^,/,)  =  (i-c)6'-^«-   ■'••> 
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La  formule  (7)  doit  être  mise  à  côté  d^me  autre  qu'on  obtient 
en  partant  de  l'égalité  (*  ) 


(9)    { 


/(o)    \p  —  ï       Adx  —  a.t\a^] 
' v  =  i 

ÂaàX—OM   \Ov/         aiT*^       /^^)    «  —  ^\^/ 
v  =  i 

En  faisant  l'intégration  par  rapport  à  x^  et  en  observant  que 


on  obtient 


f{x)=e  11  If 


\  v-I 

On  revient  immédiatement  de  la  formule  (10)  à  la  formule  (7  ) 
en  intégrant 

/'^h(-?)-ï-J(f)'--Kf)']- 

par  |)arties. 

(  '  )  Voir  ma  Note  aux  Comptes  rendus,  20  février  1882. 
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RECHERCHES  SUR  LA  DIVISIBILITE  DU  NOMBRE 


1.3  ...  nx 


(1.2...  X)" 
PAR  LES  PUISSANCES  DE  LA  FACTORIELLE  1.2.../1; 

Par  M.    C.  DE  Polighàc. 

§1. 

Avant  d'entrer  en  matières,  rappelons  quelques  résultats  bien 
connus. 

Désignant  par  1  t  1  le  quotient  entier  de  la  division  de  a  par  6, 

notation  usitée  par  Lejeune-Dirichlet,  et  appelant  e  Pexposant 
de  la  plus  haute  puissance  du  nombre  premier /?  qui  entre  comme 
diviseur  dans  le  produit  i  •2-.3. . .  .x,  en  sorte  que  ce  produit  est 
supposé  divisible  par/?^,  mais  non  par^^*,  on  a  la  formule  clas- 
sique 

La  1  imite  i=oo  est  symbolique;  elle  se  justifie  en  remarquant 
que,  dès  que/?'>a7,  on  a    -^  j  =0. 
De  plus,  on  a  toujours 


_    _       (0 

L    b    A~'  \ab\ 
Il  en  résulte 


Par  suite,  si  l'on  écrit, 

x=pqfi-ri     (ri<p,  9i  =  \~\)> 

q,  =  pq,+  r,     (r.<^,  *«=  [7]  =  [^])  ' 

qt  =  pq,+  r»     (r,</,,  î»=[y]  =  [^])' 


(*)    Voir,    entre    autres,    Lejeune-Dirighlet,    Zahlentheorie,   §    15,    édi- 
tioD    i863,  ... 
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on  oblient 


2[?]= 


Cela  posé,  je  commencerai  par  démontrer  trois  propositions  : 
Soit  X  un  nombre  entier  écrit  dans  le  système  de  numération 
dont  la  base  est  le  nombre  premier^,  en  sorte  que 

X  =  anf^-h  art_i/>«-^*  -h. .  .-t-ai/>*-h  aip  -+-  Oq 

avec  a<Cp  dun  rang  quelconque. 

Désignons  par  ^^  la  somme  des  chiffres  de  x  : 


1" 


ao  -h  ai  -h  «1  H- . . .  4-art-i  -h  a». 


Proposition  1.  —  L'exposant  de  la  plus  haute  puissance  du 
nombre   premier  p    qui   entre    comme   diviseur  dans    le    pro- 

duit  I.2.3...X  csl • 

Démonstration .  —  D'après  ce  qui  précède,  il  sufGra  d'établir 
l'égalité 

p- 


-  y  X    '=•  _    ^ 


Conservant  les  notations  adoptées  ci-dessus,  on  a 

2l     =^î     =a„/>«-«-ha„-,jD«-»-H...-+-a3/?  -^  a,         =:^    , 
1^1  =73     =««/>»-»  ^- a,,-!/?"-* -h... -h  a,  "^Ip^J' 
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Chaque  colonne  de  ce  Tableau  se  compose  de  termes  en  pro- 
gression géométrique.  Faisant  donc  la  sommation  par  colonnes 

et  introduisant  pour  la  symétrie  le  terme  nul  ^^^   ^>  il  vient 

■(/>"— i)-f-an-i(/?^'-'—i)-f-...-^-q3(jp'-"i)-Hg«(;>«—i)-4-g|(/?  —  0-+-go  —  qo 

p  —  \ 


c*est-à-dire,  d'après  nos  notations, 


X -—y  X         _    -, 


G.  Q.  F.  D. 


Proposition  2.  -—  Soit  n  un  second  nombre  entier  écrit  dans 
le  système  numérique  de  base  p\  faisant  l'addition  a?4-/t,  on 
aura 

^{^x^n)^^x-^^n'-k{p  —  \\ 

où  A*  désigne  le  nombre  total  d'unités  que,  dans  l'addition,  on 
est  amené  à  reporter  d'une  colonne  à  la  suivante. 


Démonstration, 

X  =  Uo-h  qip-h  atp*-h . . . 
n  =  6o  -h  6i  />  -f-  bfp*  H- . . . 

à  <p. 

L'addition,  membre  à  membre,  donne 

-4-6o-h6i        -h  6, 

/>«+. 

..-Ha;,,  1 

-H6;n    i 

expression  dans  laquelle  il  faut  ramener  dans  chaque  colonne  la 
somme  des  deux  chiffres  à  un  nombre  inférieur  à  p.  Ces  réduc- 
tions faites,  on  obtiendra 

Comparons  ces  deux  expressions. 

Comme  dans  la  première,  chacun  des  deux  chiffres  ai^  bi  d'une 
colonne  quelconque  est  moindre  que  pj  leur  somme  est  moindre 
que  2/>.  On  a  même  partout 

ai-^bi-h  i<  2/?, 

puisque  le  maximum  est  p  —  i  -i-p  —  i-^i  =  2p  —  i.  D'après 
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cette  remarque,  on  peut  composer  de  proche  en  proche  le  Tableau 
suivant  : 


Ci<p    (X-,  =  o  ou  l), 


ai  -h  bi  -h  Aq      t=  A\  p  •+-  Cl 
«j  -h  6j  -}-  X I      =  Al  p-h  Cf 

«m-T-  ^//i -H  ^'//i-l  =  ^ntP  -^  Cm 

A'm       =  C,n-hl  =  O  OU    I 

par  suîle 

a©  -+-  «I  -5-  •  •  •  -H  «m  -H  ^0  H-  ^i  -»-  ...  -+-  ^m  H-  /'  0  -+-  /^  I  -H .  .  •  -+-  ^'m 

Or,  comme  chacun  des  nomlires  A'«y  A'o  •  •  •?  ^m  est  égal  à  zéro 
ou  à  un,  leur  somme  est  égale  au  nombre  d'unités  reportées  d'une 
colonne  à  la  suivante,  soit  A*.  D^autre  part,  on  a  par  définition 

Il  en  résulte  donc  bien 

^{x -^  n)^^x  -h^n  —  k{(p  -^)  («).       c.  Q.  p.  D. 
On  trouverait  de  même 

k   étant  ici   le  nombre   d*unilés    empruntées    au   chiffre   d'une 
(')  Arithmétiquement,  Popéralion  s'indiquerait  ainsi  : 


a,  . 

..     ^3 

a, 

«1 

«. 

a- 

<P 

bi  . 

..     b. 

^ 

^ 

à. 

bi 

<P 

c,   . 

..     C3 

c, 

c, 

c. 

c- 

<P 

Dans  chaque  colonne,  Taddition  de  deux  chiffres  ne  peut  surpasser  2/?  ~  a 
(18  dans  le  système  décimal).  On  ne  peut  donc  jamais  reporter  plus  d^une  unité 
dans  la  colonne  suivante.  Le  chiffre  de  celle  colonne  augmente  de  i,  celui  de  la 
précédente  diminue  de  /?  à  chaque  report;  d'où  la  formule. 
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ootonne   et  reportées  dans  la  précédente  suivant  les  règles  de 
l'arithmétique  élémentaire. 

On  voit  d^ailleurs  qu'en  posant  x-i-  n  =  m,  d'où  j:  =  m  —  n, 
la  formule  d'addition  devient 


d'où 


^(m  -^  n )  =  ^m  ^^n  -h  Aip  —  i  ). 
Propositiojv  3.  —  Faisant  le  produit  nx,  on  aura 

où  k  représente  encore  le  nombre  d'unités  que,  dans  le  produit, 
on  est  amené  à  reporter  d'une  colonne  à  la  suivante. 

Démonstration.  —  Soient 

a?  =  ao-H  «i/? -f- dj/?*-^. . .     a/ <./), 

n  =  bç-k- bip -\- h^p^-r-. . .     ffi<Pi 

/i:r  =  Co -4- C| /> -h  Cs />' -i- . . .     &/</?. 

La  multiplication,  membre  à  membre,  donne 


nx  =  «0^0 "H  ciobi 
-H  Uibo 


p-^aobi 
-h  ai  Al 
-i-Utbo 


résultat  que,  pour  abréger,  nous  écrirons 

nr  =  Go -4- C  !/>-+- Cj /?--+- 

Observons  que,  par  définition, 

Go -h  Gi  -f-  GjH-...  =  ^/i.^37. 

Siao6«<;^,  on  a  Co=Co;  mais,  en  général, 

Go  =  /?A"o  •+-  Co 

et  l'on  reporte  ko  unités  à  la  colonne  suivante,  et  cela  quand  bien 
même  cette   colonne  ferait   défaut  dans  le   produit  membre   à 
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membre  nx  ;  ce  qui  arriverait  par  exemple  si  Ton  avait  ai  =  6f  =  o. 
Oq  a  donc  jusqu'ici 

/wr  =  co  -t-  Cl  I  />  -H  Ci/>*  -+-.... 
On  posera  de  même 

et  Ton  reportera  k^  unités  à  la  colonne  suivante.  Observons  qu'ici 
on  pourrait  avoir  Ar,  >>/>,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  marche  du 
calcul. 

On  obtiendra  ainsi  successivement 

Co  =Co-+-X*q/?, 

d-f-A-o     =Ci-hX*i/>,  Co-f-Ci  =  Co-Hc,-f-A:o(/?— i)-+-A:t^, 

Cj^-Xti     =c,-f-Xî/>,         Co^-CiH-C,=  Co-»-Ci-+-Cj-h(A:o-*-^i)(/'— ï)-hA*j/>, 


C/-+-A:/_i  =  c/-hXv/>,         Co-^C,-hGj-+-. .  .-f-C/ 

-i- c/-h(X'o -^  ^*i -+- •  • --t-^z-tX/»  —  0-»- ^//?- 

Mais,  comme  le  produit  est  fini,  il  arrivera  un  moment  où  l'on 
trouvera  A:,=  o;  on  aura  alors 

Go-+-  C| -+-... -hC|=  co-4-ci-r-...-f-c/-+-(Ao-h  A:i-h...-i-X:/-i)(/J  —  i), 

c'est-à-dire 

^n,^x  :=^nx ^  k{p  —  i) 
ou 

^nx  =^n.^x  -  k{p  -^  \).  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  La  Proposition  1  exige  que  p  soit  un  nombre 
premier.  Dans  les  deux  autres  propositions,  p  peut  être  quel- 
conque. 

§2. 

Nous  allons  maintenant  faire  quelques  applications  de  ces  trois 
propositions. 

Théorème.  —  x  et  n  étant,  comme  ci-dessusy  écrits  dans  le 
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système  de  base  p  nombre  premier,  si  le  produit 

1.2.3. ..(/i  —  i)n 
est  divisible  parp^,  —  a  exposant  maximum  — 

(a? -m)  (a? -4-  ?.). .  .(07 -^  n) 

sera  divisible  par  /?"+*  ;  où  k  représente  le  nombre  d^ unités 
reportées  d'une  colonne  à  la  suivante  dans  l'addition  x  -^  n. 

Démonstration.  —  Par  la  proposition  1,  on  a 

OL  —  

et,  par  la  même  proposition,  Texposant  maximum  avec  lequel  p 
entre  dans  le  produit 

1.2.  ..rF(a:-4-i)(ar-+-  2). .  .(ar-i-  w) 
est 


X  ^.-  n  —  ^  (  a:  -h  /i  ) 

De  même,  l'exposant  maximum  avec  lequel  p  entre  dans  le 
produit 

I.2.. ,x 

est 

Le  nombre  premier /?  entrera  donc  dans  le  produit 

(a:  H- 1)  (a- -h  2). .  .(a- -f- n) 
avec  un  exposant  égal  à  la  différence  des  deux  précédents,  soil 

a?-4- /i  —  ^(a?-+- «)— ar-h^a?        n  — ^/ar  -f-  n)-h^x 
D'ailleurs,  par  la  proposition  2,  on  a 

^{x-^n)  =  2^  -^^^-  ^(P  -  0; 
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Texposant  considéré  esl  donc 

^ ^= !=_  4.  i^.  =  ^=L.  ^  X'  =  a  +  A:. 

/>  — I  />  — I 

C.  Q.  F.  D. 

En  vue   d^une   application    de   la  proposition  3,   partons    de 

ridentité 

i.a.  .,N  —  i.N  __ 
1.2...N— i.N  ~  '' 

Posant  N  =  «1  -h  «a,  elle  devient,  en  admettant  a<  <  ûTa, 

i.2..(at-f-aî— i)(qi-Hai)  ^  ^ 

I. A...  ai. (ai -h  i)  (ai -4- a)... (a,  H- ai)         ' 

et  comme,  d'après  un  théorème  classique,  le  produit 

(ai-hi)(a,H-a)...(a,+  aj) 

est  divisible  par  1.2. .  .aj,  on  a 

,   ,  i.2.3...(a,-f-a,) 

(j)  ^^ —  =  entier. 

I  .'2. .  .a|.  1.7.. .  .aj 

On  trouvera  de  même  généralement  avec  N  =  ai  +  a2  -h.  . .  a,, 

,    ,  1.2.3. .  .(ai-»- aj-f-. .  .-f- a«) 

il)  ^— î = îî^=:  entier. 

I.2..  .ai.  1.2. .  .a|. .  .1.-2. .  .a/» 

Si  Ton  pose  dans  (i)  a^  =  x,  ^2  =  {n  —  i)x,  on  a  N  =  nx   et 

(3)  ;^ -—  =  entier. 

1 .2. .  .a:.  1.2. .  .(/i  —  i)x 

D'autre  part  si  dans  (2)  on  pose  ai  =  Oa  =  as  =  . . .  ~-  a,,  =  ar 
on  a 
, ,.  1.2.3... nx 

relation  quirésultede(3)a/or^/ori.  Pou  rie  faire  voir  mettons  (4) 


(*)  Les  expressions  (i),  (a),  (3),  (4)  sont  bien  connues  mais  en  vue  de  ce 
qui  suit  il  y  avait  intérêt  à  montrer  qu'elles  résultent  de  l'identité  initiale  par 
lu  suppression  de  certains  facteurs  au  dénominateur. 
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soos  la  forme 

(  3  ) ——  =  entier. 

Changeant  dans  (4)  /i  en  n  —  i,  on  oblient 

I  .2.  .  .(/l  —  l)x  .-  ,  .  .       ^ 

-: ^ -r-  =  M  (  nombre  entier) 

OU 

1.2. ..(/i  —  i)ar=(i.2..  .:r  )'»-*.  M; 

remplaçant  dans  (3)  on  a 

I .  •>. nx 

=  entier. 


1.2. .  .^.(i  .2. .  .a?)«-».M 

Donc  (5)  ou  (4),  ce  qui  est  la  même  chose,  résulte  de  (3)  parla 
suppression  au  dénominateur  du  nombre  entier  M. 

L'expression  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme  plus  explicite 

1.2. ..{/i  —  i)3^[n  —  i.j--f-i][/i  —  i.3?-4-2].«.[/t  —  \.x~\-x  —  \\nx 
1 .2. .  .(/t  —  \)x.  1 .2.  ..(ar  —  \)x 

ou.  en  réduisant, 

[/i  —  i.ar-n][n  —  i.a?-4-2]. .  .[/i  —  i.jr-h  a?  — i] 
1.2... (a*  —  1) 

L'expression  (3)  est  donc  divisible  par  n  quel  que  soit  x  et,  en 
posant 

\n  —  i.j'-f-iJL/i  —  iir-i-2.. .][/»  —  I  X  -\-  X  —  1 1 
^'^-^^  ..2...(ar-,)  • 


on  trouve 

1 . 2 . . .  nar 


=  nqn-\- 


I  .2.  .  .(/l  —  IjJ^.I.2.  .  .a* 

Changeant  successivement  n  en  n  —  i,  /i  —  2,  . . . ,  il  vient 

1.2.3...  /M7  =  I.2...(/l  —  |)J^.I.2..  .x,nqn-u 

1.2.3. .  .(n  — \)x  =  1.2. ..( 71  —  2)57.1.2.. .  xi^n  —  i)^„_j, 

I  .2.3.  .  .  3jr  =  I  .2.  .  .237.1  .2.  .  .  J-.S^i, 

1.2.3...  22*  =  1.2.  .  .07.1.2.  .  .r.25'1, 

d'où  par  multiplication 

'  1.2.../IX  =(r.-2...a7)«.2.3.../i.yiyi...<7„-j7«-i 
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ou 

Dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  de  ^ Académie  des 
Sciences,  19  décembre  1881,  M.  Mathieu  Weill  a  démontré  par 
un   procédé    d'analjse  combinaloire    la  divisibilité   du    nombre 

'  — --  par  la  factorieUe  1 . 2. .  .n.  L'équation  (5a)  implique  ce 
(I  .'2.  .  .^r)»  »^  ^  \       /        r    -i 

théorème  et  déplus  fait  connaître  explicitement  le  résultat  de  la 
division.  On  voit  que  le  théorème  en  question,  tout  comme  ceux 
qu'expriment  les  égalités  (i),  (2),  (3),  (4),  résulte  de  l'identité 
initiale  avec  N  =  nx^  par  la  suppression  de  différents  facteurs  au 
dénominateur.  lisse  trouvent  restitués  dans  l'équation  (5a)  qui, 
en  y  remplaçant  les  quantités  q^ ,  q2y  •  -,  par  leurs  valeurs,  repro- 
duira l'identité  initiale. 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  investigation  et  montrer  que 
l'entier 

E  = 

(i.2...jr>« 

est  en  général  divisible  par  une  puissance  de  la  factorielle  i .  2. .  ./i 
supérieure  à  l'unité,  soit  (1.2..  ./i)*  avec  A  >  i .  La  proposition  3 
trouvera  ici  son  application. 

Soit  p  un  nombre  premier  non  supérieur  au  plus  grand  des 
deux  nombres  :r  et  n;  /?'  la  plus  grande  puissance  de  p  qui 
divise  E.  Évaluons  d'abordé. 

Par  la  proposition  i,  p  entre  dans  le  numérateur  de  E  avec  un 
exposant 

iix  —^^nx 

/?  — I 

et  dans  la  factorielle  1.2. .  ,x  avec  un  exposant 

£1=  > 

/>  — I 

par  suite  p  entre  dans  le  dénominateur  de  E  avec  l'exposant  nz^ 
et  l'on  a 

n'^x-^nx 
e  =  £1 —  nsi,         c'est-à-dire         s  =   • 
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D'ailleurs  par  la  proposition  3 

Par  conséquent 

n — ^  n 
(6)  e=-j^^V^^.A:, 

telle  est  la  valeur  exacte  de  l'exposant  cherché,  ou,  comme  on  dit 
aussi,  le  nombre  de  fois  que  le  nombre  premier />  entre  comme 
facteur  dans  Tentier  £. 

Si  l'on  se  contente  d'une  valeur  approchée  on  peut  écrire 

n  — ^n 

On  retrouve  ainsi  une  formule  approximative  déjà  obtenue  par 
M.  Désiré  André  (<). 

Cherchons  maintenant  avec  quel  exposant  e',  p  entre  dans 
l'expression 


g,_  i.z...nx 


(i  .2. .  .a?/*i.2  . .  ,n 
Par  la  proposition  i ,  p  entre  dans  i  .a. .  ./i  avec  un  exposant 


n-^^n 


^'=     P-^ 

Conservant  les  notations  précédentes  on  aura  donc 
e'  =  El  —  /lÊj —  Sj, 
et,  comme  nous  avons  trouvé 

71 -2^* 


El— /ie,=  — — —  ^a^-hA-, 


(*)   Dans  ane  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
le   i3  février    i88a,    M.    Désiré  André    a    donné    ce    résultat    sous    la    forme 

-5  >(a-4-  ^-Hf  -1-...)P('»)  où  z  désigne  Texposant  e,  a  +  p  +  y4-...  =  Va?  et 
où  P(n)   représente  le  nombre  de  fois  que  p,  nombre  premier,  entre  comme 


n^Y^n 


facteur  dans  i.a.../i,  c^est-à-dire  d'après  la  proposition  x. 
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il  vient 


n  -~y  n  ,  . 


Cette  valeur  ne  doit  jamais  être  négative  puisque  nous  avons 
trouvé  plus  haut  que  E'  est  un  nombre  entier;  et  en  effet  il  résulte 
de  nos  notations  que  Ton  a  toujours 

Par  une  généralisation  immédiate,  p  entrera  dans  l'expression 


avec  un  exposant 
soit 

et  pour  que  E''  soit  un  nombre  entier  il  faut  et  il  suffit  que  cette 
expression  soit  nulle  ou  positive  quel  que  soit  p  parmi  les  nombres 
premiers  non  supérieurs  au  plus  grand  des  deux  nombres  x  et  n. 
Dans  le  cas  d'un  nombre  premier  p  supérieur  à  la  fois  à  :r  et 
à  n  les  développements  du  Paragraphe  1 

n  ■=  bo-^bip-^...         (bi<ip), 
se  réduisent  à  leurs  premiers  termes  a©»  ^o»  On  a 

et  l'expression  (7)  donne  simplement 

Dans  ce.  cas  aussi  les  valeurs  ci-dessus  trouvées  pour  les  expo- 
sants 62,  £3  se  réduisent  à  zéro  comme  cela  devait  être,  eu  égard 
aux  livpolhèses  :r  </?,  n<^p]  par  suite  l'égalité 
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6-=f„ 


se  réduit  à 

d^où  Ton  conclut 

t,  =  k. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat  par  la  formule  classique 
e«  =  V  ^  I  •  En  effel,  dans  les  notations  du  Paragraphe  1 ,  la  mul- 
tiplication  nx  se  réduit  aussi  au  seul  terme 

nx  =  Co 
et  pour  détierminer  A:  on  a  d'abord  {voir  §  I) 

Co=nx  =  pko-^  Co        ( Co < /?); 

d'ailleurs,  puisque  x<^p^  /i-</>,  ona  nx  <,p^\  donc  Aro</?j  par 
suite  Ar  =  A'o=    —  I  »  terme  unique  auquel  dans  ce  cas  se  réduit 

la  série 2  [^]- 
1=1 

Désignons  maintenant  par  9  le  minimum  de  ^a?  pour  tous  les 
nombres  premiers  considérés  quand  x  est  mis  sous  la  forme 

a:  =  ao-hai/?-f-a,/>«4-...         {at<p\       /?  =  (2,3,5,7,  ii ...). 

Alors  pour  un  nombre  premier  quelconque  de  cette  suite  on  aura 
assurément 

Si  donc  on  remplace  h  par  ?  dans  la  valeur  de  e'^,  la  nouvelle 
expression 


(8> 


__[^2^^,]_ha 


ne  sera  jamais  négative  et  il  en  résulte,  remplaçant  A  par  o*  dans  E'', 

XXUI.  2 
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que  la  quantité 

(o)  F  =  ^-^"^^ 

est  toujours  un  nombre  entier  (*  ). 

Remarque.  —  Si  ^^x  =  i  pour  un  certain  nombre  premier  on 

a  nécessairement  a*  :=  i .  Écartant  le  cas  illusoire  x  =^  i  cette  cir- 
constance ne  peut  se  présenter  que  si  :r  =  /?'.  Alors  l'expression  (8) 
s'évanouit.  En  efTet,  le  premier  terme  s'annule  en  vertu  de  Thypo- 

thèse  ^x  =  I  =  T.  Quant  à  A*,  remarquons  qu'en  mettant  n  sous 

la  forme 

n  =  ùo-h  bxp  H-  btp^  -♦-... 

le  produit /i:p  s'effectuera  parla  simple  addition  de  £  à  chacun  des 
exposants  de  p  dans  l'expression  de  n.  On  n'aura  donc  rien  à 
reporter  d'une  colonne  à  la  suivante,  par  suite  Ar  =  o.  Dans  ce 
cas  on  a  simplement 

F  =  E'  =  i^'x,.,nT 

(i.*...a:)«(i.2.../i/ 

§  3. 

Dans  les  notations  des  Paragraphes  1  et  2,  un  nombre  entier 
quelconque  x  étant  écrit  dans  le  système  de  numération  dont 
la  base  est  le  nombre  premier/?,  savoir 

a;  =  «0-^  ai/? -Hai/?*-f- ...         (a</>;, 


(')  M.  DÉSIRE  André,  loc.  cit.,  pose  Q—  — p—  et  énonce  ainsi  qu'il  suit  le 
théorème  qu'implique  l'égalité  (9): 

«  S'il  est  impossible  d'exprimer  a>  par  une  somme  de  moins  de  A*  puissances 
d'un  même  nombre  premier  le  quotient  Q  est  divisible  par  la  puissance  A****"*  de 
la  factorielle  n.  » 

Dans  la  notation  de  M.  André  a:=  a -h  p/? -h  v^'-i-. ..  doit  être  considéré 
comme  exprimé  par  la  somme  de  a  +  ^  +  y  +. . .  puissances  de  p\  savoir  ot  puis- 
sances égales  à  zéro,  p  puissances  égales  à  i,  y  puissances  égales  à  3,  etc.  Si  x  ne 
peut  être  exprimé  par  moins  de  A:  puissances  on  a  A  =  minimum(a  +  p-i-Y--. .  .)~^ 
de  notre  texte.  L'égalité  (9)  correspond  donc  bien  à  l'énoncé  de  M.  André;  mais 
dans  cet  énoncé  la  signification  de  la  lettre  A*  est  toute  différente  de  celle  qui  est 
attribuée  à  la  même  lettre  dans  le  présent  Mémoire. 
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on  a  par  déGnition 

^^  a?  =  «0 "+■  ^1  "i~  ^1  -^-  •  •- •  • 

fs  =  le  minimum  ^^  ^  9^^  donnent  les  diverses  expressions 

de  X  quand  p  parcourt  la  suite  indéfinie  des  nombres  pre- 
miers. 

Ce  minimum  ne  peut  se  rencontrer  qu'avec  un  nombre  premier 
non  supérieur  à  x.  Car  avec  un  nombre  premier  quelconque  supé- 
rieur à  X,  Texpression  de  x  se  réduit  à  son  premier  terme  a^  et 

donne  \^  j:  =  a:,  tandis  que,  pour  tout  autre  nombre  premier  non 

supérieur  à  a:,  on  a  ^^^r  •<  ^.  Le  nombre  x  lui-même  ne  saurait 
donc  être  égal  à  v. 
Nous  avons  vu  également  que  le  nombre  entier 


(  I  .  2  .  .  .  J7  /* 


est  toujours  divisible  par  (i  .2.  •  ./i)^.  Mais  la  puissance  a*  est-elle 
une  limite  supérieure  et  sinon,  dans  quels  cas  est-il  possible  de 
déterminer  de  combien  la  puissance  limite  surpasse  t?  C'est  ce 
que  nous  nous  proposons  de  rechercher. 
Reprenons  à  cet  effet  l'expression 

(.)  ^'^—À^(^^a:^h)-^k        [§  2;  (7)] 

qui  fait  connaître  l'exposant  t'*  de  la  puissance  du  nombre  pre- 
mier/? dans  le  quotient 

(i.^...a:)«(i.2.../i)A' 

exposant  qui  selon  la  valeur  de  h  pourra  être  positif,  nul  ou  négatif. 
Remplaçant,  dans  (i),  h  par  7  +  [x,  où  |jl  représente  un  nombre 
entier  positif  quelconque,  il  vient 
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ce  qui  peut  s^écrire 

p-i       \^  1  '       p-i 

Cette  formule  est  exacte  quels  que  soient  a;  et  n  et  jusqu'ici  nous 
n'avons  rien  stipulé  sur  les  grandeurs  relatives  de  ces  deux 
nombres.  Or,  pour  déterminer  o-,  nous  pouvons  nous  borner,  ainsi 
qu'il  vient  d'être  dit,  à  faire  varier  le  nombre   premier  p  sans 

dépasser  x.  D'autre  part,  lorsque/?  >  /i,  on  a  Y'  /i  =  /i  et  la  for- 
mule (2)  se  réduit  à  t^=  k.  Si  l'on  suppose  x>  n,  alors  pour  tout 
nombre  premier  compris  entre  n  et  j:  cette  formule  est  indé- 
pendante de  [JL  et  par  conséquent  illusoire  en  ce  qui  concerne 
l'examen  de  cette  quantité.  Nous  introduirons  donc  la  restriction 
suivante  : 

Convention  restrictive  :  x  est  au  plus  égal  à  /i. 

D'après  la  signification  de  e''^,  tant  qu'en  donnant  à  u.  des 
valeurs  croissantes  l'expression  ( 2)  ne  sera  pas  négative  le  nombre  E 
sera  divisible  par  p^^^\  il  ne  le  sera  plus  à  partir  du  moment  où 
t"  deviendra  négatif. 

Or  le  premier  terme  de  ^  dans  (2)  étant  essentiellement  positif 
(ou  nul)  quel  que  soit  />,  les  valeurs  de  [jl  susceptibles  de 
rendre  e''  négatif  ne  se  rencontrent  que  parmi  celles  pour  les- 
quelles 

et,  si  p  est  un  des  nombres  premiers  qui  donnent  \^  a?  =  t,  on  a 


Dans  ce  cas,  si  Ton  trouve 


/?— I 


/?  — I 
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le  nombre 

E=    '•'•■ 


(I  .9..  .  .J?)'» 


sera  divisible  par  y^^+H-**  et  ne  le  sera  pas  par  />^t*,  et  cela  suffit 
pour  que  £  soit  divisible  tout  au  plus  par  la  puissance  t  +  jjl  —  i 
de  la  factorielle  i  •  2 .  • .  /i . 

Nous  sommes  donc  amenés  en  définitive  à  comparer  les  valeurs 

de  k  et   de — — — •   Cette  comparaison  se  fera  aisément  dans 

chaque  cas  particulier  par  un  calcul  direct,  mais  il  n'existe 
aucune  formule  susceptible  de  rattacher  à  la  variation  de  x  et 
de  n  ni  la  variation  de  Ar,  ni  celle  des  nombres  premiers  pour 

lesquels  \]j?  est  minimum.  Il  faut  donc  se  créer  une  méthode 

indirecte  d'investigation  ;  celle  dont  nous  ferons  usage  repose  sur 
la  remarque  suivante  : 

Remarque.  —  Lorsque  n  augmente,  p  restant  constant,  la  quan- 

tilé ne  peut  pas  diminuer. 

La  démonstration  directe  serait  facile,  mais  elle  n'est  pas  néces- 

n  -^n 
saire.    Puisque —  représente   par  la   proposition    I  (§  1) 

l'exposant  de  la  plus  grande  puissance  du  nombre  premier  p  qui 
entre  comme  diviseur  dans  la  factorielle  1 . 2 . . .  /i,  il  est  clair  que, 
si  l'on  fait  croître  n  sans  faire  varier  /?,  cet  exposant  ne  peut 
décroître. 

Comme  conséquence  immédiate,  quand  n  croît,/?  restant  cons- 
tant,/i —  Z/^  ^^  peut  décroître. 

Voici  comment  cette  remarque  peut  être  utilisée  : 

Exposé  de  la  méthode  d'inçestigaiion. 

Soient  :r  et  n  deux  nombres  donnés  respectivement  compris 
entre  des  limites  pour  le  moment  indéterminées 

norn  =  ^. 
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Pour  satisfaire  à  la  convention  générale  x^/î,.nous  suppo- 
serons no>  X. 

Soit  encore  p  un  nombre  premier  quelconque  non  supérieur 

D'après  la    remarque  la   quantité  ne    pourra  jamais 

décroître  quand  n  croît  jusqu'à  N,  donc sera  un  maximum. 

Imaginons  qu'on  puisse  déterminer  X  et  N  de  façon  que,  dans 
le  produit  nx^  variable  dans  les  limites  fixées,  la  quantité  k  qui  cor- 
respond à  NX  soit  un  maximum.  Le  désignant  par  K  nous  poserons 

comparant,  à  dessein,   K  non  avec  la  valeur  maxima  correspon- 

dante  — —  mais  avec  la  quantité  minima — «Supposons 

qu'on  ait  déterminé  le  minimum  de  ix  pour  lequel  cette  inégalité 
est  satisfaite,  on  aura  a  fortiori 

K<îx =- 

et  il  en  résulte  que  pour  cette  même  valeur  de  [x  on  aura  partout 
dans  le  produit  variable  nx 

n  —  y  n 

A-  <  [x =-  , 

/?  — I 

puisque  d'une  part  k  est  égal  ou  inférieur  à  K  et  que  d'autre  part 

est  éffal  ou  supérieur  à • 

Le  nombre  p  désigne  ici  un  nombre  premier  quelconque  non 
supérieur  à  /i.    Si   nous  le  prenons  inférieur   à  x  et  si  pour  ce 

nombre  premier  on  a  ^^  07=  Ton  pourra  conclure,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  plus  haut,  que  le  nombre  E  =     '       — r^  n'est  pas  divisible  par 
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(i  .2. ,  .n)<^ï*.  Maïs  sî  avec/?  on  n'a  poînt\a:  =  T    rinégalité 

/r  <C  a cesse  d'être  un  critérium  de  non-divisibilité.  C'est 

pourquoi  il  faut  concevoir  théoriquement  le  procédé  que  nous 
venons  de  décrire  appliqué  successivement  à  tous  les  nombres 
premiers  non  supérieurs  à  J7.  SoitpTun  d'entre  eux  différent  de/?. 
Partant  toujours  des  deux  nombres  donnés  x  el  n  on  détermi- 
nera de  nouvelles  limites  x'^  X';  n^  N'  remplissant  les  conditions 
précédemment  imposées  à  â?o  X  et  no  N  et  Ton  en  inférera  un  nou- 
veau nombre  yJ  déterminé  par  l'inégalité 

En  continuant  ainsi  on  obtiendra  une  série  de  nombres 

\K,       \l\       fx',        ... 

Soit  M  le  plus  grand  nombre  qui  se  rencontre,  une  ou  plusieurs 
fois,  dans  cette  suite.  On  aura  l'inégalité 

n — y  n 
k<U =- 

dans  laquelle  k  se  rapporte  au  produit  nx  des  deux  nombres 
donnés  et/>  à  tous  les  nombres  premiers  non  supérieurs  à  x\  par 

conséquent    aussi    à  ceux  pour  lesquels Vx  =  t.  Pour  ceux-ci 

l'inégalité  précédente  est,  exactement  ou  a  fortiori^  un  critérium 
de  non-divisibilité;  on  pourra  donc  conclure  que  le  nombre  Ë 
n'est  pas  divisible  par  la  puissance  o*  +  M  de  la  factorielle  i  .2.  •  .n. 

Telle  est  la  conception  théorique  de  la  méthode  d'investigation; 
il  s'agit  maintenant  de  montrer  qu'elle  est  réalisable. 

Déterminons  d'abord  les  limites  supérieures  X  et  N. 

X  étant  un  nombre  entier  quelconque^  p  un  nombre  premier 
non  supérieur  à  a:,  il  existera  toujours  un  nombre  entier  i  tel  que 
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et  l'expression  générale  de  x  sera 

où  a/.i  n'est  pas  nul  et  où  le  minimum  de  {  est  2,  eu  égard  à  la 
condition  p^ûc. 

Dans  cette  formule,  le  minimum  de  x  correspond  à 

o  =  ûto  =  ai  = . . .  =  a/_i,        a/-i  =  i . 
On  a  donc 

minimums?  =  p'-*. 

Le  maximum  s'obtient  en   donnant  à  chaque  coefficient   sa 
valeur  maximum  p  —  i ,  d'où 


maximum  2r  =/?  —  i-Hp  —  i./?-t-...-f-p  —  i  ./>'-*  =  p'—- 1, 

Prenons  maintenant  pour  n  un  nombre  quelconque  au  moins 
égal  au  maximum  de  x,  soit 

alors,  dans  le  produit  fix  où  n  est  fixe  et  x  variable  dans  ses 
limites,  on  aura  un  maximum  pour  k  en  prenant  x  maximum.  En 
effet,  k  étant  par  définition  le  nombre  total  d'unités  reportées 
d'une  colonne  à  la  suivante  dans  la  multiplication  membre  à 
membre  des  deux  expressions 

X  =  ao-h  aip  H-. . .         (ao,  «i,  ...  variables), 
n  =  bo-^  bip  -h, ..         {bo,  b^,  ...  constants), 

ce  nombre  total  ne  saurait  être  plus  grand  que  lorsque  chaque 
coefficient  ao,  ezi,  ...  est  le  plus  grand  possible,  c'est-à-dire  égal 
k  p  —  I ,  auquel  cas  x  est  égal  à  son  maximum  /?'  —  1 . 
Nous  pouvons  donc  prendre 

et  les  limites  de  x  se  trouvent  déterminées. 

Passons  à  la  détermination  des  limites  de  n  et  prenons,  sauf 
justification, 

/»o  =  X/>*,        N  =  (  X  H-  1)/?'*  —  I         avec        h  ^  r, 

où  X  peut  varier  de  i  k  p  —  1 . 
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Il  s'agit  de  justîGer  le  choix  de  N,  ea  égard  à  la  règle  donnée 
dans  la  méthode  d'investigation. 
On  peut  écrire 

d'où  résulte  immédiatement 


formule  exacte  puisque  X  </>. 

Pour  un  autre  nombre  n  quelconque  de  n^  à  N,  on  aura 

Mais  dans  le  produit  nx,  où  x  est  supposé  fixe  dans  ses  limites 
et  n  variable,  la  quantité  k  est  maximum  quand  chaque  coeffi- 
cient de  n  est  le  plus  grand  possible,  c'est-à-dire  quand  n  =  N. 

La  limite  N  est  ainsi  justifiée  et  l'on  voit  que  le  maximum 
maximorum  de  k  correspond  au  produit  maximum  NX. 

D'autre  part,  n  étant  donné,  il  existera  pour  tout  nombre  pre- 
mier p  un  nombre  h  tel  que 

et,  par  conséquent  aussi,  une  valeur  de  \  pour  laquelle 
Xp*^n^(X -4- !)/?'*  —  1        (i^Xf/î  —  O. 
Si  l'on  fait  A  =  £  et  X  =  i ,  on  a 

Avec  A  =  £  et  exceptionnellement  X  =  o,  on  a 

/l=/?*— i; 

c'est,  d'après  nos  conventions,  le  minimum  absolu  de  n  égal  à  X 
maximum  de  x.  Ici  n©  =  /i  =  N. 

Faisant  varier  h  à  partir  de  £,  on  peut  résumer  l'ensemble  des 
valeurs  simultanées  de  or  et  de  /i  dans  le  Tableau  suivant.  Il  se 
compose  de  dwisions  indiquées  par  des  accolades  j  et  de  sub- 
divisions indiquées  par  des  barres  verticales  |.  Les  divisions  cor- 
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respondent  aux  valears  de  A,  les  subdivisions  aux  valeurs  de  A. 

|2/?^ajD'-4-i,...3/?^— 1| 

i(/'-o/>S(/'-o/>'-4-i.../>'^*-»i! 
j  1/?»-^»,  /î'-^ï-h  I . . .  2/>'+»— 1|. . .  ; 

jl  p^,p^-{-l    ...  2/?'*-~l|  ..  . 
I  X/>A,  Iph^  I  ...  (X  -4-  l)/?'^—  l|.  .  .  j 

(l^l^p—l), 

X  étant  un  nombre  donné  et  p  un  nombre  premier  non  supé- 
rieur à  x^  l'exposant  i  sera  déterminé,  et  w,  quel  qu'il  soit,  à 
partir  de  /?* — i,  tombera  forcément  dans  une  des  subdivisions 
de  ce  Tableau. 

En  faisant  varier  p  et  i  le  Tableau  donne  pour  x  tous  les 
nombres  entiers,  sauf  Funité,  puisque  le  minimum  de  i  est  2,  et, 
pour  /I,  tous  les  nombres  entiers  à  partir  de/?* —  i. 

Pour  appliquer  la  méthode  générale,  nous  aurons  à  former  le 
produit  NX  correspondant  à  la  subdivision  dans  laquelle  tombe  n 
et  à  déterminer  \k  par  la  condition 

/lo — ^/^o 

/lo  étant  pris  dans  la  même  subdivision. 

Nous  commencerons  par  le  nombre  n=  p^ —  i ,  seul  de  sa  sub- 
division. 

On  a  ici 


X=  /l  =pi—\  z=zp  —  l  H-jD  — I  .jp -4-^  —  1  .^Î4-...-4_jp  —  I. /?'-*, 

^n=.J^X  =  i(p^i). 
Supposant  le  produit  nX.  effectué,  on  aura  dans  les  notations 
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du  paragraphe  1,  toutes  réductions  faites, 

et  comme  n  =  X  =/>' —  i,  on  a  ici 

n\  =  (/>/—  i)«=  I  -  2/?' -h y?*'. 
D'ailleurs,  on  a  identiquement 


1  — 2)D'-f-^**=  J-hp—-l,p^-hp—  I  .p' 


,/+t 


-+-/?-- I  ./?*'+* -+-...-4-/?—  i.^«'-*-i-/?  —  i. /?"-*; 
d'où  résulte  immédiatement 


et 


Co  =  I ,  Cl  =  C,  =  .  .  .  =  C/.-i  =  o, 

Ci=p  —  9.,  CiH-i  =  C/4.J  r=  .  .  .  =  Ci/-i  =  />  —  I 


Nous  pouvons  maintenant  évaluer  K  par  la  formule  générale 
^^nx  =  %  n.  ^.^  —  ^(p  —  i)        [Proposition  3,  §  1], 

qui  devient  ici 

2'»X=(2ny-K(/,-,), 
c'est-à-dire 

i{p-l)=:iHp-iy-K(p^l), 

K  =  t»(/?  — I)  —i, 

n  se  confondant  ici  avec  ses  limites  /to,  N,  nous  avons,  confor- 
mément à  la  méthode  générale,  à  déterminer  le  minimum  de  [jl 
dans  l'inégalité 

n-Sn 
K<^__. 

Or,  on  a  ici 

^  /?'— I  — *(/?  — i)       />'— I  .  ,  ,       . 

p  —  i  p  —  \  p  —  \  ri  f  » 

et  l'inégalité  devient 

*»(/>  — l)  —  ï<  [JL(I-t-jP4-/?•-^...-h/?'-*)--  «> 
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ou 

U)  '**(/?  —  I)  -^  «(f^  -  I)  <  !^(i  -♦-/>  -H^*-H. .  .  +  />'-«  ), 

que  nous  indiquerons  brièvement  ainsi 

V,<V,. 

Notre  but  est  de  trouver  le  minimum  numérique  de  [jl  pour 
lequel  cette  inégalité  est  satisfaite  quel  que  soit  /?,  nombre  pre- 
mier, et  i  nombre  entier  ^  2. 

Or  pour  i  z=z  2j  p  =  '2  l'inégalité  devient 

La  limite  inférieure  cherchée  ne  peut  donc  être  moindre  que  3 
et  rinégalité  (4)  est  satisfaite  par  les  valeurs minima  i=  2, p=  ii 
avec  tJi^S. 

Nous  chercherons  maintenant  à  la  vérifier  avec  i  etp  nombres 
entiers  quelconques,  à  partir  de  2;  par  implication  elle  se  trou- 
vera vérifiée  pour/?  =  nombre  premier  quelconque. 

A  cet  effet  nous  remplacerons  successivement  dans  l'inéga- 
lité (4)  i  et  p  par  *  -|-  i ,  /?  -f-  i  et  nous  comparerons  dans  les  deux 
cas  l'accroissement  5V|  du  premier  membre  avec  l'accroissement 
0V2  du  second.  Tant  que  l'accroissement  du  premier  membre  sera 
égal  ou  inférieur  à  l'accroissement  du  second  l'inégalité  sera 
encore  satisfaite  et  la  condition  8V,^oV2  donnera  dans  chaque 
cas  un  minimum  pour  [jl  qui  pourra  élre  supérieur  au  minimum  3 
déjà  trouvé  avec  les  valeurs  initiales  /  =  />  =  2.  Le  maximum 
minimorum  ainsi  obtenu  sera  la  limite  inférieure  de  [k  dans  l'iné- 
f>alité(4). 

1°  Changement  de  i  en  «4-  1  dans  (4). 
On  a 

8V1  =  (?.£  +  I)  (^  —  I)  -+-  fJL  —  1;  8V,  =  ixpi. 

La  condition  SV|  ^  8 Vj  est 

(  -2  l  -h  I  )  (  /?  —  I  )  -h  l-t  —  I  =  li/>  ' . 

Elle  peut  s'écrire 

(î>  I  -H  l)  (/?  —  1;  =  H  (/?' —  1  )  H-  I , 
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_     />*  —  I  I 


el  sera  satisfaite  a  fortiori  si  Ton  pose 

_       />'-! 

c'est-à-dire 

Dans  l'examen  de  cette  nouvelle  condition  et  de  celles  que 
nous  rencontrerons  par  la  suite,  nous  aurons  à  opérer  identique- 
ment comme  avec  Tinégalitë  (4)  :  chercher  d'abord  les  valeurs 
initiales  minima  de  i, />,  [x  qui  y  satisfont  et  comparer  ensuite  les 
accroissements  des  deux  membres  quand  i  et  p  augmentent  sépa- 
rément d'une  unité. 

Or  la  forme  de  la  condition  (5)  montre  que,  si  elle  est  satisfaite 
par  trois  valeurs  i,  p,  [jl,  elle  le  sera  encore  par  les  mêmes  valeurs  {, 
[X  el  toute  valeur  supérieure  de  p^  Il  suffit  donc  de  l'examiner  avec 
^  =  2  ;  elle  devient  alors 

ai-Hlf  [1(1-4-2 -h  •>.» -i-.  ..     -2'-») 

et  pour  le  minimum  1  =  9.  on  trouve 

5?3[i;        1x^2. 

Changeons  maintenant  dans  (5)  /  en  i -f- 1 .  On  a 

Accroissement  du  i*'  membre  =  2, 
Accroissement  du  2'    membre  =  [jl.2', 

et  la  condition 

2  =  [1.2' 

est  toujours  satisfaite  quels  que  soient  [x  et  i. 

La  condition  8V|^ûV2  est  donc  satisfaite  quels  que  soient  ieip 
avec  jx  J2  et  a/oriiori 9L\ec  [x>3.  On  en  conclut  que  l'inégalité  (4), 
satisfaite  avec  [x>3,  p=z^^  1  =  2,  le  sera  encore  avec  îx>3, 
p=  2,  i  quelconque. 
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2^'  Changement  de  p  en  p  +  i  dans  (4).  On  a  ici 

8Vt  =  t*;        SV,  =  f*  I  i-h/> 4- 1 4-  (/?  -h  i)«  +  . .  .-f-  (;?  H-  ly-t 

--  (l  -+-/>  -+-/>*-+- ...  H-  />'-"  )j . 

La  condition  à  satisfaire  :  SV|^oV2  devra  être  traitée  identi- 
quement comme  la  condition  correspondante  dans  i**  et  comme 
rinégalité  (4)*  Nous  appliquerons  le  procédé  sans  répéter  les  rai- 
sonnements. 

On  voit  d*abord  que  5V2  croît  avec  p.  Car  en  groupant  les 
termes  deux  à  deux  on  a 

oVi=  fx  j  I  -4-  (/>  4- 1)»— />*-f-  {/?  -M)»— /?'-h. .  .-f-  (/?  -h  i)'->— />'■-»  ; 

et  la  différence  des  deux  termes  d'un  groupe  quelconque 

(/j  +  i)"» — />"»=  \-\-mp  H ; /?«-f-...-4-  mp"^-^ 

est  positive  et  augmente  avec  p.  Il  suffit  donc  encore  d'étudier  la 
condition  8V«  ^ SVj  avec  p=  2;  elle  devient  alors 


''=KV-^-^'-'>) 


ou 


(6)  ji=li(, -1-3^—2'+*) 

et  pour  le  minimum  i=  2  on  trouve 

limite  plus  élevée  que  celles  obtenues  jusqu'ici. 

Changeant  maintenant  {  en  1  +  i  dans  (6)  on  trouve 

Accroissement  du  i"^  membre  —  •?.i-{-i, 

Accroissement  du  a*   membre  =  —  \  3*-^-*  —  2'-^*  —  (  3' —  a'-*-*  )| 

•2  '  ' 

=  t  J2.3'  — 2'+«}  =  |ji(3'— 2O. 


La  condition 

2t +  1^  |ji(3'— a*) 


est  satisfaite  avec  «  =  2,  |Ji  =  i  ;  a  fortiori  avec  [Ji  >  4  j  e^e  le  sera 
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aussi  quel  qae  soit  i;  car  changeant  encore  i  en  /  +  i  on  a 

Accroissement  du  i*'  membre  =  i , 

Accroissement  du  2*   membre  =  {jl  ( 3'"»"*  —  2'"*"*  —  (3' —  2* )  =  fx  (a .  3*  —  a' > 

et  la  condition 

li^^|JL(2.3'~20 

est  évidemment  toujours  satisfaite. 

En  résumé  nous  trouvons  4  comme  maximum  minimorum  ^ 
lelle  est  donc  la  limite  inférieure  de  ui  dans  l'inégalité  (4)* 

De  Texamen  du  cas  a"  considéré  isolément  résulte  que  l'inéga- 
lité (4)  satisfaite  avec  |Ji>>4}  £=2,  p  =  2  le  sera  encore  avec 
jjL  ^  4,  i=z  2y  p  quelconque. 

Associant  les  résultats  de  1°  et  de  2®,  la  conclusion  finale  est 
la  suivante  : 

L'inégalité  (4)  est  toujours  satisfaite  avec  \l  =^  4  et  ij  p  nombres 
entiers  quelconques,  sauf  l'unité. 

Elle  est  donc  aussi  satisfaite  avec  p  nombre  premier  quel- 
conque. 

D'ailleurs  l'inégalité  (4)  est  identique  à  la  condition 

n-V /i 

/*=/>'  — I, 
n  —  7  n 


avec 

par  suite  on  a 


et  il  en  résulte,  comme  dans  l'exposé  de  la  méthode,  que  dans 
tout  produit  nXj  où 

n  =/?'—!     et    /?'"*<  ar§/>' — i, 
on  a 

puisque  n  est  constant  et  Ar^K. 

Remarquons  enfin  que   la  limite  [x  =  4  convient  à  toutes  le» 
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valeurs  de  i,  le  minimum  1  =  2  inclus.  Pour  des  valeurs  de  i 
supérieures  à  a,  la  limite  s'abaisserait. 

Ainsi,  en  reprenant  l'investigation   avec   2>3,  on  trouverait, 
quel  que  soit  p,  minimum  [jl  =  2  ;  avec  £*>  5,  minimum  [x  =  i . 

Généralisation.  —  Passons  maintenant  au  cas  général 

n  =  I  X/>A,  X/>/*-4- 1,  . . . ,  (  X  -F  !)/>*—  1 1, 

X  =/?'—!,        //o  =  X/>'*,        N  =(X-4-i)/?''  — I, 

et,  comme  ci-dessus, 


N  =/>  —  l-\-p  —  l.p  -T-.  .  .-hp  —  I  ./?''»-!-  Xjp'*. 

Notons 

^/io  =  X,  =  X^^ 


/?  — I  p  —  i 

Formons  le  produit  NX 
NX  =  [X  + 1  )/>''—  i]  [y—  i]  =  I  —/?'— (X  -H  i)^/*  +  (X  -h  i)a>'^-^', 
et  l'on  a  identiquement 
NX  =  I -T-(/>  —  i)/>'-h(/?  —  !)/?'+»  4-. .  .-h(/?  —  i)^A-i  _4_(^  _  X  —  a)/>* 

Pour  la  valeur  limite  7.^=p — i,  le  coefficient  de /?*  devient 
égal  à  —  I  et  la  formule  est  en  défaut.  On  la  corrige  immédiate- 
ment en  écrivant  ce  terme  et  le  suivant 


sans  changer  les  autres  termes,  sauf  le  dernier  qui  devient 

(p^i)ph^i. 
Notons  ICI 

X  =;,-,,        N=y'^i-.i,        2n=(/i-m)(/>-i), 
'«o  =  (/>  —  !)/>'',  ^n^,  =  p--i,  _^ — =/?''-», 
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et  l'on  a  bien 

NX  =  n-(/>  —  !)/>' -h(/>  —  1  )p'-*-^  -¥ .  ..+(/>  —  !)/>''  -i-(p  —  a)/>A-Hi 
Procédant,  nous  trouvons 

^=/'~^         2nX=(A-m)(/>-i). 

Évaluons  maintenant  dans  les  deux  cas  la  quantité  K  qui  cor- 
respond au  produit  NX  par  la  formule 

2nX  =  2n.2x-K(;,-,). 

On  trouve  d'abord 

X<o/>--i, 

h(p^i)=[h(p-i)^'k].i(p-i)-K(p-i). 
K  =  /[A(/>  — i)+X]— A, 

^0  —  Zj  /*o 
et  la  condition  K  <  ui est 

(7)  *[A(/>-i)-+-M-/*<l^^^^- 

Ensuite 

X=/>--i, 

(A-i-i)(/>-i)=(A-+-i)(/>-i).t(/?-i)-K(/>~i), 

K  =  i{h  +  I)  (jD  —  1)  — (/l  -h  I), 

no— -^/lo 
et  la  condition  K  <  a est  ici 

(7')  «(A-^i)(/?-i)~(/i-M)<!x(/>'*-i). 

Or,  en  faisant  À  =  /?  —  i  dans  l'inégalité  (7),  on  aurait 

i{h  4-  I)  (/?  - 1 )  —  /t  <  tA(/?''—  I), 

et  il  est  clair  que  si  cette  dernière  inégalité  est  satisfaite,  l'iné- 
galité (7*)  le  sera  a  fortiori.  Il  suffit  donc  d'examiner  l'inéga- 
XXXII.  3 
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lité  (7)  en  y  comprenant  la  valeur  limite  X  =  p  —  1 .  De  la  sorte, 
le  cas  exceptionnel  rentre  dans  le  cas  générai. 

L'inégalité  (7)  contient  deux  nouvelles  indéterminées  h  et  X. 
Montrons  d^abord  que  si  elle  est  satisfaite  avec  deux  valeurs  parti- 
culières A,  X,  elle  le  sera  encore  avec  toutes  valeurs  supérieures 
de  ces  deux  quantités. 

Nous  procéderons  comme  avant,  changeant  successivement  h 
en  A  +  I  et  X  en  X  -f- 1 ,  et  comparant  les  accroissements  des  deux 
membres. 

Changement  de  h  en  h  -h  i  dans  (7).  —  L'inégalité  (7)  peut 

s'écrire 

h[i(p-'i)—\]-¥-i'k<iil^'^\ 

d'où  ^ 

Accroissement  du  i***  membre  =  i(p  —  1) —  i, 

La  condition  à  remplir  est 

et  si  elle  est  satisfaite  pour  une  valeur  quelconque  de  h,  elle  le 
sera  a  fortiori  pour  une  valeur  plus  grande.  Il  suffit  donc  de  la 
vérifier  pour  h  =  i,  valeur  minima.  Elle  devient  alors 

et  comme  on  a  toujours 

la  condition  est,  a  fortiori,  toujours  satisfaite. 

Changement  de\en\-\-\  dans  (7). 

Accroissement  du  1"^  membre  —  1, 

p^'  —  i 

La  condition  est 

._     p^  —  I 
«<H^^^- ' 

et  il  suffit  encore  d'y  remplacer  h  par  i\  elle  devient  alors 

^<- 
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Le  premier  membre  est  indépendant  de  ^  ;  le  second,  qui  est 
égal  à  I  +P'\'P^-h*  - .+  p'"',  croît  avec />^  on  peut  donc  y  rem- 
placer/? par  son  minimum  2,  et  il  vient  finalement 

1^1-1(2'  — i), 

condition  qui  est  satisfaite  avec  /=  2,  [a^  i. 

Elle  le  sera  encore  avec  «  >  2  ;  car,  changeant  i  en  e  +  i ,  l'ac- 
croissement du  premier  membre  est  i,  celui  du  second  est  \k  2', 
toujours  supérieur. 

Notre  assertion  est  donc  justifiée,  et  il  suffit,  pour  déterminer  [jl 
dans  (7 ),  d'y  faire  A  =  «,  X  =  i . 

L'inégalité  est  alors 

/>'  — I 
i[i(p-'i)-hi]-i<ii^y—^ 

ou 

(8)  î^(p  —  l)<  {a(i  +^  -4-;?»-h.  ,,^pi-l). 

En  la  comparant  avec  l'inégalité  (4),  qui  se  rapporte  au  cas 
particulier  /i  =  X  =  /?' — 1,  on  voit  que  si  (4)  est  satisfaite,  (8) 
le  sera  a  fortiori.  Il  en  sera  donc  de  même  de  (7).  Un  nouvel 
examen  est,  par  suite,  inutile,  et  nous  pouvons  prendre  [Ji  =  4 
comme  limite  inférieure  valable  dans  tous  les  cas. 

Première  conclusion.  —  Quels  que  soient,  dans  le  Tableau 
général  ci-dessus,  x,  n,  i  et  /?,  on  trouvera  dans  le  produit  nx 

<9)  ^-<4      ^_^     y 

X  eln  étant  donnés,  si  l'on  fait  parcourir  à  ;»  la  suite  des  nombres 
premiers  non  supérieurs  à  x^  on  obtiendra  pour  chaque  nombre 
premier  un  nouveau  tableau,  et,  quelle  que  soit  la  subdivision  à 
laquelle  n  appartienne  dans  ces  diflérents  tableaux,  la  condition  (  9) 
sera  toujours  satisfaite. 

Gela  étant,  elle  subsistera  aussi  lorsque  le  nombre  premier  p 

sera  un  de  ceux  pour  lesquels  \x  est  minimum.  Mais  dans  ce 
cas,  c'est-à-dire  avec  Va:  ==  6,  il  a  été  expliqué  en  détail  dans  ce 
Paragraphe,  notamment  dans  l'exposé  de  la  méthode  d'investi- 
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galion,  que  l'inégalité  (9)  est  un  criteruim  de  non-divisibilité  du 
nombre 

(i.i...ar)« 

par  (1.2..  ./i)<'+*  et  il  en  résulte  enfin  que  le  nombre  E  sera  divi* 
sible  tout  au  plus  par  la  puissance  a -h  3  de  la  facto  rielle  i  .2. .  .n. 
Toutefois  (X  =  4  n'est  qu'une  première  approximation  et  il  est 
possible  d'abaisser  cette  limite. 

Cas  dans  lesquels  [jl=  i.  Faisant  jjl  =  i  dans  l'inégalité  (7) 
qui  exprime  la  condition  générale 

on  obtient 

(10)  /[/t(/>— i)-hX]  — A<>^(n-/?-HiD»-^...-f-y*-*) 

Rappelons  que  la  quantité  maxima  K  correspond  ici  aux  valeurs 
maximaX=/>'  —  i,N  =  (X+i)/>^ —  i  (vo«>  généralisation). 

Nous  avons  vu  que  si  cette  inégalité  est  satisfaite  pour  certaines 
valeurs  ï,  /?,  A,  X  elle  sera  satisfaite  pour  toutes  valeurs  supé- 
rieures de  h  et  de  X,  les  autres  quantités  restant  constantes. 

Introduisant  dans  l'inégalité  l'hypothèse 

h  =  t  -h  £ 
elle  devient 

»[(*-+-0(i^— 1)-+-^]  —  (*-Hl)<  X(l-h/>-h.  -.-H/?')- 

Pour  les  valeurs  minima  i=z  ^  =zp^  ce  qui  implique  X  =  i  il 
vient 

5<7. 

L'inégalité  est  donc  satisfaite  pour  des  valeurs  quelconques 
de  î,  p^  X,  avec  h^i  -^  i. 

Conclusion.  —  Si  l'on  a 

pour  tout  nombre  premier  non  supérieur  à  j:,  7  sera  la  puissance 

la  plus  élevée  de  la  faclorielle    i .  2  •  .  .  /i  qui  divise  le  nombre 
i .  '2 . . .  n.r 


(l.'2.  ..a:)'* 
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Daos  le  tableau  des  valeurs  simultanées  de  x  et  de  n  la  con- 
clusion précédente  qui  résulte  de  l'hypothèse  h  =  i'\-i  s'applique 
à  tout  nombre  n  situé  dans  la  troisième  division  du  tableau  ou 
dans  une  division  supérieure.  Avec  i=^  2,  par  exemple,  le  tableau 
est 

j  I/>V'  +  ï •  •  .2/>«- 1 1  2/?«. .  .3/>*- 1 1  . . .  I  (/>  -  i)^î. . ./?»  —  1 1  i 

n 
!  \p^p^-hi.  ..a/?»  — I  I  a/?»... 

Examen  du  cas  h  =  i.   Le  nombre  n  dans  cette  hypothèse 
appartient  à  la  seconde  division  du  Tableau,  qui  se  réduit  à 


j^i-ip/-i^,...^/_,j 


]\p^..  .ipi- 1 1 2/?'. .  .3^- 1 1 ...  I  (/?- o/>'. .  ./>'-^»- 1 1  ; 

Pour  Texamen  de  ce  cas  il  faut  faire  dans  (10)  h  =  i,  d^où 

(11)  i*(/?  — 1)4- î(>^  —  0<^(i +/>-*-... -^ />'-*• 

Cette  inégalité  doit  être  satisfaite  avec  X  <;/>,  et  son  exactitude 
dépendra  des  valeurs  relatives  des  indéterminées  qui  y  figurent. 

Ci-joint  rénumération  de  tous  les  cas  possibles.  Les  valeurs 
correspondantes  de/?  et  deX  sont  inscrites  en  dessous  de  ces  deux 
quantités  et  en  regard  les  unes  des  autres. 

p.  'X.  Inégalité  (n). 

21  en  défaut 


3  1,2  id. 

i?3  id. 

;o  <   _  ... 

I  ^  4  satisfaite 

21  en  défaut 

3^1  id. 

I      2  satisfaite 

I  en  défaut 

^  2  satisfaite 
7=1  id. 

2  I  en  défaut 

53  ^i  satisfaite 

155  1  52  51  d. 


1  =  3 


t  =  4 
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Sî  Ton  remplace  dans  (i  i)  A  par  [x,  on  retombe  sur  Tinéga- 

lité  (4)i  qui  exprime  la  condition  R<;a — dans  le  pro- 
duit NX  avec  /Iq  =  n  =  N  =  X  =  />' —  i  ;  rinégalilé  (4)  est  donc 
satisfaite  avec  [Ji  =  i,  i^5  et  la  remarque  en  a  déjà  été  faite  en 
terminant  l'examen  du  cas  unique  où  n  coïncide  avec  ses  limites 
extrêmes. 

En  résumé,  le  Tableau  des  valeurs  simultanées  de  x  et  de  n, 
pour  lesquelles  l'inégalité  (ii)  est  toujours  satisfaite,  quel  que 
soit  j9,  est 

X  =  j/>'-«/?*-*  -h  I  . . ./?'—  I  }, 

1=5,        n  =/o^— I  }  I /?',/?' H- I,  ...a/?'— 1|  2/>',..  .3/?'  — i|  3/>'... 

En  prolongeant  ce  Tableau  indéfiniment,  on  retomberait  sur  le 
cas  h^i+i  examiné  tout  d'abord,  et  la  condition  /^5  dispa- 
raîtrait. 

Le  produit  nx  de  deux  nombres  quelconques,  pris  dans  le 
Tableau  ci-dessus,  donnera 

car  l'inégalité  (ii)  exprime  la  condition  générale  (x=i,  c'est- 
à-dire 

n©  —  ^  /lo 

K< =—, 

p-i 

K  se  rapportant  au  produit  NX  dans  lequel  X=/>' — i  est  un 
nombre  fixe,  et  N  un  nombre  variable  égal  au  maximum  de  n 
dans  une  subdivision  quelconque  du  Tableau,  tandis  que  /to  repré- 
sente le  minimum  de  n  dans  la  même  subdivision,  et  nous  avons 
vu  que  la  condition  |jl  =  i  entraîne 

A<  =-, 
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puisque  /to,  /i,  N  étant  pris  dans  la  même  subdivision,  on  a 


n-^n     no-^i 


A:  ^  K,         — — ^_      . 

Le  nombre  x  étant  choisi  égal  ou  supérieur  à  2*,  il  y  aura  tou- 
jours un  nombre  premier />,  tel  que  p*"*  ^^</?'  avec  e^5  qui 
conviendra  par  conséquent  au  Tableau  ci-dessus.  Il  peut  se  faire 
que  Texpression  arithmétique  de  x  au  moyen  de  p 

57  =  ao-f-ai/>-4-ai/?*-H...     (ct<p) 

donne  \|  j:  ==  <r.  Dans  ce  cas,  ainsi  qu^il  a  été  expliqué  en  détail 

an  début  de  ce  paragraphe,  Finégalité  k  < — —  dans  le  pro- 
duit nx  on  n^x  est  le  critérium  de  la  non-divisibilité  du  nombre 
E=     '   " '        par p^*  et,  par  suite  aussi,  par  (1.2..  ./i)«^*. 

Donc  si  /?,  dans  le  Tableau  ci-dessus,  est  un  des  nombres  pre- 
miers pour  lesquels  \^:r  =  0-,  le  nombre  E  ne  sera  pas  divisible 

par  la  puissance  7+1  de  la  factorielle  i  .2 . .  ./i. 

Bien  que,  /te,  /i,  N  appartenant  à  une  même  subdivision  du 

Tableau,    l'inégalité    K< — >  relative  au  produit  NX, 

n  —  ^,n 
entraîne  k  < ^ —  dans  le  produit/?^,  il  pourra  arriver  que,  la 

première  inégalité  n'étant  pas  satisfaite,  la  seconde  le  soit;  on  en 
rencontrera  de  nombreux  exemples. 

Cas  particuliers  et  exemples.  —  Notons  d'abord 
x  =  pf^, 

Dans  le  produit  nx^  on  aura  évidemment   o  =  A*  < ^n;^ — • 

(Voir  Remarque,  §  2.) 

Mêmes  conclusions  avec  n  =/>^,  x  quelconque. 

Dans  le  premier  cas,  an  a  évidemment  or  =  i ,  et  l'on  en  con- 
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dut  que  le  nombre  E  =  /'^'"^f,,  n'est  pas  divisible  par  le  carré 
de  la  factorielle  i  .2. .  ./i. 

Exemple  1.  —  Soit  maintenant 

a7  =  i-hp,         no  =  p*^        N  =  ?./>*— I. 

Nous  écartons  les  hypothèses  />  =  2  et  i  -+-/?  =  2*  qui  ramè- 
nent au  cas  précédent. 

Dans  la  Tableau  qui  correspond  k  pj  on  a  <  =  2;  2;  est  égal  au 
deuxième  nombre  inscrit  au  Tableau,  et  n  tombe  dans  la  pre- 
mière subdivision  qui  correspond  à  X  ^^  i . 

\P     /.-M. ../>«-!!      . "L , 


no  N 

L'inégalité  (11),  qui  exprime  relativement  au  produit  NX  la 

condition  K< >  est   en   défaut  {voir  Ténumération). 

Mais  il  pourrait  se  faire  qu'avec  un  autre    produit  on  trouvât 

k  <i — Prenons,  à  titre  d'essai,  le  produit  N^.  On  peut 

l'évaluer  directement. 
On  a 

Nx=  [y?  — n-(jt>_  i)/?-hl./?»l(H-l./?)  =Co-f-Ci/>-+-C,/>«H-Cj/)», 

dans  les  notations  du  Paragraphe  1 .  Ici 

Co  =  /?  — 1,        C,=  2(/?  — i),        Cj  =  ^,        C,  =  i. 

On  ramènera  celte  expression  à  la  forme  exigée  dans  le  sys- 
tème de  numération  de  base  /?,  savoir 
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far  les  opérations  indiquées  au  Paragraphe  1. 

Al  Cl  k'i       cj 

Gs  -4-  A'j  =  2  =  Cj     si     />  >  2. 

On  a  donc 

k  =  ki-^  ki=  2.    avec    /?  >  a  ; 
on  aurait 

A-  =  3  avec.    /?  =  2. 

Dans  tous  les  cas,  on  a 

c'est-à-dire 

^<^ip    avec    /?>2, 
3  <  2/?    avec    /?  =  2. 
De  plus,  on  a 


^"'2''^   p»-i 


/>-I  />  — I 

d'où  suit,  avec/?  >  2, 

k< — = — 

Soit  maintenant  n  un  nombre  quelconque  entre  les  limites  /Iq) 
N  et  A',  la  quantité  qui  correspond  au  produit  nx.  On  aura  cer- 
tainement 

n-Vn 

puisque  Ar'  est  au  plus  égal  à  A:  et  que -^ —  est  au  moins  égal 

à  . 

D'autre  part,  on  a  ^^  ==  a  et  l'on  peut  être  sûr  que  2  est  le 
minimum  2^,  c'est-à-dire  t.  Car,  en  supposant  toujours  />  >>  2, 

le  nombre  x  =  i-f- 1  ./>  est  un  nombre  pair,  donc  un  autre  nombre 
premier   P   ne    donnera  pas   x  =  P^   (seul  cas    dans  lequel   on 
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trouverait  ^  =  i  ),   à  moins  que  P  =  2,  d'où  j:  ==  iH-  i  ./>  =  2*, 
hypothèse  écartée  au  début. 

Cela  étant,  d'après  une  remarque  souvent  répétée,  la  condition 

p  —  i 

I .  'i . . .  nx 


est  un  critérium  de  la  non-divisibilité  du  nombre  E —  , 

par  /?^* ,  d'où  Ton  conclut  que  ce  même  nombre  E  avec  a;  =  /)  4- 1 , 
p  >  ?-,  et  n  =  \p^tP^'\'  1 .  •  .2/>* —  i|  est  divisible  par  le  carré  de 
la  facloriellc  1.2..  ./t,  mais  non  par  une  puissance  supérieure. 

Exemple  2. 


no-^no  N~2n 


2ar  =  '2,         2n  =  2/)-i,         — — —  =/,4-i 


p^i  /?  — 1 


=  9./>. 


On  a  encore  t  =  2  dans  le  Tableau,  et  l'inégalité  (11)  est  en 
défaut. 

Évaluons  le  produit  Nx. 

Na-=(2/>'— 1)27?  =  — 2/>-f-4/>»  =  (/>  — 2)/?-4-(/?  — i)yï*-+-  3/?», 

développement  exact  en  admettant /?  >  3. 
Dans  cette  hypothèse, 

et  la  formule 

donne 

2/)  =(2/>  — 1)2  —  A(/>  — I);        A  =  2, 

et  l'on  a,  comme  dans  l'exemple  1 , 

no -y  no        N-Vn 
k< =— < =-. 
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On  en  conclut,  comme  dans  cet  exemple,  que  dans  tout  pro- 

duit  nx  oux  =  2/>et/>^^/i^2/>^,  on  a  A'<; -^ — • 

D'ailleurs,  ici  encore,  (7  =  2,  et  il  en  résulte  que  le  nombre 
E  =   '-^'3'..a/>./i  ^^^^  .^  ^^  ^  =.I/?S  />î»  4-  I  .  . .  2/>2  —  1 1  n'est 

pas  divisible  par  une  puissance  de  la  factorielle  1.2.../1  supé- 
rieure à  2. 

On  pourrait  multiplier  les  exemples  de  ce  genre,  qui  montrent 

que  Ton  trouvera  k  < —  avec  des  valeurs  de  n  plus  rap- 
prochées de  X  que  ne  l'indique  la  méthode  générale,  et  il  est  pos- 
sible queo*  soit  dans  tous  les  cas  l'exposant  maximum  de  la  puis- 
sance de  1 .2. .  ./i  qui  divise  7-^-^^-^-^ — —;  mais  il  ne  serait  pas  facile 

*  (i.'ji. .  .X)'»  *^ 

de  resserrer  les  limites  /to,  N,  de  manière  à  obtenir  une  certitude 
à  cet  égard. 

Sauf  le  cas  isolé  no=N  =  X  =  />' —  i,  les  résultats  obtenus 
jusqu'ici  ne  s'appliquent  qu'aux  nombres  x  et  n,  qui  ne  sont  pas 
compris  dans  les  mêmes  puissances  consécutives  d'un  même 
nombre  premier.  S'il  en  était  autrement,  c'est-à-dire  si  j;  et  /t  se 
trouvaient  tous  deux  dans  la  première  division  du  Tableau,  la 
méthode  générale  ne  pourrait  plus  s'appliquer  sans  modiûcation. 
La  difficulté  consisterait  dans  le  choix  de  limites  /Iq,  N  suscep- 
tibles de  conduire  à  un  maximum  numérique  pour  (x  dans  l'iné- 

galité  K<;a -^ >   et  il  faudrait  avoir  recours  à  d'autres 

moyens.  Dans  son  étendue  actuelle,  le  présent  travail  suffit 
néanmoins  peur  montrer  le  parti  que  l'on  peut  tirer  théorique- 
ment de  la  quantité  k  dont  la  nature  n'indique  a  priori  autre 
chose  qu'un  élément  matériel  de  calcul  numérique. 
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SUR  LES  ZÉROS  D'UNE  CLASSE  DE  FONCTIONS  TRANSCENDANTES; 
Par  M.  Georges  Remoundos. 

1.  M.  P.  Painlevé,  dans  son  Cours  à  TÉcole  normale  supérieure 
sur  les  fonctions  abéliennes,  a  signalé  comme  vraisemblable  une 
proposition,  qui  est  une  extension  aux  fonctions  non  uniformes  du 
célèbre  théorème  de  M.  E.  Picard,  sur  les  valeurs  d'une  fonction 
uniforme  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé  (*). 

J'ai  confirmé,  dans  certains  cas  intéressants,  l'idée  de  l'éminent 
géomètre  par  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
20  avril  1903  (^). 

J'espère  que  prochainement  j'établirai  cette  extension  dans  le 
cas  le  plus  général,  à  l'aide  des  intégrales  abéliennes  et  en  suivant 
une  marche  analogue  à  celle  qui  a  permis  à  M.  Picard  d'établir 
son  théorème. 

Je  me  propose  de  développer  ici  la  Note  citée  en  indiquant  en 
même  temps  comment  ces  considérations  se  rattachent  à  un  théo- 
rème plus  général,  concernant  les  zéros  d'une  classe  très  étendue 
de  fonctions  ayant  une  infinité  de  branches. 

2.  Considérons  l'équation 

(1)     F(«,a)  =  (To(w)-»-<yi(w)Ai(^)H-(T*(w)A,(5)-h...4-(Tv(w)Av(^)  =  o, 

où  A|(z),  A2(z),  ...,  A;2(^)  désignent  des  fonctions  transcen- 
dantes entières  de  genre  fini  et  o'o(a),  o'i(m),  ...,  o'v(tt)  des 
fonctions  entières  de  u  absolument  quelconques. 

Considérons  pour  le  moment  u  comme  paramètre,  et  appelons 
valeurs  exceptionnelles  de  u  celles  pour  lesquelles  F(z,  u)  admet 
un  nombre  fini  de  zéros. 

S'il  y  a  des  valeurs  de  u  pour  lesquelles  F(z,  u)  soit  une  cons- 
tante, ces  valeurs  sont  toutes  exceptionnelles;  une  telle  valeur  est 
Tinfini  (');  cette  valeur  exceptée,  toutes  les  autres  annulent  à  la 

(  '  )  Voir  Traité  d* Analyse,  t.  III,  p.  346. 

(^)  Je  prie  le  lecteur  de  combiner  la  lecture  de  cette  Note  avec  celle  du  pré- 
sent Mémoire.  Pour  abréger,  je  la  désignerai  par  la  lettre  (N). 

(')  F(;r,  oo)  D^est  pas  une  constante,  si  tous  ces  <r,.(u)  ne  sont  pas  des  poly- 
nômes; cependant,  l'infini  est  toujours  une  valeur  exceptionnelle. 
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fois  <rj  (w),  3'2(m),   ...,  ffv(w)  (sinon   on  pourrait  abaisser  v). 

Pour  abréger  le  langage,  j'appellerai  (E)  leur  ensemble. 

Soient  a<,  aj,  ...,  Oy,  Oy+i,  v  -H  i,  valeurs  exceptionnelles  ne  fai- 
sant pas  partie  de  (E).  D'après  les  hypothèses  F(zai),  F(zaL2)j  . .. , 
F{zay)  et  F(zav^i)  seront  des  fonctions  entières  de  genre  fini 
n'ajani  qu'un  nombre  fini  de  zéros  et  peuvent,  par  conséquent,  se 
mettre  sous  la  forme  (*) 


iV 


F(  z,  a,)  =  P,  (z)eQi  <»',         F(3,a,)  =  P,(^)eQ.(=), 


F(5,av)  =  Pv(^)tfVvU»,         F(«,av-hi)  =  Pv-Hi(^)eOvW^i 


Posons 


(T,(W,)       (T,(CD,)       .. 

.      <yv(wi) 

?(«»>i,w,,  . 

,  Wv)  = 

«TlCWl)       <Tî(<0,)       .. 

.      av(wi) 

(Tv(Wv)       <yi(Wv)       .. 

.      (Tv(««>v) 

(A:  =  i,  2,3,  . 

..,v). 

=  bi(wA),  <yi(toA), . . . ,  ff .  (w/,)] 


Je  démontrerai  que  les  nombres  a,,  ao,  ...,  Oy,  Oy^i  pris  va  v  doi* 
vent  vérifier  l'équation 


(3> 


o(to,,  (0„  ...,(l)v)  =o, 


c'est-à-dire  que  v  quelconques  de  ces  nombres  doivent  constituer 
une  solution  de  cette  équation. 

En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  l'élimination  de  A|(js),  A2{z)^  ..., 
Av(z)  (qui  serait  possible)  entre  les  équations  (2)  nous  condui- 
rait à  la  relation  suivante  : 


(4) 


<p(ai,,a,,  ...,av^-l)Pl«Ol  — o(a,,a8,  ...,av+i)  PitfO» -h... 

-+-9(xHai,...,av)Pv-Hi«^''+«=C, 


OÙ  C  est  une  certaine  constante. 

Or,  celte  relation  est  impossible,  à  moins  que  toutes  ces  quan- 

(■)  Voir  É.  BoREL,  Leçons  tur  les  fonctions  méromorphes,  p.  56. 
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lités  ©(aa  as . . .  av+i)j  ©(«i  a, . . .  Oy+i),  ...,  ^(a,  a2  .  - .  o^)  ne  soient 
nulles  (*). 

M.  Borel  a  fait  une  étude  approfondie  des  relations  de  la 
forme  (4)  beaucoup  plus  générales  que  celle-ci  et  démontré  leur 
impossibilité,  à  Faide  de  la  théorie  de  la  croissance  des  fonctions 
entières,  dans  son  important  Mémoire.  J'y  renvoie  le  lecteur  et  je 
crois  inutile  de  répéter  ici  la  démonstration,  qui  est  fort  simple 
dans  le  cas  qui  nous  occupe,  car  une  dérivation  de  la  relation  (4) 
nous  conduit  immédiatement  à  une  relation  de  la  même  forme, 
ayant  une  exponentielle  de  moins. 

Je  dois  remarquer  que  j'ai  supposé  que  Aj(i5),A2(  s),  .  ..,Av(5), 
sont  des  transcendantes  distinctes,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas 
entre  elles  de  relations  linéaires  avec  des  polynômes  comme  coef- 
iicients. 

Cette  hypothèse,  qui  ne  diminue  pas  la  généralité  de  la  ques- 
tion, entraîne  le  fait  qu'aucun  des  Q{s)  n'est  une  constante. 

En  désignant  par  (E)  l'ensemble  des  racines  de  Téquation,  cha- 
cune étant  accompagnée  par  ses  valeurs  équivalentes, 

(5)  cp(ai,  aj,  ...,av-i|W)  =  o, 

on  a  le  théorème  suivant  : 

I.  La  fonction  u{z)  à  un  nombre  infini  de  branches,  définie 
par  l'équation  (i), prend  dans  le  domaine  de  l'infini  toutes  les 
valeurs,  sauf,  peut-être,  un  ensemble  dénombrable  qui  fait 
partie  de  V ensemble  (E). 

Ce  théorème  s'applique  dans  le  cas  ou  le  nombre  des  valeurs 
exceptionnelles  non  équivalentes  dépasse  v,  c'est-à-dire  le  nombre 
des  transcendantes  distinctes  qui  figurent  dans  F(2,  u), 

3.  Je  dois  ajouter  que  l'on  arriverait  aux  mêmes  résultats  si 
l'on  supposait  que  <Xo(w)j  <''i(«)î  •••i  <yv(«)  sont  des  fonctions 
uniformes  quelconques,  n'ayant  que  des  points  singuliers  essen- 
ce) Voir  É.  BoREL)  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {Acta  Mathematica, 
t.  XX,  p.  385).  Nous  supposons  ici  que,  parmi  a,,  a,,  ...,  a^,  oi^p  il  n'y  a  pas 
deux  valeurs  équivalentes.  Deux  valeurs  a,  et  a',  seront  dites  équivalentes  lorsque 
le  rapport  F(^,  aj  :  V{z,  a,  )  est  une  fonction  rationnelle.  Si  ol^  est  exceptionnel, 
j,\  l'est  aussi. 
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iiels  isolés;  alors  les  points  limites  de  Tensemble  (E)  seraient 
parmi  ces  points  singuliers  essentiels,  qui  pourraient  être  aussi 
des  valeurs  exceptionnelles. 

Dans  les  cas  où  les  ^{u)  admettent  des  lignes  singulières  essen- 
tielles, il  pourrait  se  faire  que  l'inûni  fût  un  point  d*in termina- 
lion  incomplète  de  la  fonction  u{s)^  d'après  la  terminologie  de 
M.  Painlevé  ('),  c'est-à-dire  que  l'ensemble  des  valeurs  exception- 
nelles fût  continu,  une  aire,  par  exemple. 

4.  Passons  maintenant  au  cas,  qui  a  fait  l'objet  de  la  Note  (N), 
et  qui  présente  le  plus  grand  intérêt;  c'est  le  cas  où  F(5,  u)  est 
un  polynôme,  par  rapport  à  u.  Soit 

(6)     /(«,  M)  =  aV-+-A,(^)MV+l_i-A,(2)MV-2-H...-+-Av_,(z)M-hAv(^)  =  0. 

Ici,  on  voit  tout  de  suite  que  la  fonction  «(a>|,(i)2, ...,  tt)v)est 
toujours  différente  de  zéro,  lorsque  les  valeurs  des  ù)|,  0)3^  •  •  .^coy 
sont  distinctes  et  n'appartiennent  pas  à  (E). 

Quant  aux  valeurs  (E),  elles  n'existent  que  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  transcendantes  distinctes  qui  figurent  dans /(z,  u)  est 
moindre  que  son  degré  v,  et  sont  au  plus  v,  l'infini  compris.  Elles 
sont  d'une  nature  tout  à  fait  différente  des  autres,  car  elles  ne  dé- 
pendent pas  du  tout  des  coefficients  A  (.s)  ;  elles  seraient  toujours 
exceptionnelles,  quelles  que  soient  les  fonctions  A(s),  pourvu  que 
la  forme  de  l'équation /( 5,  m)  =  o  reste  la  même.  Nous  pouvons 
les  appeler  valeurs  exceptionnelles /orme/Zes. 

On  en  déduit  immédiatement  les  théorèmes  énoncés  dans  la 
Note  (N). 

Je  n'ai  pas  cherché  à  reconnaître  si  le  théorème  (I)  nous  per- 
met de  trouver  des  fonctions  à  un  nombre  infini  de  branches 
définies  par  (i)  et  pour  lesquelles  le  nombre  des  valeurs  excep- 
tionnelles soit  limité,  au  plus  égal  à  v  +  1,  l'infini  compris. 

5.  Appelons  genre  de  la  fonction  à  v  branches  définie  par 
l'équation  (6)  le  plus  grand  des  genres  de  ses  coefficients  A|(z), 
A2(^),  ...,  Av(^). 


(')  Sur  les  singularités  des  fonctions  analytiques  et,  en  particulier^  des 
fonctions  définies  par  les  équations  différentielles  (  Comptes  rendus,  t.  CXXXI, 
1900). 
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On  donnerait  une  pareille  définilion  de  son  ordre.  L*ordre 
ainsi  défini  reste  invariable  quand  on  effectue  sur  u  une  trans- 
formation homographique. 

En  effet,  en  posant 

14= _         iad^bc^o). 

cii|-i-  a 

on  trouve  une  équation  de  la  forme 

(7)  u\  ■+-a,(4!)i«';~'-+-a,(^)i«l[-'-»-...-+-av-i(5)«, -+-av(-8)  =  0. 

dans  laquelle  les  a(z)  désignent  des  fonctions  méromorphes  dont 
Tordre  est  au  plus  égal  à  ^  (  '  ),  si  ^  est  le  plus  grand  des  ordres  des 
A  (2).  La  transformation  homographique  ne  peut  donc  élever 
Tordre.  Elle  ne  peut  non  plus  Tabaisser,  car  alors  la  transformation 
inverse,  qui  est  de  même  nature,  Télèverait.  Les  résultats  récents 
de  MM.  Boutroux  et  Lindelof  ne  nous  permettent  pas  de  dire  la 
même  chose  pour  le  genre. 

On  voit  que  la  définition  que  je  donne  ici  est  en  parfait  accord 
avec  celle  du  genre  ou  de  Tordre  des  fonctions  méromorphes 
donnée  par  M.  Borel. 

6.  M.  E.  Maillet,  dans  son  important  Mémoire  Sur  les  fonc- 
tions entières  (Journal  de  M.  Jordan,  fascicule  IV,  igosi),  appelle 
fonctions  quasi  entières  et  quasi  méromorphes  les  fonctions  de 
la  forme 

(8)  /,.,  =  ,.(_L_J^,.(_i_J^...^,„(_i_). 

où  ?i(^),  ?2(^)î  ••  •)  o«(^)  désignent  des  fonctions  entières  ou  mé- 
romorphes et  définit  Tordre  d'une  telle  fonction  dans  le  voisinage 
de  chacun  des  points  singuliers  essentiels.  11  démontre  que/(2) 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  produit 

(9)  /(.,  =  |.(_l_),,.(_J_),......^(_i_), 

où  ^f(^))  •..,  ^v(^)  sont  aussi  des  fonctions  entières  ou  méro- 
morphes. 

(*)   Vcir  Emile  Borel,  Leçons  tur  les  fonctions  méromorphes  y  p.  62. 
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Cette  propriété  nous  permet  d'étendre  facilement  au  cas  où  les 
A  (2)  sont  des  fonctions  quasi  entières  ou  quasi  méromorphes 
toutes  les  propositions  que  je  \Iens  de  démontrer  ici. 

7.  Convenons  d'appeler  fonction  algébroide  toute  fonction  à  un 
nombre  fini  de  branches,  définie  par  une  équation  telle  que  (6), 
où  les  A(z)  sont  des  fonctions  entières  ou  méromorphes.  On  dé- 
finirait de  la  même  façon  les  fonctions  quasi  algébroïdes , 

J'ai  donc  démontré  le  théorème  suivant  : 

II.  Toute  fonction  transcendante  algébroïde  ou  quasi  algé- 
broide à  V  branches  et  de  genre  fini  prend  dans  le  domaine  de 
V infini  toutes  les  valeurs,  sauf  1^  au  plus.  Si  le  nombre  des 
valeurs  exceptionnelles  est  supérieur  <i  2v,  la  fonction  u{z)  est 
algébrique. 

8.  En  terminant,  je  dois  observer  que  Ton  pourrait  généraliser 
tous  les  théorèmes  précédents  en  utilisant  les  relations  exponen- 
tielles, dont  l'impossibilité  est  démontrée  par  M.  Borel  dans  son 
Mémoire  déjà  cité  des  Acta  mathematica  (*). 

Observation.  —  Le  théorème  (I)  suppose  explicitement  que 
tous  les  A(z)  sont  des  transcendantes.  Le  cas  contraire  nécessite 
une  discussion  spéciale  que  je  ferai  dans  un  autre  travail. 

Ici  j'observe  que,  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles,  le 
nombre  des  exponentielles,  qui  figurent  dans  le  premier  membre 
de  la  relation  (4)  peut  bien  se  réduire.  Cela  arrive  dans  les  cas 
où,  parmi  les  «i,  a2,  •  •  *,  Ov+i,  il  y  a  des  valeurs  équivalentes 

Il  n'jr  a  que  le  second  membre  qui  ne  subira  aucune  réduction. 
Il  est  aisé  de  voir  qu'il  est  égal  à  ^(a,,  a^, . . .,  OvOv+i)?  avec 


*(ai,at,  ...,av,  av-4-i)== 


ao(«i)     (lo(ai)     ...     <yo(av)     <yo(av+i) 
a,  (ai)     Ji(a,)     ...     (T|(av)    <ri(av-Hi) 


crv(ai)     <Tv(ai)     •    •     <yv(av)     c^vCav+i) 
En  appliquant  donc  toujours  la  proposition  fondamentale  de 

(*)  Au  moment  de  la  correction  des  épreuves,  nous  ajoutons  que  ce  théorème 
de  M.  Borel  va  assez  loin  pour  nous  affranchir  de  toute  restriction  sur  le  genre 
desA..(x). 

xxxiu  4 
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M.  Borel  (Mémoire  cilé),  si  Ton  veut,  par  suite,  tenir  compte  de 
toutes  les  valeurs  exceptionnelles,  on  doit  exprimer  le  théorème 
en  question  par  la  seule  condition 

*(a„a,,  ...,av,av+,)  =  o. 

Ainsi,  V  + 1  valeurs  exceptionnelles   autres  que  (E)  doivent 
satisfaire  à  cette  relation. 


SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN  POINT  PESANT 
GUIDÉ  PAR  UNE  COURBE  RIGIDE; 

Par  M.  L.  Lecornu. 

L'expérience  dite  bouclage  de  la  boucle  donne  une  certaine 
actualité  à  la  question  suivante  que  je  me  propose  d'examiner 
ici  en  détail  (  *  )  : 

Quelle  doit  être  la  forme  d^une  courbe  rigide,  située  dans 
un  plan  vertical  pour  qu^un  mobile  pesant  qui  parcourt  cette 
courbe  sans  frottement  exerce  sur  elle  une  pression  constante. 

Pour  fixer  les  idées  supposons  jusqu'à  nouvel  ordre  que  la  courbe 
tourne  sa  concavité  vers  le  bas  et  que  le  mobile  posé  du  côté  de 
cette  concavité  est  animé  d'un  mouvement  descendant.  J'appelle  d 
l'angle  aigu  de  la  tangente  avec  l'horizontale,  v  la  vitesse,  p  le  rayon 
de  courbure.  Je  prends  la  masse  du  mobile  égale  à  l'unité  et  je 
désigne  par  g  son  poids,  par  \g  l'action  de  la  courbe  sur  le  mobile 
égale  et  opposée  à  la  pression  constante  du  mobile  sur  la  courbe. 

On  a  la  relation 

(I)  -- =  ^(X-+-cose), 

à  laquelle  s'ajoute  l'équation  des  forces  vives 

L'arc  élémentaire  ds  est  lié  au  rayon  de  courbure  par  la  for- 

(^)  M.  Bourlet  {Nouvelles  Annales,  avril  1903 )  a  déjà  abordé  cette  question 
et  montré  que,  même  en  tenant  compte  d'une  résistance  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse,  le  problème  se  ramène  à  des  quadratures. 
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,     f  .  ^Iinrftirkali/Mr«    Ac 


mule  p  =  -7^.  L'élimination  de  p  et  de  ds  donne 


dif  _    8in6é/6 
^^'  T-X  +  cosO' 

d'où,  en  appelant  k  une  constante  arbitraire, 


(4) 


(5) 


À  -+-  cos  6 
Portons  dans  (i)  cette  valeur  de  i'.  Il  vient 


^(X  H- cos 6)»       A-^ 


Le  rayon  de  courbure  est  donc  proportionnel  au  cube  de  la 
vitesse.  Soit  j^  la  distance  du  mobile  à  rhorizonlale  sur  laquelle 
sa  vitesse  s'annulerait.  On  a 

(6)  .>'  =  r^  = 


2^        ^^(X -h  cosO)* 
La  comparaison  des  équations  (5)  et  (6)  donne 

(7.  P=^,^.-^- 

Le  carré  du  rayon  de  courbure  est  donc  proportionnel  au  cube 
de  l'ordonnée. 

On  retrouve  là  une  propriété  connue  de  la  parabole;  celle-ci 
est  une  solution  particulière  de  la  question  :  elle  correspond  au 
cas  où  la  pression  est  nulle. 

Signalons  en  passant  la  solution  singulière  p  =  oo,  cosB  =^  —  X, 
qui  correspond  à  une  droite  inclinée  :  il  est  clair  d'ailleurs  que 
toute  trajectoire  rectiligne  répond  à  la  question. 

L'équation  (4)  admet  une  interprétation  remarquable.  Si  l'on 
construit  Vhodographe  du  mouvement  en  menant  par  une  origine 
fixe  un  vecteur  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  i^,  les  coordonnées 
polaires  d'un  point  de  cette  hodographe  sont  ç',B.  On  en  conclut 
immédiatement  que  : 

U hodographe  est  une  section  conique. 
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Soient  a  le  demi-grand  axe  de  cette  conique  et  e  son  excentricité. 
En  identifiant  Péquation  (4)  avec  l'équation 

ç  = i, 

I  -1-  ecosO 

on  trouve 

I  ke  k\ 

e=  ^y 


1  ■ 


c»       X«— I 


D'après  cela  Thodographe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une 
hyperbole  suivant  que  la  pression  du  mobile  sur  sa  trajectoire  est 
supérieure,  égale  ou  inférieure  au  poids. 

La  vitesse  aréolaire  sur  l'hodographe  est  v^  'Tt  ^^  — '  ^"'^  ®^^ 
donc,  en  vertu  de  la  relation  (5)  égale  à  la  constante  kg.  Comme 
l'origine  de  l'hodographe  est  un  foyer  de  la  conique,  la  constance 
de  la  vitesse  aréolaire  montre  qu'on  se  trouve  en  présence  du 
mouvement  planétaire.  En  d'autres  termes  :  si  x^y  sont  les  coor- 
données du  mobile  pesant,  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

dx    dy  t       % 

"57'  'Si  ^^  ^^^^  exactement  comme  une  planète. 

Voici  un  corollaire  de  ce  théorème.  On  sait  que  la  vitesse  du 
point  qui  décrit  l'hodographe  est  identique  à  l'accélération  totale 
du  mobile  considéré.  Or,  dans  le  cas  présent,  l'accélération  totale, 
par  hypothèse,  est  la  résultante  d'une  accélération  verticale  g  et 
d'une  accélération  T^g  normale  à  la  vitesse.  Ces  deux  composantes 
sont  constantes.  Si  l'on  revient  à  l'hodographe,  on  voit  que  : 

Dans  le  mouvement  planétaire  la  vitesse  est  à  chaque  instant 
la  résultante  de  deux  vitesses  constantes,  l^une  perpendiculaire 
au  grand  axe  et  l'autre  normale  au  rayon  vecteur  issu  du 
Soleil. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier  directement  ce  résultat. 

Une  autre  conséquence  du  même  théorème  consiste  dans  la 
possibilité  d'utiliser,  pour  l'étude  du  mouvement  avec  pression 
constante,  les  formules  classiques  dans  lesquelles  intervient  l'ano- 
malie excentrique. 

Admettons  d'abord  quel'hodographesoitelliptique  et  appelons  a 
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Tanomalie  excentrique.  On  a 

V  =  a(i-—  ffcosii), 


cos  M  —  e              .    ^      i/i  —  e^siïiu                    6      ,   /i-hfl  m 

cosO=: >  sin6  =  ^^ ,  tang-  =  4/ tang  — y 


-e  cos« 

u  —  6  sin  M  =  n/. 


Le  moyen  mouvement  n  qui  figure  dans  cette  dernière  formule 
est  égal  à  la  constante  des  aires,  qui  est  ici  kg^  divisée  par  ab.  Donc 

a*/ 1  —  e*  ae 

Ces  équations  déterminent,  en  fonction  du  temps,  la  vitesse  r  et 
Tinclinaison  0  de  la  tangente  sur  l'horizontale. 

L'ordonnée^  est  fournie  immédiatement  par  la  relation 

(8)  y=  —  =  — (i  —  ecosu)^. 

Pour  avoir  l'abscisse  Xj  il  suffît  d'intégrer  la  relation 

dx  =  cos^ ds  =  vcosb dt  =  -  (i  —  eco5u)(cosu  —  e)du. 

Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté  et,  en  remplaçant  n  par 
sa  valeur,  on  trouve 


(9) 


'  =  —  I «M-h(n-  e*)sinu —  -  sinaw  1. 


On  connaît  ainsi  ^,j^  en  fonction  de  l'anomalie  excentrique,  et 
par  conséquent  en  fonction  du  temps. 

Si  l'on  forme  l'expression  ds  =  ^/dx^-i- dy^^  on  trouve 

ds  =  —  -  (  I  —  e  cos uydu  =  -r==.  y  du. 

Li'iotégration  donne 


^ 


a^e       Vf        e^\  tf«    .         1 

=    ,  l(ïH )w— 2csina^---sin2a. 

/r=^^L\      2/  4        J 
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La  valeur  dey  peut  se  mettre  sous  la  forme  analogue 

Ces  diverses  formules  montrent  que  Pexpressîon  3 <?5  -1-  (^  +  c^)x 
est  fonction  linéaire  de  s'inu^  sin2f/et  par  conséquent  s'exprime 
algébriquement  en  fonction  de^.  L'arec  est  donc  fonction  algé- 
brique des  coordonnées  de  son  extrémité  variable. 

La  valeur  de  x  ne  se  présente  sous  forme  réelle  que  si  l'excen- 
tricité e  est  inférieure  à  l'unité.  Dans  le  cas  où  l'hodographe  est 
hyperbolique  (e  >  i)  on  ramène  à  la  forme  réelle  en  posant  u=  «w, 
ce  qui  introduit  des  sinus  et  des  cosinus  hyperboliques.  Les  for- 
mules deviennent  y 

(lo)  x= — =r c(i)  4- (i  M- e*)Sh(i) — -ShswL 

^  ^V^e»-iL      2  ^  -^  4  J' 

«*  r     «*      /.u      «*^u   1 

y  =  —     IH •>. c Ch o)  H Gh 2C0  I , 

•^     '>^  L      '^  -^         J 

eu          \/^*— I      , 
o)  —  e  Sh  u)  =  fft . 

ae      ° 

Les  deux  coordonnées  sont  infinies  en  même  temps  que  t, 
La  courbe,  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y^  présente  deux 
branches  paraboliques  dont  les  directions  asymptoliques  sont 
tangO  =  ±  ^e^  —  i .  La  valeur  de  ^,  positive  pour  les  petites  va- 
leurs de  ^,  devient  ensuite  négative  :  il  y  a  donc  un  point  double 
réel  sur  l'axe  des  y, 

L'hodographe  est  constituée  par  la  branche  d'hyperbole  tour- 
nant sa  concavité  vers  le  foyer. 

Le  cas  intermédiaire  e  =  i  correspond  à  l'hodographe  parabo- 

ke 
lique.  Remplaçons,  dans  la  formule  (g),  a  par  sa  valeur    _  ^» 

Pour  que  x  demeure  fini  quand  e  tend  vers  l'unité,  il  faut  que  u 
soit  infiniment  petit.  Développant  alors  la  valeur  de  u  suivant  les 
puissances  croissantes  de  i/,  on  reconnaît  que  u  doit  être  du  même 


Si  Ton  pose  — .  =  cp,  il  vient  à  la  limite 


ordre  que  y/i  —  e. 
u 
—  e 
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On  trouve  aussi 

r=  8- (!  +  ?•)«,  ?-^t  =  -^- 

La  trajectoire  est  une  courbe  unicursale  du  cinquième  ordre 
avec  un  point  double  réel  (^^=  5)  et  deux  branches  paraboliques 
à  direction  asjmptotique  horizontale. 

Si  l'on  fait  croître  e  jusqu'à  +oo,  on  parvient  au  mouvement 
parabolique  ordinaire  dont  Thodographe  est  une  droite  verticale. 

Restent  à  examiner  les  valeurs  négatives  de  e.  Le  changement 
de  signe  de  e,  et  par  conséquent  de  X,  nous  avertit  que  la  pression 
est  renversée,  c'est-à-dire  que  le  mobile  est  de  l'autre  côté  de  sa 
trajectoire.  Pour  bien  voir  comment  les  choses  se  passent,  partons 
de  la  position  pour  laquelle  8  =  o  et  soit  Pg  la  vitesse  correspon- 
dante.  La  formule  (4)   devient  <;  =  r©  r g-    Remplaçons  \ 

par -,9  e^  étant  la  valeur    absolue   de   e.   Nous  avons    ainsi 

V  =  i^o  — g-— .    Si  e'  est  compris  entre  i  et  oo,  l'hodographe 

est  une  branche  d'hyperbole  tournant  sa  convexité  vers  le  fojer. 

Les  directions  asymptotiques  sont  données  par  cosO=:— ,»  d'où 

langO=:v/«'=» —  I.  La  valeur  (lo)  dex,  dans  laquelle  il  faut  main- 
tenant changer  e  en  —  e',  ne  s'annule  plus  pour  aucune  valeur 
de(i)|  autre  que  zéro,  c'est-à-dire  qu^il  n'y  a  plus  de  point  double 
réel  sur  l'axe  de  symétrie. 

A  mesure  que  la  valeur  absolue  de  e'  se  rapproche  de  l'unité, 
les  deux  asymptotes  de  l'hodographe  tendent  à  se  confondre  ;  fina- 
lement, pour  e'=i,  l'hodographe  se  réduit  à  une  demi-droite 
horizontale.  En  même  temps  la  trajectoire  du  mobile  a  pour 
limite  une  droite  horizontale  sur  laquelle  celui-ci  se  trouve  posé  : 
pour  une  pareille  droite  il  est  clair  que  la  pression  exercée  par  le 
mobile  est  égale  à  son  poids,  ce  qui  correspond  bien  à  l'hypo- 
thèse e'=  I. 

Supposons  enfin  e^  compris  entre  l'unité  et  zéro.  L'équation  (i) 

mise  sous  la  forme —  =  ^(cos6 — -ijj  montre  que  p  est  main- 
tenant négatif,  et  en  particulier  que  pour  le  point  de  départ  (8  =  o) 
la  concavité  de  la  courbe  est  tournée  vers  le  haut.  L'hodographe 
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est  d^aîlleurs  elliptique  et  Ton  retrouve  la  forme  de  trajectoire 
déjà  rencontrée  pour  les  valeurs  de  e  comprises  entre  zéro  et 
l'unité  avec  cette  seule  différence  que  le  point  de  départ  est  a  un 
sommet  inférieur  au  lieu  d'un  sommet  supérieur. 

Fig.  1.  Fig.  2.  Fig.  3. 


SlSlSL 


Les  trois  figures  ci-dessus  résument  toute  la  discussion.  La 
figure  I  correspond  à  Thodographe  elliptique  (X  supérieur  à  i  ou 
inférieur  as  —  i).  La  figure  2  se  rapporte  à  Fhodographe  hyper- 
bolique avec  valeur  positive  de  \Çk<,  i)  et  la  figure  3  à  l'hodo- 
graphe  hyperbolique  avec  valeur  négative  de  \Çk  >  —  i).  Les  petits 
disques  hachurés  indiquent  de  quel  côté  de  la  trajectoire  circule 
le  mobile  pesant. 

INFLUENCE  DE  LA  FORME  DES  ÉQUATIONS  EN  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE; 
Par  M.   G.-A.  Laisant. 

Il  y  a  longtemps  déjà  j'ai  publié,  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  une  Communication  intitulée  :  Sur  la 
représentation  analytique  des  figures  et  leur  segmentation, 
où  je  faisais  ressortir  la  possibilité  de  représenter  à  volonté  une 
partie  seulement  d'une  courbe  donnée.  Les  remarques  très  brèves 
que  je  présente  ci-après  se  rattachent  un  peu  au  même  ordre 
d'idées,  tout  en  étant  différentes  de  celles  que  je  viens  de  rap- 
peler. Elles  reposent  sur  la  limitation  qu'on  s'impose  dans  le 
champ  de  variation  d'une  coordonnée  x^  si  dans  l'équation  de  la 
figure  entre  une  fonction  ^{x)  qui  devient  imaginaire  lorsque  x 
dépasse  certaines  valeurs  limites. 

Je  me  bornerai,  pour  plus  de  brièveté,  à  des  exemples  simples. 

Soit  y  =  sina:  ou^  —  sino:  =  o  l'équation  d'une  sinusoïde.  On 
peut  aussi  bien  l'écrire  œ  —  arc  siny  =  o,  et  elle  représente  la 
courbe  entière,  tout  comme  la  précédente,  puisque  y  ne  varie 
qu'entre  —  i  et  +  i,  mais  qu'à  chaque  valeur  de j^ correspondent 
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une  infinité  de  valeurs  de  x.  De  même,  x  —  siny  =  o,  ou 
y  —  arc  sîn  a?  =  o  représente  toute  la  sinusoïde  S|.  Si  nous  écri- 
vons {y  —  s\nx){x  —  siny)  =  o,  nous  aurons  Téquation  de  Ten- 
semble  des  deux  sinusoïdes.  Mais  {y  —  sîn  j?)  {y  —  arc  sinor)  =  o 
représentera  seulement  la  partie  de  la  figure  comprise  entre  les 
deux  parallèles  AD  et  A'D'  à  O^,  puisque  x  ne  peut  varier  que 


Fig 

.  I. 
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de  —  1  à  -h  i  ;  c'est-à-dire  toute  la  sinusoïde  S|  et  une  partie  seule- 
ment (F'OF)  de  la  courbe  S.  De  même  {x  — siny)  (x  —  arc  sin^)  =  o 
représente  toute  la  sinusoïde  S  et  Tare  G'OGdela  courbe  Si. 
Enfin  {y  —  arc  sinar)  (x  —  arc  smy)  =  o  représente  la  partie  com- 
prise dans  le  carré  DED'E^,  c'est-à-dire  une  figure  ayant  quatre 
points  d'arrêt. 

On  reconnaîtrait  de  même  que  arc  sin:r.=  arcsin^  est  une 
équation  qui  représente  un  segment  de  droite,  diagonale  E'E  du 
carré  DED'E'  dans  la  figure  précédente. 

Je  pourrais  rappeler  aussi  l'exemple  de  la  courbe  ayant  pour 
équationj^=cos^x;  elle  a  ou  n'a  pas  un  point  d'arrêt  sur  Oy, 
suivant  qu'on  se  croit  obligé  de  donner  à  x  des  valeurs  exclusive- 
ment positives^  ou  qu'on  s'autorise  à  faire  varier  j:  de  —  oo  à  H-  <x>. 

Enfin,  j'ai  entendu  des  mathématiciens  fort  éminents,  à  qui  je 
posais  la  question,  se  demander  siy  =  xouy=  {^x)^  sont  deux 
équations  qui  représentent  bien  la  même  figure. 
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Tout  ceci  montre  à  quel  point  ia  forme  des  équations  importe 
en  Géométrie  analytique,  et  quelles  précautions  devraient  s^im- 
poser  dans  l'enseignement,  lorsqu'on  opère  des  transformations 
^le  calcul. 

SUR  ÏÏK  HTPERBOLOGRAPflE  A  LIQUIDE; 
Par  M.  E.  Estànàve. 

Considérons  une  courbe  C  dont  Téquation,  rapportée  à  deuK 
axes  rectangulaires,  esly=/{x)  et  une  sécante  AB,  soient  A  et B 
deux  points  consécutifs  d'intersection  de  la  droite  et  de  la 
courbe  C.  Cherchons  Tenveloppe  de  la  droite  AB  qui  limite  sur 
ia  courbe  C  une  surface  d'aire  donnée. 

Tout  d'abord,  on  peut  remarquer  que  si  l'aire  ACB  est  con- 
stante le  point  de  contact  de  AB  et  de  son  enveloppe  sera  au 
milieu  de.  AB;  il  suffit  pour  s'en  convaincre  de  considérer  la  po- 
sition infiniment  voisine  de  la  droite  AB. 

Par  suite,  ^o^^o?  ^i^y\  étant  les  coordonnées  de  A  et  de  B, 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  F,  enveloppe  de  A6« 
seront 

il)  x  =  ^^iz:iJ, 


^^-) 


—  ^^:ÏJll  /(J-o»  -H/(a^t) 


•À 


On  peut  considérer  l'aire  constante  S  comprise  entre  la 
droite  AB  et  la  courbe  C  comme  la  différence  entre  l'aire  du  tra- 
pèze Aa6B  et  celle  de  la  courbe  C,  a,  b  étant  les  projections  de  A 
et  B  sur  l'axe  des  x.  On  a,  par  suite, 

,3)         <^.-^,)/(^'>+/'-^'')  _  r'V(^)efa=s. 

On  obtiendra  l'équation  de  la  courbe  F  enveloppée  par  la 
droite  AB  en  éliminant  j!*o  et  x^  entre  les  trois  équations  (f),  (2) 
et  (3). 

Nous  examinerons  en  particulier  le  cas  où  la  courbe  C  est  du 
second  degré. 

Si  C  est  une  conique,  la  courbe  F  est  une  conique  homothé- 
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liqne.  La  courbe  F  est  donc  un  cercle,  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole,  suivant  que  la  courbe  C  est  un  cercle,  une 
ellipse,  une  parabole,  une  hyperbole  ou  même  un  système  de 
deux  droites  constitué  par  les  asymptotes  de  l'hyperbole. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  courbe  C  n'est  pas,  en  général,  plus 
simple  que  la  courbe  F,  sauf  dans  le  cas  où  la  courbe  C  est  formée 
par  un  système  de  deux  droites. 

Considérons  en  particulier  ce  cas  qui  va  nous  conduire  à  l'hy- 
perbolographe,  qui  est  le  but  de  cette  Communication.  Le  prin- 
cipe de  cet  appareil  est,  en  effet,  fondé  sur  une  propriété  bien 
connue  de  la  tangente  à  l'hyperbole. 

Si  l'on  considère  une  branche  d'hyperbole  dont  les  asymptotes 
sont  OA,  OB,  on  sait  que  l'aire  du  triangle  AOB,  déterminée 
par  la  tangente  AB  sur  les  asymptotes,  est  constante  quelle  que 
soit  la  tangente  AB  à  l'hyperbole  considérée. 

Celte  branche  d'hyperbole  peut  donc  être  considérée  comme 
l'enveloppe  du  troisième  côlé  d'un  triangle  AOB  d'aire  con- 
stante. 

Si  nous  considérons  {^fig*  i)  une  cuve  prismatique  DOE,  D'O'E' 

Fig.  I. 


contenant  un  volume  V  de  liquide,  l'aire  du  triangle  AOB  dé- 
coupé par  la  surface  libre  AB,  A'B'  sur  la  face  DOE  restera  con- 
stante lorsque  l'on  fera  pivoter  la  cuve  autour  de  l'arête  00' 
supposée  horizontale,  car 

AOBxOO'=  V. 

Par  suite,  dans  ce  mouvement  de  pivotement  autour  de  00'  la 
surface  libre  du  liquide  enveloppe  un  cylindre  hyperbolique  dont 
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les  géuéralrices  sont  parallèles  à  00'.  Toute  section  normale 
à  00'  sera  une  branche  d*hyperbole  identique  à  celle  qu'enve- 
loppe la  droite  AB. 

Gela  posé,  on  peut  déterminer  les  relations  qui  existent  entre 
le  volume  V  de  liquide,  Tangle  aco  au  sommet  de  la  cuve  et  les 
longueurs  a,  b  des  axes  de  Thyperbole  enveloppée  par  AB. 

En  désignant  par  \  la  longueur  de  l'arête  00',  S  la  surface 
constante  du  triangle  AOB,  a  et  6  les  axes  de  Thyperbole, 
Ton  a 


d'où  Ton  tire 


tangcii  = -»  V  =  Sa  =  -7-A, 

a  4 


a  =  24/c *  A  =  a| /-c- tangw. 

V    X  tango)  V    X        ** 

Si  nous  voulons  obtenir  une  hyperbole  qui  a  pour  axes  non  plus 
a  et  6,  mais  Ka,  K6,  les  formules  précédentes  nous  montrent 
que  (I)  aura  la  même  valeur  et  que  le  volume  V  de  liquide  à  intro- 
duire dans  la  cuve  sera 

V=K«V. 

Donc,  les  volumes  de  liquide  à  introduire  dans  une  même  cuve 
pour  obtenir  deux  hyperboles  homothétiques  sont  entre  eux 
comme  le  carré  du  rapport  d'homothétie. 

Remarque,  —  La  courbe  dessinée  par  le  liquide  sur  la  section 
droite  n'est  pas  à  considérer  dans  son  entier.  Si,  par  exemple, 
pour  fixer  les  idées,  on  considère  une  cuve  prismatique  à  angle 

Fig.  a. 


droit,  tous  les  points  de  la  courbe  dessinée  {fig.  a)  ne  font  pas 
partie  de  l'hyperbole  équilatère. 
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En  effet,  AB  étant  la  tangente  à  la  courbe  menée  parle  point  B, 
point  extrême  de  la  course  du  liquide,  le  milieu  de  AB  sera  un 
point  extrême  de  l'h^^perbole.  Nous  devons  limiter  la  courbe  par 
deox  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  les  milieux  M  et  N 
de  OB  et  OA',  les  points  B  et  A'  étant  les  positions  extrêmes  de  la 
nappe  liquide. 

On  sait,  d'autre  part,  que  le  rayon  de  courbure  de  l'hyper- 
bole xy  =  iw^  en  des  points  d'abscisse  x  =  /n,  2  iw,  3m,  ...  va 
très  rapidement  en  grandissant  et,  par  suite,  la  portion  d'hyper- 
bole située  après  le  point  C  d'abscisse  ^m  se  confond  sensible- 
ment avec  une  parallèle  à  l'asymptote.  La  partie  intéressante  de 
la  courbe  est  justement  celle  comprise  entre  les  points  G  et  D  que 
dessine  le  liquide. 

Grâce  aux  résultats  signalés  par  M.  C.-A.  Laisant  dans  un 
Mémoire  (')  sur  la  segmentation  des  figures  planes  où  il  indique 
le  moyen  de  représenter,  par  une  équation,  un  fragment  d'une 
courbe  à  l'exclusion  de  toute  autre  partie,  nous  pouvons  donner 
la  représentation  analytique  de  la  portion  CD  de  l'hyperbole  des- 
sinée par  le  liquide.  (1  suffit  de  poser,  avec  M.  Laisant, 

avec  la  relation  ab=:m^j  ab  étant  les  coordonnées  du  point  C, 
ba  celles  du  point  D. 

On  a  encore,  en  éliminant  le  paramètre  f, 

La: — Lm  Ly — Lm 

arc  sin  7-5 r —  4-  arc  sin  rr-^ ; =  o. 

L  6  —  L  ;;i  L  6  —  L  m 

Dispositif  expérimental.  —  Le  dispositif  que  j'ai  adopté  se 
compose  essentiellement  d'une  cuve  prismatique  triangulaire 
(DOE,  D'O'E')  ijig*  1)  ayant  au  sommet  l'angle  des  asymptotes 
de  l'hyperbole  à  tracer.  La  cuve  est  mobile  autour  d'un  axe 
horizontal  parallèle  à  l'arête  au  sommet  00^  Son  mouvement  de 


(■)  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XVIII,  p.  ia3. 
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pivotement,  qui  doit  être  assez  lent  et  continu,  est  obtenu  à  l'aide 
d'un  mouvement  d'horlogerie  approprié. 

Pour  fixer  sur  une  surface  plane  les  diverses  positions  de  la  sur- 
face du  liquide  de  la  cuve,  j'ai  pris,  dans  une  première  série  d'ex- 
périences, des  plaques  de  cuivre  et,  comme  liquide,  une  dissolu- 
tion d'un  sel  de  mercure.  Le  bichlorure  ou  l'azotate  donnent  des 
dépôts  très  nets  de  mercure  sur  le  cuivre  préalablement  décapé, 
avec  de  l'émeri,  par  exemple. 

Dans  une  autre  série  d'expériences,  j'ai  pris  des  plaques  de  fer 
avec  une  dissolution  de  sulfate  de  cuivre. 

Les  plaques  ont  la  même  forme  que  la  cuve  et  viennent  s'ap- 
puyer, parallèlement  aux  faces  triangulaires  de  la  cuve,  sur  les 
faces  DO  D'O',  EO  E'O'.  Elles  sont  maintenues  par  des  taquets 
placés  en  DD',  EE'  et  00^  Le  liquide  approprié  étant  introduit 
dans  la  cuve,  on  dispose  la  plaque  et  l'on  fait  pivoter  lentement  la 
cuve  jusqu'à  ce  que  la  surface  libre  du  liquide  vienne  dans  le  voi- 
sinage du  bord  EE'  et  ensuite  du  bord  DD'.  On  retire  alors  la 
plaque  sur  laquelle  se  trouve  dessinée  la  branche  d'hyperbole.  La 
courbe  dessinée  doit,  comme  je  l'ai  dit,  être  limitée  par  des  paral- 
lèles aux  asymptotes  menées  par  les  milieux  de  OD  et  de  0E« 

Dans  les  expériences  faites,  j'ai  utilisé  des  cuves  de  zinc  verni ^ 
d'angle  au  sommet  de  90°  et  60*^,  mais  on  pourrait  se  servir  de 
cuves  à  angle  variable,  analogues  au  prisme  à  angle  variable  utilisé 
en  Optique.  On  a  ainsi  à  sa  disposition  deux  variables  (o  et  Y,  ce  qui 
permet  de  tracer  des  hyperboles  d'axes  donnés  à  l'avance  a  et  b. 

Remarques.  —  Si  l'on  voulait  avoir  non  plus  sur  une  surface 
métallique,  mais  sur  du  papier  les  images  de  ces  hyperboles,  on 
pourrait  prendre  une  plaque  photographique  qu'on  a  préalable- 
ment voilée  en  l'exposant  à  la  lumière  et  la  placer  dans  la  cuve  où 
l'on  a  mis  un  volume  V  d'un  révélateur  quelconque.  Après  fixa- 
tion du  cliché,  on  pourra  tirer  sur  papier  des  épreuves  de  l'hy- 
perbole tracée  par  le  révélateur. 

On  peut  aussi  remarquer  qu'on  peut  prendre  pour  profil  C  des 
fragments  de  courbes  simples  dont  le  tracé  est  facile.  Par  exemple, 
si  le  profil  C  est  constitué  par  une  branche  de  parabole  et  la  tan- 
gente au  sommet,  le  contour  F  est  une  courbe  du  quatrième 
degré. 
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Flotteurs.  —  En  terminant,  nous  rattacherons  le  principe- 
expérimental,  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  à  la  théorie  des 
flotteurs. 

Si  nous  considérons,  en  effet,  un  solide  pesant  qui  flotte  à  la 
surface  d'un  liquide,  la  surface  libre  du  liquide  détache  dans  le 
solide,  supposé  homogène,  un  volume  constant  (le  poids  de  son 
égal  volume  de  liquide  est  égal  au  poids  du  corps).  Les  plans  de 
flottaison  qui  découpent  ainsi  dans  le  corps  des  volumes  égaux 
enveloppent  une  surface  dite  surface  d' isocarène  qui  est,  en 
générai,  une  surface  compliquée.  Dans  le  cas  d'un  corps  prisma- 
tique cette  surface  est  simple. 

Si  nous  considérons,  en  effet,  un  corps  de  forme  prisma- 
tique {fig.  a)  DOE  D'O'E',  si  on  le  fait  Qotter  verticalement,  la- 
ligne  de  flottaison  sera  AB  A'B'.  La  surface  d'isocarène  sera  un 
cylindre  hyperbolique  qui  est  aussi  le  lieu  des  intersections  des^ 
plans  de  flottaison. 

On  peut  imaginer  qu'on  passe  d'une  position  à  la  position  voi- 
sine en  faisant  tourner  le  corps  d'un  angle  infiniment  petit  autour 
de  cette  génératrice.  Pratiquement,  on  peut  incliner  le  flotteur  en 
déplaçant  la  charge  :  on  aurait  là  un  autre  mode  de  génération  de 
l'hyperbole,  mais  il  paraît  physiquement  moins  commode  à  réaliser 
que  celui  que  nous  avons  adopté. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  JANVIER  1904. 

PRESIDENCE  DE  M.    TOUCHE. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou-^ 
vellement  du  Bureau  et  à  l'élection  du  Conseil. 

Communication  : 

M,  Laisant  :  Sur  l^ influence  de  la  forme  des  équations  en 
Géométrie  analytique. 
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SÉANCE  DU  20  JANVIER  1904. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  BORBL. 

Correspondance  : 

M.  Pellet  adresse  une  Noie  sur  les  Fonctions  entières. 

Communications  : 

M.  Zervos  :  Sur  le  développement  d'une  fonction  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une 
autre  fonction. 

M.  Borel  :  Observations  sur  la  Communication  précédente* 
M.  Roche  :  Sur  tes  développements  en  séries  de  polynômes^ 


SÉANCE  DU  l  FÉVRIER  i90i. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   TOUCHE. 

Communications  :  • 

M.  Bricard  :  Sur  les  six  rapports  anharmoniques  de  quatre 
quantités. 

M.  Grévy  :  Sur  une  équation  fonctionnelle. 

M.  Zervos  :  Sur  la  représentation  des  fonctions  non  ani-^ 
formes. 

M.  Lecornu  :  Sur  les  roulements  à  billes. 


SÉANCE  DU  20  FÉVRIER  1904. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   CARVALLO. 

Communications  : 

M.  RaOy  :  Sur  les  surfaces  enveloppes  de  sphères. 

M.  Bricard  :  Observations  sur  la  Communication  précéflente. 

M.  Zervos  :  Sur  les  équations  algébriques. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  m«lhémalique  de  France  a  pour  objet  l'avaucement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pores  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sooiétairee  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Lès  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
I  '*  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi* 
nisiration  ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  luandat  du  Conseil;  a*"  avoir 
obtenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  S""  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4""  payer  une  cotisation  annuelle  doni  le  montant  est  de  vingt  francs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quinzefrancs  pour  les  membres  non  residants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  sonime  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
l'origine  est  fixée  au  i'"^  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
eice  en  cours,  quelle  que  soit  Tépbquo  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ord'maires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  quia  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société'  tfuukématique  de  France,  et  oui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pares  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  origipalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  delà  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE  fiAUTHlER.VILLARS, 


HALPHEN  (6.-H.),  Membre  de  l'Institut.  —  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques et  de  leurs  applicatiens.  3  volumes  grand  in-8,  se  vendant 
séparément. 

I"* Partie  :  Théorie  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  développements 
en  série;  1886 1 i5fr. 

Il*  PabTIE  :  Application  de  la  Mécanitpir  à  la  Physiffue,  à  la  Géo- 
désie, à  la  Géométrie  et  au  Calcul  i/itr^raf;  1 888 20  fr. 

lïl*  Partie  :  Fraient f,  {Quelques  apnli entions  à  V  Alavhre  et  en  par- 
ticulier à  l'équation  du  5*  de^^rr.  Quel /tws  applications  à  la  théo- 
rie des  nombres.  Questions  diverses.)  Pul)li6e  par  les  soins  do.  la 
Section  de  Géométrie  de  l'Académie  des  Scionce^;  1891 .     8  fr.  5oc. 
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Dfi     LA 
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DE  FRANCE 

PAR   LES   SECRÉTAIHËS 


S'adresser,  pour  la  ré<laclian,  i  M.  DKicxRn,  bâulcrard  ttuipatl,  iijbt  Paria,  iJj'; 
pour  la  dislributioa,  i  M.  Ghéyy,  rup  âainl-Placide,  fil.  Paria,  6>. 


TOME  XZXII.  —  FiSClCDLi:  II. 


PARIS, 


AU    SIEGE    DE    LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA    SORBONNK. 

mii 


l 

MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude- La  fontaine 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris,  Trésorier  de  la  Société. 

Oa  s'abonne  el  l^on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Libjçto[g 
Gauthier- Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris.  ^ 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  promier  et  troi- 
sième mercredis  de  cliaqne  mois  à  8  heures  et  demie. 

Depnis  le  i***  mars  1900  las  séances  de  la  Société  ont  lien  dans  nne 
salle  de  la  Facnlté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
versité>  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  de  pré* 
férence  à  M.  Orèyy,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  i  M.  Bricard. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  a  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Dix  volumes  au  moÎDS 4 ,6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5,oo 

Moins  de  cinq  volumes 6,oo 


Dans  sa  séartce  du  28  février  190O)  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i*»  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois; 

2*"  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  son! 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  dit 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texie 
imprimé. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


REMARQUE  S0R  LES  ZËROS  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES; 
Par  M.   Michel  Pethovitch. 

Soit  F (5)  une  fonction  entière  d'un  genre  fini  p.  Désignons 
par  M(r)  le  maximum  du  module  de  V{z)  lorsque  le  module  de  z 
est  égal  à  r,  r  étant  une  variable  réelle  positive. 

On  sait  que,  quel  que  soit  le  nombre  réel  et  positif  a,  le  produit 

reste  inférieur  à  un  certain  nombre  fini  N  lorsque  r  varie  de  o  à  oc  . 

Je  me  propose  dHndiquer  comment  la  connaissance  : 

1**  D'une  limite  supérieure  du  nombre  N  correspondant  à 
une  valeur  donnée  de  a  ; 

2°  De  la  valeur  que  prend  F(  ^)  pour  ^  =  o  ; 

3**  Du  genre  p  de  cette  fonction, 

Permet  de  calculer  des  limites  inférieures  des  modules  des 
zéros  de  ^{z)  et,  d^une  manière  plus  générale,  des  valeurs 
de  z  pour  lesquelles  F{z)  prend  une  valeur  C  donnée  à 
r  avance. 

Tout  d'abord  l'égalité 

(i)  M(r)e-a'''^'<N 

entraîne,  comme  l'on  sait,  la  suivante  :  en  posant 

on  aura 

OÙ  C  et  p  sont  des  constantes  numériques  ayant  pour  valeurs 

D'autre  part,  d'après  un  résultat   que  j'ai  démontré  dans  un 
xxxfi.  5 
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travail  antérieur  {Ihtlletin  de  la  Socirlê  inathématit/ue  de 
France,  t.  XXIX,  1901,  p.  3o3-3isî)  :  si  Ton  désigne  ])ar  X  le 
plus  petit  module  des  zéros  de  la  série  (2)  et  si  Ton  forme  la 
fonclion 

a» 

(î)  "('•)=  ^2 '""'*'■'"■ 

0 

on  aura 

quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  réelle  et  positive  /-. 

L'inégalité  (6)  subsistera  manifestement  si  l'on  substitue  aux 
coefficients  «,,  «2,  «3,  ...  les  quantités  définies  par  le  second 
membre  de  Tinégalilé  (3),  de  sorte  qu'on  peut  prendre 

le  second  membre  de  (6)  fournira  une  limite  inférieure  de  X 
quelle  que  soil  la  valeur  réelle  et  positive  r.  Et  en  particulier  en 

faisant  r=  ^  on  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Une  limite  inférieure  des  modules  des  zéros  de  la  fonc- 
tion  F(  j)  est  donnée  par  l'expression 

(8) 


où  R  désigne  une  limite  supérieure  de  N  ;  A  le  module  de  F(o)  ; 
aet  b  deux  constantes  numériques  ayant  pour  valeurs 

«  =  [(/,  +  . )ejF^         6  =  6(-^), 
H{t)  désignant  la  transcendante 


1 
Les  constantes  a  cl  6  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  fonc- 
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lions  F(:;)  d'un  même  genre  p  et  sont  faciles  à  calculer  une  fois 
pour  toutes.  On  trouvera  ainsi  : 

Pour  /7  =  o, 

a  =  c  =  '2,7i83;         ^  =  Ô  (2)  =  1,0089; 

Pour  />  =  I , 

a  = /'le  =  2,33i6;        6  =  6(1)  =  1,2918; 

Pour/?  =  2, 

a  =J/3c  =  2,0128;        6  =  0(1)  =  1,5383; 

En  remplaçant  dans  (8)  A  par  lF(o)  —  C|  celte  expression 
fournit  une  limite  inférieure  des  valeurs  de>s  pour  lesquelles  F(^) 
prend  la  valeur  donnée  C. 


SUR  LES  FONCTIONS  REPRÉSENTÉES  PAR  UNE  CLASSE  ÉTENDUE 
D'INTÉGRALES  DÉFINIES; 

Par  M.  Michel  Peteovitch. 


I.  —  Généralités. 
1.  Les  intégrales  de  la  forme 

(I)  j^{t,z)dt, 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  en  5,  à  coefficients  fonctions 
quelconques  de  /,  sont  susceptibles  de  représenter  des  fonctions 
analeptiques  arbitraires  de  la  variable  a. 

En  effet,  toute  fonction  analytique  de  z  se  laisse  définir  y  et 
cela  d'une  infinité  de  manières,  par  des  intégrales  de  la 
forme  (i),  qui  la  représentera  dans  telle  ou  telle  partie  du 
plan. 

Ainsi,  la  formule  fondamentale  de  Caucliv 


*'■<')    dl, 
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ainsi  que  celles  qui  s^en  déduisent  par  des  dilTcrcntialions,  des 
changements  de  la  variable  ou  du  chemin  d^intégration,  etc., 
fournissent  des  expressions  analeptiques  de  la  fonction  F(z)  sous 
la  forme  (i). 

On  en  déduit  une  infinité  d'autres  formules  du  même  type  en 
les  appliquant  à  des  fonctions  assujetties  à  des  conditions  plus 
particulières.  Telles  sont,  par  exemple,  les  formules  de  Stieltjes(') 


dt, 


[où  (p  et  '^  sont  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  F(a')], 
applicables  à  des  classes  étendues  des  fonctions;  ou  bien  les  for- 
mules, en  nombre  illimité,  de  la  forme 

F(^)=   r    R(<,  5)F(X-r-a*)rff, 

valables,  la  première  dans  les  cas  où  la  fonction  F{z)  est  holo- 
morphe  pour  les  z  à  partie  réelle  plus  grande  que  X,  la  seconde 
lorsque  F{z)  est  holomorphe  pour  les  z  à  coefficient  de  i  plus 
grand  que  [jl  (-),  etc. 

Une  fonction  F(:;)    étant  donnée  par  son  développement   de 

Taylor 

F(;5)  =  Ao -h  Al (3  — a)  -h  A, (5  — a)* -h..., 

le  coefficient  An  se  laisse  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous  la 
forme 

(2)  Kn  =  J  ^^{t)[r{t)Ydt, 


(')  Stieltjes,  Sur  le  développement  de  logr(a)  {Journ,  de  Math,  pures  et 
appL,  1889,  p.  4i5-44i). 

(»)  Petrovitcu,  Généralisation  de  certaines  formules  de  Stieltjes  {Rendi- 
conti  del  Cire,  matent,  di  Palermo,  t.  XVII,  190.3). 
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ou  sous  la  forme  d'une  somme  de  termes  (a);  ceci  fait,  on  aura 


F(.-)=   f ^^ dt. 


On  connaît  des  solutions  particulières  d»  problème  d'expri- 
mer A„  sous  la  forme  (2)  pour  des  cas  très  étendus.  M.  Le  Roy, 
par  exemple,  a  indiqué  la  manière  de  mettre  A„  sous  la  forme 


A„=  f  \(t)t^dt 


toutes  les  fois  que  A,,  est  une  fonction  de  n  régulière  dans  le  do- 
maine de  rinfini,  ou  encore  si  A„  est  exprimable  par  une  série 
procédant  suivant  des  puissances  positives  quelconques  de  n  et, 
en  particulier,  si  A,,  est  une  fonction  algébrique  de  n  régulière  à 
rinHni  ou  n'ajant  qu'un  pôle  ('). 

D'autres  solutions  sont  fournies  par  celles  du  problème  des 
moments  traité  récemment  par  MM.  Stieltjes,  Borel  et  Le  Roy,  et 
consistant  à  mettre  une  suite  dénombrable  de  quantités  Ao,A,, 
Aj,  ...,  sous  la  forme    y 


On  peut,  d'ailleurs,  transformer  ces  formules  en  une  infinité 
d'autres  rentrant  dans  le  type  (2).  Dans  des  cas  particuliers,  on 
aura  des  solutions  diverses  du  même  problème  par  de  nom- 
breuses intégrales  définies  connues  de  la  forme  (2)  (*). 

Certaines  classes  spéciales  de  fonctions  F(;5)  se  laissent  expri- 
mer par  une  formule  de  la  forme  (1)  par  des  procédés  particuliers 
ne  convenant  qu'à  de  telles  fonctions.  C'est  ainsi  que  les  formules 
connues 


X 


*  dt  _       TZ 


fournissent  le  moyen  d'exprimer  le  logarithme,  ou  l'arc  tang,  ou 


(')  Annales  delà  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1900. 

(*)   Voir,  par  exemple,  les  formules  de  la  page  77  de  ce  Mémoire. 
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bien  la  racine  carrée  d'une  fonction  rationnelle  quelconque  de  z 
sous  la  forme  d'une  intégrale  portant  sur  une  fonction  ration- 
nelle de^,  etc. 

2.  Uemarquons  maintenant  i\\\une  fois  la  fonction  F(^) 
exprimée  d'une  manière  quelconque  sous  la  forme  (i),  on 
saura  V exprimer  d'une  infinité  de  manières  par  une  intégrale 
de  la  forme  que  nous  avons  ici  en  vue. 

En  eirel,  il  exîsle  un  nombre  illimité  de  fonctions  4>(/,  z)^  ra- 
tionnelles en  z  et  jouissant  de  cette  propriété  que  pour  toute 
valeur  de  Zy  appartenant  à  une  certaine  partie  du  plan,  on  ait 


(3) 


/  ♦(/,  z)dt  =  o, 
•a 


Ainsi,  Tare  d'intégration  L  formant  un  contour  fermé  et  P(/,  z)j 
Q{ty  z)  étant  deux  polynômes  en  ^  à  coefficients  fonctions  uni- 
formes en  t,  si  les  deux  équations 

P  =  «,        Q  =  o, 

pour  1 5  I  <;  a  (a  étant  un  nombre  réel  erposîlif  donné)  n'ont  pas 
de  racines  en  /  comprises  à  Pintérieur  du  contour  L,  on  aura 


/ 


dt  =  o 


pour  toute  valeur  de  z  à  module  inférieur  à  a. 

Si  le  chemin  L  coïncide  avec  Tintervalle  (o,oo),  on  peut  prendre 
pour  ^(t,  z)  la  fonction 

I  Izrost  —  z^ 


i  r-  C*  )  '  —  a  X  ;:  cos  /  -I-  ;;* 
(où  X  est  un  nombre  réel  et  posilif  quelronquc):  Tintégralc 


étant  nulle  pour  toute  valeur  positive  de  n,  on  aura 

•  0 

pour  toute  vjilcnr  do  z  à  module  inférieur  à  ).. 
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De  même,  on  sait  qu'il  y  a  une  iniinité  de  fonctions  o(t)  jouis- 
sant de  celte  propriété  que,  pour  /i  =  o,  i,  2,  ...,  on  ait 


I     o(t)tndt  —  o{^); 


on  construira,  à  l'aide  de  lelles  fonctions,  une  infinité  de  fonc- 
tions ^(/,  z)  satisfaisant  à  la  condition  (3),  etc. 

De  telles  fonctions  ^(t^  z)  existent  pour  un  chemin  L  quel- 
conque; en  en  ajoutant  aulant  qu'on  voudra  à  la  fonction  figurant 
sous  le  signe  de  l'intégrale  (1),  on  aura  des  représentations  ana- 
lytiques, en  nombre  illimité,  de  la  fonction  donnée  F (5)  sous  la 
forme  de  l'intégrale  portant  sur  une  fonction  rationnelle  en  z, 

3.  Les  fonctions  F(:;),  définies  par  des  intégrales  (i),  ne  sont 
donc  pas  des  fonctions  spéciales  :  toute  fonction  analytique  est 
susceptible  d'être  exprimée  d'une  infinité  de  manières  sous  cette 
forme. 

De  plus,  à  des  fonctions  F(z)  compliquées,  à  des  transcen- 
dantes irréductibles  aux  fonctions  usuelles  correspondent  sou- 
vent les  fonctions  R(^,  ;;)  rationnelles  en  ^  à  coefficicnls  fonctions 
très  simples.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  de  la  fonction 


(le  chemin  L  élant  rinlervalle  o,  oc)  correspondant  à  la  transcen- 
dante irréductible 

•^"  \/a  -\-  bn 
ou  bien  le  cas  de  la  fonction 

<?-'—  e-f'^-¥-  5e-^'(i  —  e-«' ), 
(1  — 5c-«')< 

(L  étant  l'intervalle  o,  oo)  correspondant  à  la  transcendante 
F(5)=Vlog(a4-6/05«, 


(')  Voir,  par  exemple,  Bori:l,  Leçons  sur  les  séries  divergentes,  Chap.  II. 
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Des  transcendantes  pareilles  se  présentent,  d'ailleurs^ 
d'elles-mêmes  dans  une  foule  de  problèmes  variés,  directe- 
ment exprimées  sous  la  forme  que  nous  avons  ici  en  vue. 

Ainsi  rintégrale  de  réqualîon 

fix  dv 


où  f  est  une  fonction  rationnelle  en  z  et  quelconque  en  x^  sera, 
lorsqu'on  y  fixe  la  valeur  de  x^  une  fonction  de  z  qui  s'exprime 
par  des  combinaisons  simples  de  fonctions  fournies  par  des  qua- 
dratures et  de  certaines  fonctions  ¥{z)  directement  exprimées 
sous  la  forme  (i). 

En  y  faisant,  par  exemple,  a:  =  oo,  on  aura  la  valeur  asvmpto- 
lîque  de  l'intégrale  exprimée  comme  fonction  du  paramètre  5. 
La  valeur  asjmptotique,  par  exemple,  de  l'intégrale  de  l'équation 

(e«'«-  -seP-»')  ^  =  ^{y)        (o  <  a  <  P), 
dans  les  cas  où  l'équation 

i  =  ?(>-) 

est  à  l'intégrale  uniforme,  sera  ou  bien  une  fonction  rationnelle 
de  la  transcendante 


H-')  =2 


5« 


ou  bien  rationnelle  en  e**^^^^,  ou  bien  algébrique  en  sn[aô(5)], 
où  a,  le  module  de  sn  et  les  coefficients  de  ces  fonctions  ration- 
nelles ou  algébriques  étant  constants. 

Étant  donnée  une  équation  algébrique  du  premier  ordre 

à  points  critiques  fixes  et  du  genre  zéro,  l'évaluation  de  l'inté- 
grale  /  y  dx  ou,  plus  géncralemcnl,  de 

(5)  f\\{r,Y)dx 
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(R  étant  ratîonnelie  en  y,  quelconque  en  x)^  conduit  également 
aux  transcendantes  dont  nous  nous  occupons  ici.  Garrintégraley 
sera  une  combinaison  rationnelle  d^une  certaine  fonction 


u  = 


Gtvi-h  wj 


fournie  par  Tintégration  d'une  certaine  équation  de  Kiccati,  rat- 
tachée à  Téquation  (4).  L'intégrale  (5)  sera  donc  de  la  forme 

OÙ  P  est  une  certaine  fonction  rationnelle  en  G  à  coefficients 
fonctions  de  ^  dépendant  algébriquement  de  i^i,  Pj,  Wt,  «Pj  et  des 
coefficients  fonctions  de  l'équation  différentielle  (4)  :  elle  sera 
donc  une  fonction  de  la  constante  d'intégration  G  qui  se  présente 
directement  sous  la  forme  (i). 

Dans  le  cas,  par  exemple,  de  l'équation  bien  simple 


g^.,.^._^.:,, 

l'intégrale 

f    (y-hoL)dx 

a  pour  valeur 

G 

e    ^ 

4.  Supposons  maintenant  qu'on  se  donne  à  l'avance  une  inté- 
grale déterminée  (i),  où  les  coefficients  de  la  fonction  rationnelle 
R,  ainsi  que  le  chemin  L,  soient  précisés.  Il  y  aurait  un  intérêt 
manifeste  à  étudier  les  particularités  de  la  fonction  F{z)  qu'elle 
représente  directement  sur  l'expression  analytique  ainsi  donnée, 
sans  chercher  à  la  ramener  à  des  combinaisons  explicites  de  fonc- 
tions connues.  G'est  à  cet  ordre  d'idées  que  se  rattache  la  pré- 
sente étude.  Je  m'y  propose,  en  particulier,  d'indiquer  quelques 
relations  existant  entre  certaines  particularités  des  fonctions  figu- 
rant comme  coefficients  dans  la  fonction  rationnelle  R  et  celles  de 
la  fonction  F(z)  elle-même,  correspondant  à  la  fonction  R  et  le 
chemin  d'intégration  donnés. 
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Tout  d'abord,  le  développement  de  Tinlégrale  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  la  variable  z  met  en  évidence  la  possi- 
bilité d'exprimer  la  fonction  F(z)  comme  combinaison  simple  de 
diverses  puissances  de  z  et  de  certaines  fonctions  8(w)  jouant, 
par  rapport  à  F(5),  le  rôle  d'une  espèce  d'élémenls  simples. 

Les  coefficients  des  séries 

6(z)  =  ao-h  a|5  H-  ais'-h... 

ainsi  obtenues  et  correspondant  à   ces   éicmcnts  simples  appa- 
raissent sous  la  forme 


où  les  fonctions  \(t)  et  /'(/)  dépendent  algébriquement  des  coef- 
(icients  de  la  fonction  rationnelle  R. 

La  forme  même  de  la  dernière  intégrale,  déjà  étudiée  sous 
quelques  rapports  et  dans  certains  cas  plus  particuliers,  rend  par- 
ticulièrement faciles  diverses  recherches  concernant,  par  exemple, 
la  manière  dont  a,,  varie  avec  ai,  ses  limites  supérieures  ou  infé- 
rieures, sa  valeur  approchée  ou  valeur  asjmptotique  pour  n  très 
grand,  la  convergence  des  séries  8(5)  et  diverses  autres  particula- 
rités des  fonctions  6(3)  (zéros,  singularités,  valeurs  asymptotiques, 
mode  de  croissance,  etc.). 

Les  résultats  récents  sur  les  séries  de  Taylor  et  sur  les  fonctions 
représentées  par  des  intégrales  définies,  comme  par  exemple  ceux 
de  MM.  Hadamard  et  Le  Roy,  y  trouveront  un  vaste  champ  d'ap- 
plications variées.  Je  me  bornerai  à  en  signaler  quelques-unes  les 
plus  directes,  n'ayant  pour  but  que  d'en  faire  ressortir  la  possi- 
bilité et  l'intérêt  d'une  théorie  plus  complète  des  fonctions  faisant 
Tobjct  de  ce  Mémoire. 

IL    DÉVELOPPKMK>r    K3r    SCRIES    DE    TaYLOR. 

L  (Considérons  Tintégrale 
où  11  ol  une  fouclion   rationnelle  de   z  à   coefficients  fonctions 
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analytiques  quelconques  de  /.  Nous  supposerons  que  ni  le  numé- 
rateur ni  le  dénominateur  de  R  ne  contiennent  de  facteurs  de  la 
forme  (z  —  a)*  (a  élani  constant),  sans  quoi  on  tirerait  ces  fac- 
teurs en  dehors  de  l'intégrale.  La  fonction  R  étant  holomorphe 
pour  les  valeurs  de  z  au  voisinage  de  3  =  o,  on  aura,  pour  z  suffi- 
samment petit, 

(7)  R(^  z)=  Ho-hH,<s-hHj^*-+-.... 

D'après  le  théorème  bien  connu  sur  les  développements  des 
fonctions  rationnelles  en  séries  de  Tajlor,  le  coefficient  général 
Hn  sera  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  ajant  tous  la 
forme 

(B)  P/(/*,  t)[ri{t)]'^; 

les  fonctions  ri(t)  ne  dépendent  que  de  n  et  s'obtiennent  comme 
racines  d'une  certaine  équation  algébrique  en  r 

(9)  G(^r)=:o, 

transformée  en  -5  =  -  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le 

dénominateur  de  R(^,  z);  les  fonctions  P|(/î,  t)  sont  des  pol^r- 
nomes  en  n  k  coefficients  fonctions  de  t  dépendant  rationnelle- 
ment des  coefficients  des  diverses  puissances  de  z  dans  R(^,  z); 
enfin,  le  degré  du  polynôme  P,  en  n  sera  égal  à  X/ —  i ,  où  X/  désigne 
l'ordre  de  la  racine  correspondante  /•  =  /v(/)  de  l'équation  algé- 
brique (9).  A  chaque  racine  r  de  (9)  correspondra  un  terme  (8) 
dans  l'expression  de  H/<. 

Le  coefficient  H,,  sera  donc  la  somme  d'un  nombre  limité  de 

termes  de  la  forme 

n^Ai(t)[n{t)]», 

où  les  fonctions  Ai(t)  et  ri(l)  ne  dépendent  pas  de  n  et  dépendent 
algébriquement  des  coefficients  de  la  fonction  R(r,  :;). 

Par  conséquent,  en  supposant  que  l'intégration  de  la  série  (7) 
soit  légitime,  on  aura  le  résultat  suivant  :  ^ 

Le  coefficient  a„  de  la  série 

iio)  F(;ï)  =  ao-r-«i>3H- rtj5«-t-. . ., 

correspondanl  à  la  fonction  éludice  (()),  sera  la  somme  d'un 
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nombre  limité  de  termes 

(II)  /i*I(/i), 

où  k  est  un  entier  positif,  et  I(/?)  une  fonction  de  n  donnée 
par  la  formule 


(iti) 


l(/i)=    f\(t)[r(t)\ndt. 


La  détermination  du  coefficient  a„  se  ramène  donc  au  calcul 
des  intégrales  de  la  forme  (la). 

Il  arrive,  toutefois,  dans  certains  cas  particuliers,  que  quelques- 
unes  parmi  les  intégrales  l(/2),  correspondant  à  la  fonction  donnée 
F(5),  soient  infinies  ou  indéterminées,  quoique  F{z)  soit  liolo- 
morphe  pour  j  =  o.  De  tels  cas  se  présentent  lorsque  plusieurs 
intégrales  I(/i),  multipliées  par  une  même  puissance  de  n,  sont 
infinies  ou  indéterminées  quel  que  soit  n,  cette  discontinuité  dis- 
paraissant  dans  leur  somme.  La  détermination  du  coefficient  a« 
se  ramène  alors  au  calcul  des  intégrales  de  la  forme 


(13) 


riA,(O[r,(/)]«-hA,(/)[r,(0]«- 


.jrf/, 


oii  le  nombre  de  termes  sous  le  signe  (est  limité. 

Ceci  se  présente,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la  fonction 

à  laquelle  correspond  le  coefficient 

chacune  des  deux  intégrales  (i  5),  prise  séparément,  est  infinie;  le 
coefficient  a,,  est,  cependant,  fini  et  a  pour  valeur 

rt«=:l0g(/l-f-  2). 

2,  Revenons  aux  intégrales  {wi)  auxquelles  se  ramène,  dans  le 
cas  général,  le  calcul  des  coefficients  «„. 

D'abord,  dans  certains  cas  ces  intégrales  se  laissent  exprimer 
sous  la  forme  explicite  comme  fonctions  de  n. 
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g-.«/*g-i.AtV/=  ^ 


tf-«'  cosat  dt  = 


'^    V^a  -h  bn 
n 


0  a«-t-/i« 


,  .        dt  a 

e-'»'  sin  a^  —  =  arc  tang  - , 


f 

r  i—^'cctidt  =  —  :^-^ , 

J_^\a'^'^t^J  \5i«/  I  .2.  i...(/i  —  ij 


21t  C"-* 

ë«^  i.2.3...(/i  — 1)' 

*"-*  /i(n  -+- 1).  ..C?n  --  i> 


f^f^dt         TT  1 . 3 . 5 . . .  (  2  n  ■ 


'       â/l__  /J  2  2. 4. G..,  2/1 


/"Or 


dt 


1.2.5.      .(Al  —  l) 


À 
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Supposons,  par  exemple,  que  Tare  d'intégration  forme  un 
contour  fermé  qui  entourera  alors  nécessairement  des  singularités 
d'au  moins  une  fonction  A(/)  et  r{t)\  I(/i)  sera  la  somme  d'inté- 
grales prises  le  long  des  circonférences  de  rayon  infiniment  petit 
décrites  autour  de  ces  singularités.  En  particulier,  chaque  pôle 
de  A(/)  donnera,  dans  l'expression  de  I(/i),  un  terme  de  la  forme 
n{n  —  i). .  .(n  —  K)ah^^ 

où  ^  et  6  sont  des  constantes  indépendantes  de  n  et  h  un  entier  ^^ 

positif  également  indépendant  de  n.  Chaque  pôle  de  t\C)  fournira 
un  terme  dont  la  valeur  sera  donnée  par  le  résidu  correspondant; 
celui-ci  peut  représenter  des  fonctions  infiniment  variées  de  /i, 
comme  l'on  s'assure,  par  exemple,  en  prenant 

dans  quel  cas  le  résidu  représentera  le  coefficient  Cn-\  de  la  série 

A(0  =  Co-hC,  ^H-Cî<*H- 

Un  grand  nombre  d'intégrales  I(/i)  se  calculerait  par  des  mé- 
thodes spéciales  liées  aux  hypothèses  faites  sur  les  fonctions  A  (^), 
r(^)  et  le  chemin  d'intégration  L,  ou  à  Taide  des  formules  con- 
nues du  Calcul  intégral.  En  voici  quelques  intégrales  connues  de 
celte  espèce  : 
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l'intégrale  élant  prise  le  long  d'une  circonférence  décrite  autour 
de  Torigine),  etc. 

3.  Dans  les  cas  où  il  est  impossible  d^exprtmer  I(n)  comme 
fonction  explicite  de  /i,  on  peut  en  préciser  des  limites  supé- 
rieures ou  inférieures  soit  pour  la  valeur  même  de  I(/z),  soit  pour 
son  module;  la  forme  même  de  ces  intégrales  rend  particulière- 
ment faciles  les  recherches  de  cette  espèce. 

Ainsi,  le  chemin  d'intégration  étant  réel  ainsi  que  les  fonctions 
A(^)  et  r(t),  le  théorème  de  la  moyenne  fournira  soit  des  limites 
supérieures,  soit  des  limites  inférieures  de  l(n).  Pour  les  inté- 
grales, par  exemple,  de  la  forme 


(a<o), 


on  aurait 


M|  et  M]  étant  des  constantes;  pour 

l(/i)=  f  A(0«^*''rf^ 


il  serait 
pour 
on  aurait 


^<i(/0<^; 


^■i^Ltiimi^i^'.)  /■Ly"-'<,(,.;<M,»<"^/)-('^— )/_Ly'-'. 

Lorsque  le  chemin  d'intégration  ou  les  fonctions  A(/)et  /•(/) 
ne  sont  pas  réels,  en  choisissant,  par  exemple,  deux  fonctions 
À(/)  et  w(/)  de  sorte  qu'on  ait  constamment,  le  long  de  l'arc  d'in- 
tégration, 

|A(<)|1|X(0, 

|/-(0U'"(0, 
un  aurait 

S  clanl  la  longueur  de  l'arc  L, 
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En  particulier,  on  peut  prendre  comme  intégrales  de  compa- 
raison celles  où  la  fonction  u(t)  se  réduit  à  une  constante.  Soit  M 
le  minimum  maximorum  du  module  de  r{t)  le  long  des  arcs 
obtenus  en  déformant  L  de  manière  que  I(/i)  conserve  la  même 
valeur  que  le  long  de  L.  Toutes  les  fois  que  Tintégrale 

V^J\\{t)\ds 

est  une  valeur  finie,  déterminée  et  différente  de  zéro,  on  aura 

[I(/i)|<PM«, 

Si  le  minimum  maximorum  n'existe  pas,  on  prendrait  pour  M 
la  plus  grande  valeur  qu*acquiert  la  fonction  r{t)  le  long  de  L. 

En  faisant  des  hypothèses  sur  les  fonctions  A(^)  et  /•(/),  et  en 
prenant  pour  fonctions  de  comparaison  des  fonctions  variées  de  /, 
on  aura  des  intégrales  de  comparaison  en  nombre  illimité. 

Considérons,  par  exemple,  les  intégrales  de  la  forme 


OÙ  les  fonctions  A(/)  et  r{t)  sont  supposées  réelles  pour  toute 
valeur  réelle  positive  de  t  et  satisfont  à  celte  condition  qu'on  ait 
en  valeur  absolue 

K{t)<kt,        r{t)<—A=' 
/a»  -h  t^ 

On  aura  alors  en  valeur  absolue  (pour  /i  >  2) 

tde 


I(/i)<AA« 

'0  i^'-^i'y 


ou  bien 

'       n  —  '2  \  a  / 

Signalons,  en  passant,  un  résultat  plus  général  fourni  par  des 
considérations  de  ce  genre.  Soit/(w)  une  fonction  réelle  pour  ^ 
réel  et  positif,  holomorphe  pour  toute  valeur  de  :ï  à  partie  réelle, 
positif  et  tendant  vers  zéro  lorsque  :;  croît  indéfiniment  avec  un 

argument  quelconque  compris  entre  —  f  et  -  • 
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La  valeur  absolue  du  coefficient  A„(/i>i)  de  la  série  de 
Taylor 

/iz)  =  Ao-^A,(5  — a)-h  Aî(-5  — a)«-t-..., 

où  a  est  une  quantité  réelle  et  positive  que/conque,  est  infé- 
rieure à  la  valeur 

(n  —  i)7ra'*-* 

N  désignant  la  plus  grande  valeur  absolue  qu'acquiert  le  rapport 

^^^^  pendant  que  z  varie  par  valeurs  positives  de  z  =  o  à  ^  =00, 

et  à{z)  représentant  le  coefficient  de  i  dsms  /(zi). 

En  effet,  comme  je  Tai  montré  ailleurs  (*),  pour  toute  fonction 
/(z)  satisfaisant  aux  conditions  énumérées,  on  aura,  en  valeur 
absolue, 

Or,  le  rapport  -ï^-^,  nul  pour  5  =  00,  fini  pour  ^  =  00,  et  holo- 

morphe  pour  toute  valeur  positive  de  z^  présentera  certainement 
un  maximum  N  fini  et  déterminé,  lorsque  z  varie  de  5  =  o  à  5  =  oc, 
de  sorte  qu'on  aura  en  valeur  absolue,  pour  les  valeurs  positives 
de  ^, 

ce  qui  conduit  directement  au  résultat  énoncé. 

4.  Outre  les  méthodes  de  comparaison  précédentes,  on  peut, 
grâce  à  la  forme  des  intégrales  I(/i),  avoir  des  limites  supérieures 
de  l(/2)  par  bien  d'autres  procédés. 

Ainsi,  lorsque  le  chemin  L  forme  un  contour  fermé,  on  aurait, 
dans  des  cas  étendus,  des  limites  supérieures  du  module  de  I(/i) 
par  des  procédés  analogues  à  celui  par  lequel  on  détermine  de 
telles  limites  pour  les  coefficients  des  fonctions  entières  en  par- 
tant de  leur  expression  sous  la  forme  de  l'intégrale  de  Cauchy. 

Supposons,  pour  indiquer  un  autre  procédé,  que  le  chemin  L 
se  réduise  à  un  intervalle  limité  ou  illimité  de  valeurs  réelles,  les 


(  '  )  Généralisation  de  certaines  formules  de  Stieltjes  {liendiconti  del  Circolo 
matematico  di  Palerrno,  iî)o3,  p.  33 1  ). 
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fondions  A(/)  et  r{l)  étant  réelles,  finies  et  continues  entre  lé.s 
liniiles  d'intégration.  L'inégalité  de  M.  Schwartz 

valable  pour  les   fonctions  o  et  ^j;  réelles  et  intégrables  enire  les 
limites  de  l'intégration,  appliquée  aux  fonctions 

conduit  à  l'inégalité 

I(n)<A/Y>), 

où  A  est  une  constante  indépendante  de  /2  ayant  pour  valeur 

et  Y(«)  étant  une  fond  ion  de  n  donnée  par 
\(n)=Jlr{t)]^ndt. 
Appliquée,  par  exemple,  aux  intégrales 

oii  a  et  b  sont  des  constantes  positives  et  A(/)  une  fonction  telle 
que  l'intégrale 

r    X{è)dt 

ait  un  sens,  la  dernière  inégalité  conduit  à 


V     /  ^     r    y/  1.2.3.  ..('2W  —  Ij 


— '). 


a  et  ^  étant  indépendants  de  n. 

D'autres  limites  de  I(/i)  seraient  fournies  par  le  théorème  connu 
d'Ossian  Bonnet  consistant  en  ce  que,  si  ci(.r)  est  une  fonclion 
positive  et  croissante  dans  l'intervalle  (a,  b),  on  aura 


XXXII, 
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i  uvec  a  <  ç  <;  b),  et  si  ^(r)  est  positive  el  décroissante,  on  aura 

/     f(T)^{x)dxTrzQ{n)  I     /{r)(ix. 
*  a  *  n 

Supposons,  par  exemple,  que  le  chemin  L,  ainsi  que  les  fonc- 
iiuns  A(^)  et  /•(/)  figurant  dans  I(w),  soient  réels,  elque,  de  plus, 
;M/)etr'(^)  conservent  des  signes  invariables  pendant  que  /  varie 
iiîms  l'intervalle  (rt,  b)  [nous  considérerons  le  signe  de  /(/)  comme 
positif]  et  enfin  que  Tintégrale 

/         f^{t)dt 
\ 

resle  finie,  déterminée  et  difierentc  de  zéro  |)our  toule  valeur  de  ; 
v\  i\  com|)risc  entre  a  et  b. 

En  appliquant  le  ihcorème  de  Bonnet  aux  fonctions 

f(t)^K{t),    .    ç(/)=[r(0|«, 
nii  aura 

\(n)  =- AB«, 

nu  A  et  B  sont  des  conslanles  avant  pour  valeurs  : 
Si  r\t)>o, 

A  =    /      V(nr//,  B  =  r(a): 


'5 
SI  f'(/)<o, 


-.""i 


\^=   f    A(n^^  B  =-.  r(/>), 

\  vl  T|  élant  deux  noml)res  compris  enire  a  et  b. 

Si  donc  N  et  M  représentent  une  limite  supérieure  et  une 
tiiuite  inférieure  ries  intégrales  A  ainsi  définies,  on  aura 

^B"<  !(«)-    MB". 


III.  —    Dit  oMPOsiTio\    F>    i:li:me>ts   simplks. 

1.    I.e  coelficienl  b„  do  la  >rrie 

H   /.  c>  --  II,,  -  II,:?  —  Ihcî      .... 
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correspondant  à  la  fonclion  F(5)éliidice,sera,  comme  nous  Tavions 
remannié,  la  somme  d'un  nombre  limité  de  Icrmes  de  la  forme 

P(/,  n)[r(f)y\ 

où  les  /'(/)  ne  dépendent  pas  de  n  et  s'obtiennent  comme  racines 
d'une  cerlaine  équation  algébrique  en  /•  à  coefficients  fonclitms 
de  /;  P(^,  n)  sont  des  polvnomes  en  n  à  coefficients  fondions 
de  /  des  degrés  indépendants  de  n. 

Chaque  poljnome  P(/,  n)  se  laisse  mettre,  et  cela  d'une  seule 
manière,  sous  la  forme 

P(/,  /i)  =  Ao(/)-h/iA,(OH-w(/i-ï)A5(0-+-..., 

où  les  A|(/)  seront  fonctions  de  t  définies  par  le  sjstéme  d'équa- 
tions linéaires 

P(^o)  =  Ao,    - 

V{t,  i)  =  Ao-hA„ 

P(r,  1)  ^  Ao-h7A,-h-;,Aï, 

P(/,  3)  =  Ao-4-  3A,  H-  6A1-+-  «Aj, 


Par  suite,  le  coefficient  b„  se  laisse  exprimer  sous  la  forme  de 
la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

n{n  —  i)(n  —  9.). .  .(/i  —  /i)l('/j), 

où  A  ne  dépend  pas  de  /<,  et  où  I(/i)  sera  de  la  forme 

(16)  l(n)=   f  k{t)[r{t)Ydt. 

Les  fonctions  A(^)  et  r{t)  ne  dépendent  pas  de  n  et  dépendent 
algébriquement  des  fonctions  de  t  figurant  comme  coefficients 
des  diverses  puissances  de  z  dans  R(^,  z), 

La  fonction  étudiée  F (5)  s'exprime  donc  sous  la  forme  de  la 
somme  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

^^  d^      ^L^ 

0  0 

d'où  le  théorème  suivant,  fondamental  pour  l'étude  que  nous  nous 
proposons  : 
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En  désignant  par 

ï,(/i),     I,(/i),     I,(n),     ... 

les  diverses  intégrales  de  la  forme  (16),  rattachées  à  la  fonc- 
tion considérée  F  (5),  et  par 

e,(^),   ^r{z\  e,(^),    ... 

les  diverses  fonctions 

0 

correspondant    à    ces  intégrales,    la  fonction   F(^)  se   laisse 
mettre  sous  la  forme  d^une  combinaison  linéaire  de  termes 


Oi{^),   ^^,->    -»'  j_-o->    •••» 


On  arriverait,  comme  on  s'en  rend  bien  coinple,  au  même 
résultat  en  décomposant  la  fraction  rationnelle  R(^,  z)  en  frac- 
tions simples,  et  en  intégrant  l'expression  obtenue  le  long  dïi 
chemin  L.  La  décomposition  précédente  de  F(^)  n'est  donc  pas 
restreinte  aux  valeurs  de  .3  à  Tintérieur  du  cercle  de  convergence 
de  la  série  correspondante  8(:ï),  pourvu  que,  pour  les  valeurs 
de  z  hors  de  ce  cercle,  on  considère  6(3)  comme  définie  par  son 
expression 

qui  la  représente  dans  lout  le  plan. 

2.  Les  fonctions  8(>s)  jouent  le  rôle  d'une  espèce  à^éléments 
simples  par  rapport  aux  fonctions  F(^).  Ces  éléments  sont, 
d'ailleurs,  infiniment  variés  et  représentent,  en  général,  des  fonc- 
tions transcendantes  de  z. 

Ainsi,  les  fonctions  F (5)  correspondant  aux  fonctions 

\(i)  =  e^t,         '-(0=7 
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et  à  l'arc  L  représentant  un  contour  fermé   entourant  l'origine, 
sont  des  combinaisons  linéaires  d\in  nombre  limité  de  termes  de 
la  forme  z^e^^. 
Les  fonctions  F  (s)  correspondant  aux  fonctions  A(^)  et  r{t) 

de  la  forme 

\{t)  =  &'*\         r(f  )  =  <;*'• 

(a  et  b  étant  des  constantes  à  partie  réelle  négative)  et  à  l'arc  L 
I  se  réduisant  au  demi-axe  réel,  se  réduisent  à  des  combinaisons 

linéaires  des  puissances  de  J,  de  la  transcendante 


-*■  va  H-  on 


et  de  ses  dérivés  par  rapport  à  z. 

Lorsque  les  fonctions  A(^)  et  r(/)  sont  de  la  forme 

.  s'inaC 

Tare  L  se  réduisant  au  demi-axe  réel,  le  rôle  d'élément  simple  est 
joué  par  la  transcendante 


3.  Dans  certains  cas,  les  fonctions  ^{z)  se  réduisent  à  des 
fonctions  rationnelles  de  z.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il 
siifTit  que  I(^)  soit  polynôme  en 

/i,     a«,     b\     c",      ..., 

a,  6,  c,  ...,  et  des  degrés  de  ces  polynômes  étant  indépendants 
de  /i. 

En  mettant  à  part  le  cas  évident  où  la  fonction  correspondante 
rit)  se  réduit  à  une  constante,  il  en  sera  ainsi,  par  exemple,  toutes 
les  fois  que  l'arc  L  forme  un  contour  fermé  entourant  un 
nombre  limité  de  pôles  de  A(^),  et  à  l'intérieur  duquel  la 
fonction  correspondante  r(t)est  holomorphe.  Dans  ce  cas,  l'in- 
tégrale I(/i)  sera  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la 

forme 

n(n  —  i).  ..(n  —  h)ab''^ 
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où  ei,  b  sont  des  constantes  indépendantes  de  /i,  el  h  un  enlicr 
également  indépendant  de /i  ;  la  fonction  8(5)  est  donc  ration- 
nelle. 

IV.  —  Convergence  des  séries  6(3). 

1.  Par  la  réduction  des  fonctions  étudiées  F (2)  aux  éléments 
simples,  la  question  de  la  convergence  des  séries 

t'sl  ranienée  à  celle  des  séries 

0(  j)  =  I(oj -t- 1(1)^  H- I('2);î»-+-.  . ., 

Si  pi,  p2,  pa,  .  .  .  sont  les  rayons  de  convergence  des  séries  0|, 
^2t  83,  ...  rattachées  à  la  fonction  F(.5),  le  rayon  de  convergence  R 
de  la  série  F (3)  sera  le  plus  petit  parmi  les  rayons  p/. 

De  même,  si  X|,  A2,  X3,  . . .  sont  des  limites  inférieures  des  p,, 
la  plus  petite  d'enlre  elles  sera  une  limite  inférieure  du  rayon  R. 

Occupons-nous  donc  de  la  convergence  des  séries  6(s). 

D*abord,  dans  les  cas  où  l'intégrale  correspondante  i{n)  se 
laisse  exprimer  sous  la  forme  explicite  conune  fonction  de  (/î),le 
rayon  de  convergence  p  de  0(w)  sera  donné  comme  limite  pour 
/i  z=:  gç  de  l'une  ou  l'autre  des  expressions 


dans  lesquelles  Tinlégiale  I(")  peut  aussi  être  remplacée  par  sa 
valeur  a^^ymptotique. 

Dans  les  cas  où  Ton  ne  sait  calculer  ni  \{n)  ni  sa  valeur  asymp- 
lotique,  on  peul,  à  l'aide  des  inégalités  relatives  à  l(/i),  dé- 
lerminer  des  limites  inlerieures  du  rayon  p. 

Ainsi,  si  le  long  de  l'arc  L  on  a  constamment 

la  constante 

F  =  f\  Mf)\ds 

ayant  uu  sens,  lufc  l imite  inférieure  de  p  sera  donnée  par  r.  - 
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Imaginons  mainlenanl  que  l'on  déforme  le  chemin  d'inlégra- 
lion  de  manière  que  rintégrale  I(/i)  ne  change  pas  de  valeur.  A 
tout  chemin  correspondra  une  valeur  M  et,  si  ii  est  le  plus  petit 
parmi  les  M  ainsi  obtenus,  -  sera  une  limite  inférieure  de  p. 

Or,  dans  des  cas  généraux  -  représente  même  la  valeur 
exacte  du  rayon  p . 

Il  en  sera,  d'abord,  ainsi  toutes  les  fois  que  Tare  L  se  réduit  à 
une  portion  (a,  fe),  limitée  ou  illimitée,  de  Taxe  réel,  le  long  de 
laquelle  les  fonctions  A(^)  et  r(t)  sont  réelles,  finies  et  conti- 
nues, et  l'intégrale   /  A(t)dt  finie  et  différente  de  zéro. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  d'abord  que  r{t)  garde  constam- 
ment un  même  signe  dans  l'intervalle  (a,  b)  (nous  considérerons 
ce  signe  comme  positif)  et  que  la  dérivée /•'(/)  j  soit  positive. 
D'après  le  théorème  cité  de  Ossian  Bonnet,  on  aura 

([7)  I(/^)  =  AB« 

avec 

d'où  l'on  conclut  que 

_      I 

Si  maintenant  la  dérivée  /'(O  ^'^^it  négaiivc,  on  aurait  encore 
l'égalité  (17)  avec 

A=/     K{t)dt,  IJ  =  /•(«),  6f<$<6, 

et  le  rapport  de  conver«;ence  seniit 

^^  7T^)' 

Si,  enfin,  r(t)  et  la  dérivée  /'(/)  changeaient  de  signe  dans 
l'intervalle  {a,  6),  on  décomposerait  cet  intervalle  en  plusieurs 
autres  où  r(/),  ainsi  que  r'(t)^  gardent  des  signes  invariables. 
Chacun  de  ces  intervalles  partiels  donnera  dans  l(/i)  un  terme  de 
la  forme  AB";  la  valeur  asymptotique  de  l{n)  coïncidera   avec 
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celui  de  ces  termes  pour  le(|uel  B  =  r(l)  a  la  plus  grande  valeur, 
de  sorte  qu'en  désignant  celle-ci  par  ;ji  on  aura  Inégalité  asymp- 
loii(|ue 

et  le  rayon  p  aura  pour  valeur  — • 

Voici  maintenant  un  second  cas  général  où  le  rayon  p  a  pour 

valeur  exacte  -•  Supposons  qu'on  puisse  déformer  le  chemin  dUn- 

légration,  réel  ou  imaginaire,  de  manière  à  le  faire  passer  par  un 
point  a  autre  qu'une  limite  de  l'intégrale  et  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  :  i°  qu'on  ait  /•'(a)  =  o;  2**  que  la  plus  grande 
valeur  de  r(t)  le  long  du  nouveau  chemin  ait  lieu  en  a;  3°  que 
les  fonctions  A(^)  et  r(t)  soient  holomorphes  au  voisinage  de  «. 
Dans  ce  cas,  on  aura  encore 


Ceci  résulte  directement  du  théorème  de  M.  Darboux  consistant 
en  ce  que,  dans  les  conditions  énumérées,  l'égalité  asymplotiqiie 
de  Laplace  est  valable  et  Pinlégrale  l{n)  se  laisse  mettre,  pour  les 
«•randes  valeurs  de  n,  sous  la  forme 

où  N  est  une  constante  indépendante  de  n,  et  e  une  fonction  de  n 
tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

2.  D'une  manière  générale,  la  question  de  convergence  des 
fonctions  ô(w)  est  étroitement  liée  à  celle  des  valeurs  asymplo- 
tiques  des  intégrales  l{n)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle  des 
valeurs  a|)prochées  des  l{n)  pour  les  grandes  valeurs  de  n. 

jNous  rappellerons  quelques  égalités  asjmptotiques  de  celte 
espèce,  connues  ou  faciles  à  démontrer,  s'appliquant  directenieiit 
à  la  (|uestion  de  convergence  des  fonctions  6(w). 

En  premier  lieu,  Pégalilé  asymplolique  de  Laplace 

/  \(f)r[{  f)\"(/f  ~  — — 
.'1.  /// 
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(où  A  el  B  sont  des  constanles,  indépendantes  de  n),  applicable 
dans  les  condîlions  connues,  précisées  par  M.  Darboux  (*)  et 
citées  dans  le  paragraphe  précédent. 

MM.  Flamme  (^)  et  Hamy  (')  se  sont  particulièrement  occupés 
des  intégrales  de  la  forme 


jK{i)V^dt,    /^(n^jYdt, 


et  ont  mis  en  évidence  la  manière  dont  leurs  valeurs  asymplo- 
tiques  dépendent  de  la  nature  des  singularités  de  la  Tonction  A(/). 
M.  Le  Roy(*)  s'est  occupé  des  valeurs  asvmptotiques  des  inté- 
grales 

r(/i)=  f  A(Oe«'c/f 

lorsque    la   fonction  A(^)  satisfait  à   certaines   conditions   assez 
larges. 

Un  procédé  simple,  dû  à  M.  Poincaré  (5),  permet  de  traiter  le 
cas  des  intégrales  I(/i)  de  la  forme 


prises  le  long  d*un  chemin  réel  ou  imaginaire  de  longueur  finie; 
on  arrive  à  l'égalité  asymptotique 

l(n)  f-^  j 

n 

où  A  et  a  ne  dépendent  pas  de  /?. 

Citons  encore  le  cas  où  l'intégrale  l(/0  donnée  est  une  fonction 
de  n  régulière  dans  le  domaine  de  rinfini  et,  par  suite,  dévelop- 


(  '  )  Mémoire  Sur  l  "approximation  des  fonctions  de  très  grands  nombres,  etc. 
{Journ.  de  Math,  pures  et  appl.,  1878). 

(')  Hecherclies  des  expressions  approchées,  etc.  (Thèse  de  doctorat,  Paris, 
18H-). 

(*)  Sur  le  développement  approché  de  la  fonction  perturbatrice,  etc. 
{Journ.  de  Math,  pures  et  appl.,  1894). 

(')  Valeurs  asyniptotiffues  de  certaines  séries,  etc.  {Bull,  des  Sciences 
math.,  M^no  ). 

(^)   Théorie  analjlir/ue  de  fa  pro-ixi^ntion  de  lit  chaleur.  Chiip.  XH* 
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j)able  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  —  > 

convergente  pour  les    valeurs   suffisamment    grandes   de  n  :   on 
dén)ontre  aisément  Tégalité  asj^mptolique 

A 


'       ni* 


A  étant  une  constante  et  p  un  entier  positif  ou  nul,  indépendants 
de  n.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  des  intégrales 


/■ 


lorsque  A(/)  est  holomorphe  au  voisinage  de  ^  =  o  et  telle  que,  en 

posant 

A  (  /  )  =  ao  -4-  ai  /  -f-  aj  /«  H- . . . , 

la  série 

converge  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  /  [ce  qui  arrive, 
en  particulier,  toutes  les  fois  que  A(/)  est  une  fonction  entière  du 
genre  zéro]. 

3.  Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  la  fonction 
considérée  6(^)  est  »ne  fonction  entière  de  :;.  Pour  qu'il  en  soîl 
ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  Tune  ou  Tautre  des  expressions 


VU  nu 


tende  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  La  proposition  sub- 
siste, d'ailleurs,  si  Ton  substitue  aux  intégrales  !(/?)  leurs  valeurs 
asvmptoliques,  dont  il  a  été  question  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent. 

Ainsi,  la  fonction  6(5)  correspondant  à  l'intégrale 


{n)  =  r  e-«'*  €?'"'  dt  =  i/-e    *'* 


est  une  fonction  entière  de  n]  au  contraire,  la  fonction  ^{z)  cor- 
respondant à  l'intégrale 

](//)=  /      — f-  r-«'  dt 


// 
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n'esl  pas  enlière,  la  valeur  asjmplolique  de  I(/i),  d'après  une  pro- 
position du  paragraphe  précédent,  élant  égale  à— • 

Dans  les  cas  où  Ton  ne  saurait  exprimer  sous  la  forme  explicite 
nî  la  valeur  exacte  l(/i)  ni  sa  valeur  asvmptotique,  on  peut  pro- 
céder par  comparaison,  comme  dans  l'étude  de  la  convergence  des 
séries  ^(z).  La  règle  intuitive  suivante  rendra  souvent  des  services 
à  cet  égard  : 

Soient  X(^)  et  u(l)  deux  fonctions  telles  qu'à  Tinlégrale 

\{n)=  f\X{t)\\u{t)\"'ds 
correspond  la  fonction  entière 

Y(o)-hY(l)5H-Y(2)5«H-.... 

Si  le  long  du  chemin  L  on  a  constamment 

|A(/)|5|X(0l, 
\r{t)\t\u(()l 

la  fonction  6(5)  correspondant  à  l'inlégrale  i{n)  sera  également 
une  fonction  entière  de  z. 

En  nous  reportant  à  ce  qui  a  été  dit  pour  le  rayon  de  conver- 
gence des  séries  8(c),  on  trouverair  aisément  d'autres  règles  four- 
nissant des  conditions  suffisantes  ou  bien  pour  que  6(5)  soit  une 
fonction  enlière,  ou  bien  pour  qu'elle  ne  le  soit  pas.  Elle  ne  le 
sera  pas,  par  exemple,  si,  le  chemin  d'intégration  élant  réel,  les 
fonctions  A(/)  et  /•(/)  sont  réelles,  finies  et  continues  le  long  de 
ce  chemin,  Tintégrale 

\ut)dt 


I' 


a\ant  un  sens. 

Ou  bien  encore  :  si  A(/)  el  /•(/)  satisfont  aux  conditions  pour 
que  l'inégalité  asjmptotique  de  i^aplace  soit  applicable  à  l'inté- 
grale correspondante  I(/i),  etc. 


\  .  —  Particularités  niv erses  des  fonctions  0(5). 
I.    I^a     l'orme    même    des    expression*;    anal\li(|ucs    ch*s     fonc- 
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lions  6(5),  données  soit  sous  la  forme  des  séries 

(18)  e(5)  =  i(o)-hi(r)5-f-i(2)^«-h... 


(19)  Un)=  f 

soit  comme  înlégrales 


k{t)[rit)\^dt, 


(•20)  0(5)=  f      ^^^\dl, 

rend  particulièrement  facile  l'élude  de  ces  fonctions,  en  meltanl 
en  évidence  des  relations  existant  entre  leurs  diverses  parlicula- 
rilés  et  celles  des  fonctions  correspondantes  A(i)  et  r{t). 

La  première  expression  analytique  définit  6(5)  à  Tintérieur 
d'une  certaine  circonférence;  la  seconde  en  fournit  le  prolonge- 
ment analytique  dans  tout  le  plan.  Chacune  d'elles  met  en  évi- 
dence certaines  particularités  des  fonctions  qu'elle  définit.  La 
première,  par  exemple,  se  prèle  directement  à  l'application  des 
résultats  récents  de  la  théorie  des  séries  de  Tajior,  relatifs  aux 
relations  existant  entre  la  manière  dont  varie  \{n)  avec  n  et  celle 
dont  croît  6(5)  avec  z\  ou  bien  entre  les  particularités  de  l(/i)  et 
les  singularités  de  8(5),  ses  zéros,  ses  pôles,  etc.  La  seconde  ex- 
pression est  souvent  plus  commode  pour  le  calcul  numérique  des 
fonctions  ^{z)\  elle  rend  possible  l'étude  des  propriétés  de  8(3) 
au  delà  du  cercle  de  convergence  de  la  série  correspondante,  etc. 
Les  résultats  récents  relatifs  à  certaines  intégrales  de  la  forme  (20), 
dus  à  M.  Le  Rov,  oflrent,  par  exemple,  le  moyen  d'étudier  les 
valeurs  asymplotiques  des  fonctions  6(«),  la  distribution  de  leurs 
singularités  dans  le  plan  des  z^  la  manière  dont  se  comporte  ^{z) 
lorsque  z  approche  du  cercle  de  convergence  de  la  série  ^{z)  ou 
bien  d'une  singularité,  ou  lorsque  z  tourne  autour  de  celle-ci,  etc. 

Nous  n'indiquerons  qu'à  titre  d'exemples  quelques  résultats  de 
cette  nature. 

2.  Tout  d'abord,  les  connaissances  sur  des  limites  supérieures 
ou  inférieures  du  module  de  la  fonction  A(/)  ou  r{t)  entraînent  des 
connaissances  sur  les  limites  que  ne  saurait  dépasser  le  module 
de  la  (onction  correspondante  H{z)  pour  les  valeurs  données  de  r-. 
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Ainsi,  en  désignant  par  M  le  plus  grand  module  de/*(/)  le  long 
*le  Tare  L  ou  bien  d'un  chemin  équivalent,  la  fonction  ration- 
nelle 

P 

i  — M5 
fiK'ec 

^  \{t)\ds 


'■=.(' 


représentera  une  limite  supérieure  de  \^{^)\  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  à  module  inférieur  à  ^' 

On  aura  des  limiles  plus  précises  dans  les  cas  où  les  limites  su- 
périeures des  modules  de  A(^)  et  r{t)  sont  fournies  par  des  fonc- 
tions diverses  de  t. 

Ainsi,  Taxe  L  se  réduisant  au  demi-axe  réel,  si  les  fondions  A(/) 
et  r{t)  sont  réelles  pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  /  et 
telles  que  pour  les  valeurs  positives  convenablement  choisies  de  A', 
/i,  a  on  ait  en  valeur  absolue 

h 


A{t)<,kt,         r{t)<- 


'  /a»  -4-  /« 
on  aura  en  valeur  absolue 

de  sorte  que  la  fonction 

représentera  une  limite  supérieure  de  \^(z)\  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  à  module  inférieur  à  t  • 

Signalons,  à  ce  propos,  un  résultat  d'une  portée  plus  générale, 
fourni  par  les  mêmes  considérations  et  conduisant  à  une  inégalité 
intéressante  relative  aux  accroissements  finis  d'une  classe  étendue 
de  fonctions. 

Considérons  une  fonction  f{z)  réelle  pour  z  réel  et  posilif, 
holomorphe  pour  toute  valeur  de  ^  à  partie  réelle  j)ositive  et  ten- 
dant vers  zéro  lorsque  z  croît  indéfiniment  dans  une  diroclion 
quelconque  correspondant  aux  parties  réelles  positives. 
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Comme  nous  l'avons  montré  précéclommenl,  à  parlir  du  raii»; 
n  =z  2,  les  coefficients  A,i  du  développement 

f(^z)  =  \Q-h\i(z  —  'k)-hAt(z  —  X)»-h... 

sont,  en  valeurs  absolues,  inférieurs  aux  coefficients  correspon- 
(laDts  (le  la  série 

où 


ij{t)  désignant  le  coefficient  de  /  dans/(^/)  et  \  étant  un  nombre 
réel  et  positif  quelconque. 

Or,  comme  l'on  a,  en  verlu  de  ce  qui  précède, 


Tz    {n  —  i)X"~^ 

(N  désignant  la  plus  grande  valeur  absolue,  finie  et  diflTérenle  de 

...  iL(  2 )  ,  .  , 

zéro,  qu  acquiert  le  rapport-^—;—  pendant  que  z  \arie  par  valeurs 

positives  de  -:?  =  o  à  5  =:  oc),  on  aura  en  valeur  absolue 

0(.)<-log(i-^, 

d'où,  en  faisant 

X  =  .r,        5  =  .r  -+-  /f, 

on  tire  le  résuhat  suivant  : 

La  valeur  absolue  de  l^ expression 

est  inférieure  à  celle  de  V expression 

quelles  que  soient  les  quantités  réelles  et  positives  het  x  pourvu 
qu^elles  satisfassent  à  la  condition  —  x  <C  h<Z  x. 

3.   Lorsque  la  fonction  O(^)  est  entii^re,  on  peut,  dans  des  ca^ 
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étendus,  étudier  la  manière  dont  elle  se  comporle  lorsque  le  mo- 
dule de  z  croît  indélinimenl. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  déterminé,  par  des  procédés 
de  M.  Hadamard,  une  fonction  y^{fi)  au  plus  égale,  pour  les 
valeurs  enlières  de  /i,  au  module  de  Tinlégrale  I(/i)  et  telle  que  la 
fonclioii 

oln)  =  V'/Sfi  ) 

soit  une  fonction  réelle,  positive,  continue  et  croissante  de  /z, 
devenant  infinie  pour  n  =  oo.  En  désignant  par  x  le  module  de  z 
et  par  à{z)  la  fonction  inverse  de  f,  d'après  le  théorème  bien 
connu  de  M.  Hadamard,  la  fonction  0(5)  croîtra  moins  vile  que 
Ui  fonction 


/  a     "'■ 


le  nombre  s  étant  positif ,  mais  aussi  petit  qu^on  le  veut. 
Ainsi,  la  fonction  6(s)  correspondant  à  l'intégrale 


\{n)  =  r   e-^'* e'^'i  dt  =  A  <?-«"' 


(où  a,  A,  a  sont  des  constantes  positives)  croîtra  moins  vite  que 
la  fonction 

Dans  des  cas  étendus,  on  saura  même  préciser  la  valeur  asjmp- 
lotique  de  la  fonction  8(3),  supposée  entière,  pour  les  grandes 
valeurs  de  5.  Considérons,  par  exemple,  le  cas  étudié  par  M.  I^e 
Roy  (')  :  supposons  qu'en  posant 

—  lopU/i)  =  m(/i), 

la  fonction  Ta(n)  satisfasse  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Cette  fonction,  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers 
ordres  sont  réelles,  positives  et  continues  pour  les  valeurs  posi- 
tives de  n  ; 

2"  X3(n)  et  m'{n)  croissent  jusqu'à  l'infini  tandis  que  Tn"(/j) 
décroît  jusqu'à  zéro  pour  «  =:  00  ; 

(')  Valeurs  asymptotiques  de  certaines  séries  {Bull,  des  Sciences  mal  h., 

ItjliO,  p.   2(ij). 
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3"  Le  produit /i*Tsi"(/i)  représente  une  fonction  positive  et  in dé> 
fiiiiment  croissante  avec  n; 

4"  Le  rapport devient  infini  a\ec  /t. 

D'après  un  théorème  dû  à  M.  Le  Roy,  lorsque  la  variable  z 
croît  indéfiniment  dans  la  direction  des  z  réels  et  positifs^  la 
fonction  correspondante  6(s)  tendra  asymptotiquement  vers  la 
fonction 

^flO'lu)   -CT  u) 

\/'lT.  > 

V/ra  (  u  ) 

//  désignant  la  racine  nielle  et  positive  de  Inéquation 

m'(u)  =  logs. 
Ainsi,  dans  le  cas  de 

\(n}  =  e-"''        (!</!<  2), 


on  aura 


iïj( 


log^y-» 


de  sorte  que  la  valeur  asjmplolîque  de  la  fonction  correspondante 

8(5)  sera 

a(log;;)*e?«'«^'>*, 

a,  p,  k'y  h  étant  des  constantes  faciles  à  préciser. 

Dans  les  cas  où  la  fonclion  0(2)  n'est  pas  enlière,  on  connaîtra 
dans  des  cas  étendus  sa  valeur  asvmptotique  lorsque  z  approche 
d'un  point  du  cercle  de  convergence  de  la  série  0(  :;).  Tel  est,  par 
exemple,  le  cas  de  M.  Le  Ko  y  suivant  : 

Supposons  que,  le  rayon  de  convergence  de  6(^)  étant  égal  à 
l'unité,  l'intégrale  correspondante  \{n)  soit  une  fonction  réelle, 
positive  et  constamment  décroissante  de  /t,  tendant  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Soit  F(/<)  une  fonction  de  n 
telle  qu'on  ait,  pour  n  =  oc, 

lim —  =  I. 

lin)  lin 

D'après  un   théorème  de  M.  Le  Roy  (*),  ta  valeur  asympto- 

(')   Valeurs  asymptotiques  de  certaines  séries  {Jitdf.  des  Sciences  math., 

ii^oo,  p.  a5u). 
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tique  de  H  (z)  pour  z  voisin  de  i  est  de  la  forme 

Qy(-^^\         (C  =  const.). 
Ainsi,  dans  le  cas  où 

la  valeur  asymptotique  de  la  fonction  correspondante  0(2),  pour  z 

voisin  de  i^  sera 

C 


v/i  —  z 
Remarquons  que  la  fonction  F(/i)  coïncide»  avec  Tintëgrale 

j  ^(n)dn, 

y(/i)  étant  la  valeur  asymptotique  de  I(/i)  pour  les  grandes  va- 
leurs de  riy  dont  nous  nous  sommes  précédemment  occupé. 

Remarquons  aussi  qu'au  cas  précédent  se  ramène  facilement 
celui  où  le  rayon  de  convergence  de  ^{z)  n'est  pas  égal  à  l'unité, 
ou  bien  celui  où  I(n)  tend  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro, 

4.  Certains  résultats  dus  à  M.  Le  Roy,  concernant  les  singula- 
rités des  fonctions  représentées  par  les  séries  de  Taylor  et  par 
certaines  classes  d'intégrales  définies,  s'appliquent  avec  la  plus 
grande  facilité  aux  fonctions  qui  nous  occupent,  et  fournissent 
directement  des  connaissances  sur  les  singularités  de  ces  fonc- 
tions, la  nature  analytique  de  celles-ci,  etc. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'intégrale 


\{n)=J\(t)[r{t)Ydt, 


correspondant  à  la  fonction  considérée  6(2),  se  laisse  transformer 
en  une  autre  de  la  forme 


I(/i)  =   j     h{x)x"  dxy 


la  fonction  B(x)  n'étant  assujettie  qu'à  la  condition  que  l'inté- 
XXXII.  7 
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ait  un  sens. 

La  fonction  correspondante  ^(z)  sera  holomorphe  en  tout 
point  du  plan,  sauf  peut-être  pour  z  réel  et  plus  grandque  i . 
En  particulier,  si  le  cercle  de  convergence  de  la  série 

6(Z)  =  I(o)  -H  I(l)s-4-  1(2)^»-+-... 

a  Tunilé  pour  rajon,  il  ne  contient  qu'un  point  singulier  de  8(2)  : 
c'est  5  =  1. 

La  portion  (-I-Iï  -h  00)  de  l'axe  réel  est  pour  6(5)  une  cou- 
pure. Si  B(^)  est  holomorphe  pour  o^/^-i,  la  coupure  n'est 
pas  essentielle,  et  ^{z)  n'a  pas  d'autres  points  singuliers  que  z  =  i 
et  5  =  00. 

La  fonction  6(3)  n'est  pas  uniforme,  et  le  calcul  du  saut 
brusque  subi  par  l'intégrale,  quand  on  franchit  la  coupure, 
donne  ses  dii-erses  déterminations. 

Plusieurs  circonstances  peuvent  alors  se  présenter.  Si  B(/)  est 
holomorphe  dans  tout  le  plan^  sauf  peut-être  à  l'origine^  les  pé- 
riodes de  6(5),  quand  on  tourne  autour  du  point  singulier  1, 
sont  données  par  l'expression 

iktzi 


^KO- 


Dans  le  cas  général  (la  coupure  n'étant  cependant  pas  essen- 
tielle) toutes  les  singularités  sont  possibles^  suivant  la  nature  de 
la  fonction  B(^),  pour  les  déterminations  de  6(3)  autres  que  la 
détermination  principale. 

Les  procédés  de  M.  Le  Roy  permettent  de  traiter  aussi  des  cas 
beaucoup  plus  généraux;  convenablement  modifiés,  ils  sont, 
d'ailleurs,  propres  à  s'appliquer,  dans  des  cas  très  étendus,  à  des 
fonctions  8(3)  correspondant  aux  coefficients  I(/i)  exprimés  'direc- 
tement sous  la  forme  générale 


1^/1)=    f  k{t)[r(t)Ydt. 
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Ajoutons  aussi  que  celle  dernière  expression  permel  d'élehdre 
la  manière  dont  se  comporte  la  fonclion  I(^)  pour  /  =  oo.  Or, 
(les  connaissances  de  cette  nature  on  peut  souvent  tirer  des  ren- 
seignemeats  sur  la  distribution  des  singularités  de  la  fonction 
corresponchMite  ^(z)  dans  le  plan  des  z  (*). 

5.  Dans  une  Noie  antérieure  (2),  j'ai  démontré  la  proposition 
suivante  :  si  Ton  désigne  par  X  le  plus  petit  module  des  zéros  de 
la  série 

e(  si  Ton  forme  la  fonction 


on  aura 


quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  réelle  et  positive  /',  pourvu 
qu  elle  reste  inférieure  au  rajron  de  convergence  de  la  s^rie  (20). 
I^  proposition  subsiste  manifestement  lorsqu'on  substitue  dans 
n{r)  aux  coefficients 

|«l|*,      l«î|*,      |«3|' 

des  nombres  réels  positifs  quelconques  qui  leur  sont  supérieurs. 
Ceci  fait  qu! appliquée  aux  fonctions  8(5)  exprimées  sous  la 
forme  des  séries  (17),  elle  fournit  des  renseignements  sur  les 
limites  inférieures  des  modules  des  zéros  de  ces  fonctions  ou^ 
plus  généralement,  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles  6(5)  prend 
une  valeur  donnée  a.  Il  suffit  pour  cela  de  calculer  la  fonclion 
u{r)  correspondant  à  la  fonction  0(5)  donnée,  après  y  avoir  rem- 
placé le  coefficient  I(n)  par  l'une  des  limiles  supérieures  de  son 
module,  choisie  de  manière  que  le  calcul  de  u{z)^  ou  au  moins 
celui  d'une  de  ses  limites  supérieures,  soit  possible.  Les  divers 
procédés  indiqués  précédemment  conduisent  à  de  telles  limiles 

(*)  Voir,  par  exemple,  Desaint,  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences, 
t.  CXXX1I,  1901,  p.  iioa-ifo4. 
(-)  BuUetin  de  la  Société  mat/iém.  de  France,  t.  XXIX,  1901,  p.  3o3-3i2. 
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supérieures  de  |I(/i)|,  et  ce  genre  de  calcul  ne  présente  aucune 
espèce  de  difficultés. 

Envisageons,  par  exemple,  les  transcendantes 

correspondant  à 

et  supposons  que,  pour  t  réel  et  positif,  la  fonction  A(/)  \ft  soit 
continue,  réelle,  positive  et  constamment  inférieure  à  un  certain 
nombre  M.  On  aura 


'^-<"X"^''''="i/^ 


et  u{r)  correspondant  à  la  fonction  6(-s)  4-a  (où  a  est  un  nombre 
réel  et  positif  quelconque)  aura  pour  expression 

tt(r)  =  \  [a*—  M»^  log(i  —  r«)], 

de  sorte  qu'une  limite  inférieure  [x  des  modules  des  valeurs  de  z 
pour  lesquelles  8(5)  prend  la  valeur  donnée  a,  est  fournie  par  la 
valeur  de  l'expression 


K== 


\/a«— M»7rlog(i  — r*) 


et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  de  r  comprise  entre  o  et  i.  En 
prenant,  en  particulier, 

/•  =  ^i-^  =0,795..., 

une  liniile  inférieure  cherchée  sera 

o , 795  a 


l^  = 


V^a*-h  M«7r 


Indiquons  encore  un  résultai  plus  général  de  celte  espèce. 

Soit  F(^)  une  fonction  entière  d'un  genre  fini  [jl.  Désignons 
par  M  le  maximum  du  module  de  F(2)  lorsque  le  module  de  z  est 
égal  à  /*,  /'  étant  une  variable  réelle  positive. 
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On  sait  que,  quelque  soit  le  nombre  réel  et  positif  a,  le  produit 

fesle  inférieur  à  un  certain  nombre  fini  N  lorsque  r  varie  de  o  à  oo. 
^'aulre  part,  en  posant 

l'expression  de  a^,  sous  la  forme  de  l'intégrale 


"-îiî/^0)"'"- 


conduit,  comme  Ton  sait,  à  l'inégalité 


^u  c  et  ^  sont  des  constantes  numériques  a^^ant  pour  valeurs 

Le  rôle  de  la  fonction  u{r)  est  donc  joué  par  la  fonction 

1 
et,  en  y  faisant  /*  =  0»  O"  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Une  limite  inférieure  des  modules  des  zéros  de  la  fonction 
F(z)  est  donnée  par  V expression 

(21) 


où  K  désigne  une  limite  supérieure  de  N;  A  le  module  de  F(o); 
a  et  (»  deux  constantes  numériques  ayant  pour  valeurs 
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6(/)  désignant  la  transcendante 

« 

Les  constantes  a  et  b  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  fonc- 
tions F(z)  d'un  même  genre  p  et  sont  faciles  à  calculer  une  fois 
pour  toutes.  On  trouvera  ainsi  : 

pour/?  =  o:  a  =  6  =2,7i83;  ô  =  0(2)  =  1,0639; 
pour/>  =  i:  a  = /Ti  =  2,33i6;  6  =  0(i  )  =  1 ,2913; 
poiir/>  =  2:         a  = /3e  =  2,0128;         ô  =  0(|)  =  i  ,5383,    .... 

En  remplaçant  dans  (21)  A  par  |F(o)  —  C  |,  celte  expression 
fournit  une  limite  inférieure  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles  F  (2) 
prend  la  valeur  donnée  C. 

6.  L'expression  de  6(>3),  sous  la  forme  de  l'intégrale 

se  prête  facilement  au  calcul  numérique  approché  des  valeurs  que 
prend  cette  fonction  pour  des  valeurs  données  de  z.  Elle  met,  en 
outre,  mieux  en  évidence  certaines  particularités  de  la  fonction 
que  ne  le  ferait  l'expression  de  ^(z)  sous  la  forme  de  la  série  de 
Taylor. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  limites  de  l'intégrale^  ainsi 
que  les  fonctions  A  (^)  et  r(t)  soient  réelles  et  positives.  L'expres- 
sion (22)  montre  tout  d'abord  que  la  fonction  8(5)  {ou  bien  sa 
branche  principale  dans  le  cas  où  elle  n'est  pas  unifornie) 
aura  des  valeurs  réelles  et  positives  pour  les  z  réels,  positifs 

ou  négatifs,  mais  plus  petits  que  jt^»  M  désignant  la  plus 

grande  valeur  de  la  fonction  r(t)  entre  les  limites  de  Vinté- 
grale. 

En  posant 

-  =  5  -+-  •'i  «', 
on  aura 

0(5)=    U-T-iT.V 
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avec 


"=/ 


Le  produit  A(t)r{t)  étant  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  t 
comprises  entre  les  limites  de  l'intégrale,  la  valeur  V  sera  diffé- 
rente de  zéro  :  la  fonction  O(^)  {sa  branche  principale)  ne  sau- 
rait donc  a9oir  aucun  zéro  imaginaire.  D'autre  part,  comme  U 

ne  saurait  être  nulle  pour  5<  tî»  l^s  zéros  de  6(5)  sont  tous 

réels,  positifs  et  plus  grands  que  ^  j  etc. 

II  serait  aussi  facile  d'en  tirer  des  renseignements  sur  la  façon 
dont  se  comporte  6(2)  lorsque  z  croît  indéfiniment  par  des  valeurs 
positives  ou  négatives,  ou  bien  lorsque  z  approche  de  la  valeur 

Tj>  etc.  C'est  là,  par  exemple,  que  les  méthodes  de  M.   Le  Roy 

trouveraient  de  vastes  applications. 

Je  me  borne  à  signaler  le  vaste  champ  de  recherches  qu'offrent 
les  fonctions  F(s)  données  par  l'expression  analytique  faisant 
l'objet  de  ce  Mémoire.  Une  étude  plus  approfondie  de  leurs 
diverses  particularités  mériterait  d'être  faite  ;  on  y  rencontrera  une 
foule  de  transcendantes  nouvelles  dont  on  saura  étudier  les  pro- 
priétés et  qui  présenteront  de  l'intérêt. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES  RÉCIPROQUES 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par  M.  Paul-J.  Slchaii. 

1.  Soient 

(1)  .r,=  cp(x) 

une  fonction  de  la  variable  x  et 

(2)  x=^{x^) 

la  fonction  inverse.  U  existe  des  fonctions  F(a:),  F,(a?<)  de  la 
variable  :r  et  de  la  variable  Xi,  qui  jouissent  de  la  propriété  sui- 
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KàXi/x^=<fix) 

Les    symboles  f  t- )     .       y    (-r-^)  sont  les  dérivées  de 

F(^)  et  Fi{Xi)  prises  par  rapport  k  x  elXij  et  où  Ton  remplace 
ensuite  x  en  fonction  de  Xi  et  Xi  en  fonction  de  :r  à  Taide  de  (i) 
et  (2).  Ces  fonctions  sont  solutions  de  deux  équations  différen- 
delles  linéaires  de  second  ordre. 
En  effet,  posons 

la  première  relation  de  (3)  nous  donne,  en  dérivant  par  rapport 
à  a?o 


et,  si  Ton  remplace  Xi  en  fonction  de  x  d'après  (i),  on  a 

On  aura  de  même,  en  partant  de  la  seconde  des  relations  (3), 


àx\       flH^i)] 


F,. 


et  les  fonctions  F(a:)  et  F|(a7,)  sont  solutions  de  ces  dernières 
équations. 

Nous  dirons  que  ces  équations  sont  réciproques. 

2.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  étant  donnée  une  équa- 
tion différentielle  linéaire  du  second  ordre,  on  peut  toujours  la 
supposer  ramenée  à  la  forme 

on  formera  sa  réciproque  en  faisant  le  changement  de  la  variable 
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indépendanle 


^  =/(-). 


d'où 

x,=  <p(«)        et       ar  =  iK«i), 

et  le  changement  de  la  fonction  en  posant 
Téquation  réciproque  sera  alors 


La  propriété  qui  caractérise  ces  équations  est  la  suivante  : 

La  dérivée  d'une  solution  d'une  des  équations  considérée 
comme  fonction  de  la  variable  indépendante  de  l'autre  équa- 
tion est  une  solution  de  cette  dernière, 

3.  Considérons  comme  exemple  Péquation 

(3a?)î 
La  réciproque  de  cette  équation  s'obtient  en  posant 
dxi  I 


d'où 


^"        (3:r)^ 


(3a:)*  3(x.-c). 


OD  aura  donc 

Remarquons  qu'on  peut  supposer  c  =  o,  car  cela  revient  à  faire 
sur  cette  dernière  équation  un  changement  de  la  variable  îndé- 
Pjendante  pour  ramener  le  point  Xi^=  c  k  l'origine  ;  il  faudra  alors 
faire  aussi  c  =  o  dans  la  relation  qui  lie  x  k  Xt^el  l'équation  réci- 
proque sera 
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Celle  dernière  équation  est  celle  de  Spitzer  (*)  et  se  ramène  à 
des  coefficients  constants  par  le  changement  t 

on  aura  alors 

Donc  les  solutions  de  Téquation  précédente  sont 

ji_  i_ 

x^e^t     et    Xxc    -"i. 

Ces  solutions  étant  linéairement  indépendantes,  on  aura  alors, 
diaprés  le  n^  2,  l'intégrale  générale  de  Téquation  donnée,  à 
savoir  : 

^  =  a[i  — (3a')»]e<»*J*+6[i-h(3ar)»]<5-«^>*, 

OÙ  a  et  6  sont  des  constantes. 

4.  Considérons  comme  second  exemple  Téquation  plus  gé- 
nérale 

(I)  _^=[(2n-.i)a:]    ««-t^, 

qui  comprend,  comme  cas  particulier,  pour  n  =  i ,  l'équation  de 
Spitzer. 

Nous  aurons 

^=[(2/i-i):rr«-ir^, 

[— (2/i-M):ri]    ««-»-», 


in  — 
et  pour  Téquation  réciproque 

(3)  ^  =  [(2n-i):r,]"î^^,. 

Nous  avons  supposé,  comme  dans  le  premier  exemple,  la  con- 
stante d'intégration  nulle. 

Je  me  propose  de  montrer  qu'il  est  possible  de  trouver  une 

(  *  )  Spitzer,  Vo/iesungen  iiber  lineare  differential  Gleichungen,  p.  98. 
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solution  de  ces  équations  lorsque  n  est  un  nombre  réel,  et,  s*il  est 
entier,  l'intégrale  générale  s'exprimera  par  des  fonctions  élémen- 
taires. Remarquons,  cependant,  que  Texemple  considéré  rentre 
dans  le  tjpe  général 

et  qui,  par  un  changement  convenable  de  la  variable  et  de  la  fonc- 
tion, se  ramène  à  l'équation  de  Bessel 


d^z       j  dz       l        k>\ 


et  l'équation  proposée  pourra  alors  s'intégrer  à  l'aide  des  fonc- 
tions de  Bessel.  La  méthode  que  je  suivrai  me  permet  d'obtenir 
directement  une  solution,  ou  bien  l'intégrale  générale,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  recourir  à  l'équation  de  Bessel,  ce  qui  me  per- 
mettra d'ailleurs  d'en  déduire  ensuite  l'intégrale  générale  de 
l'équation  de  Bessel  et  reconnaître  qu'elle  s'exprimera  à  l'aide 
des  fonctions  élémentaires,  si  la  constante  k  est  de  la  forme 

1        •        V    ^   / 

ou  n  est  un  nombre  entier. 


— ^  =  — .  i' 
dx\        xS^ 


5.  L'équation 
se  réduit  pour  n  =  i  à  l'équation  de  Spitzer 

et  qui  a  pour  solutions 

1  -1 

xe*    et    xe~^\ 
la  fonction 

que  l'on  peut  encore  écrire 

e^'dz, 

est  encore  une  solution  de  cette  dernière  équation.  Il  y  a  donc 
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lieu  de  chercher  si,  tout  au  moins  pour  n  positif,  Téquation  (i) 
n^a  pas  une  solution  de  la  forme 

(4)  y=J       u{z,n)e^^^*'^^dx, 

où  u{Zj  n)  est  une  fonction  de  z  et  du  paramètre  n  et  qui  est  telle 
que,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre  —  i  et  +  i, Tin- 
tégrale  (4)  ait  un  sens;  quant  aux  limites,  elle  est  supposée  finie 

ou  infinie,  mais,  dans  ce  dernier  cas,  elle  sera  infinie  comme— —^ 

et  d'un  ordre  inférieur  à  Tunité;  enfin  pour  /i  =  i  elle  sera  égale 
à  I.  La  fonction  v{x^  n)  est  supposée  continue  par  rapport  à  x^ 

Qjant  une  dérivée  et  se  réduisant  à  —  pour  /i  =  i.  Ces  conditions 

sont  suffisantes  pour  retrouver  les  fonctions  u{z^  n)  et  p(^,  n),  de 
manière  que  la  fonction  (4)  soit  une  solution  de  (i). 
Nous  aurons,  en  dérivant  (4)  par  rapport  à  Xj 

(5)  ^^  f     '^(^in)jfv\ix,n)e^^^^*'^^dz 

j       u(z,  n) z^v'^{x,  n)e^*'^'*''^ dz 

-h  I       u(Zyn)sf'^(x,n)e^^^»''^  dz,    . 

ou  encore,  en  intégrant  la  première  intégrale  par  parties  et  remar- 
quant que  la  partie  intégrée  est  nulle  aux  limites,  ou  aura  fina- 
lement 


or 


=  jr"à[«('.")o-^')i^^«--'-"'' 
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Si  nous  portons  ces  expressions  dans  (i),  nous  aurons  une  idenr 
iité  si  la  fonction  ù{z^  n)  satisfait  à  la  relation 

(6)  — [tt(4î,n)(i  — z«)]  =  2/:^i*(^,n); 

où  A*  est  un  nombre  qui  dépend  de  n;  et,  comme  l'équation  (i) 
est  indépendante  de  ^>  on  trouve  en  ayant  égard  à  (5)  que  la 
fonction  ç{Xy  n)  doit  satisfaire  à  la  relation 

eaGn,  on  doit  en  outre  avoir 

♦  il 
(8)  v'^(x,n):=\(2n-i)x]    «'«-«, 

La  relation  (6)  nous  donne 

a(45,/i)=(i-.s«)-*-i, 

à  un  facteur  constant  près  qu'on  peut  supposer  égal  à  i  et,  comme 
la  fonction  doit  se  réduire  à  i  pour  /i=  i,  la  constante  k  sera 
donc  égale  à  —  /i.  La  relation  (7)  nous  donne,  en  remarquant  que 

la  fonction  i^(x,  n)  doit  se  réduire  à  -  pour  /i  =  i , 

t 
t;(ir,  n)  =  1(2 /i  —  i)r  I    «'»—*, 

et  cette  dernière  fonction  vérifie,  comme  on  le  voit,  la  rela- 
tion (8). 

Nous  aurons  donc  une  solution  de  (1)  pour  n  réel  et  positif  de 
la  forme 

Il  est  facile  de  trouver  une  solution  de  la  même  équation  pour /t 
négatif.  Remarquons  que,  si  dans  (i)  nous  changeons  n  en  — /i, 
on  obtient  une  équation  qui  ne  diffère  de  Téquation  réciproque  (3) 
que  par  le  changement  de  x^  en  x.  On  aura  donc  une  solution  de 
Téquation  (i)  pour /i  négatif  si  l'on  connaît  une  solution  de  (3) 
pour  n  positif.  L'équation  (3)  étant  la  réciproque  de  (i),  il  résulte, 
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d'après  ce  qui  précède,  que  la  dérivée  d'une  solution  de  (i)  con- 
sidérée comme  fonction  de  X\  à  Taîde  de  (2)  sera  une  solution 
de  (3). 

Nous  aurons  alors 

ou  encore,  en  intégrant  par  parties  et  remarquant  que  la  partie 
intégrée  est  nulle  aux  limites,  on  aura 

Il  suffit  alors  de  supprimer  Tindice  de  x  dans  cette  dernière 
fonction  pour  avoit  une  solution  de  l'équation  (1)  pour  n  négatif. 
Il  faut  remarquer  cependant  que  n  doit  être  pris  positivement 
dans  cette  dernière  fonction. 

6.  Remarquons  que  le  coefficient  de  Féquation  (1)  se  présente 
sous  forme  illusoire  si  /i=-9  tandis  que  Téquation  (3)  se  pré- 
sente sous  la  forme 

on  trouvera  alors  la  vraie  valeur  de  (i)  en  cherchant  la  réciproque 
de  cette  dernière  équation.  On  trouve  ainsi 


d^y  _ 


dx^ 

I 


tXt 


le^y, 


et  il  suffit  alors,  pour  avoir  une  solution  de  cette  dernière  équation, 
de  remplacer  dans  la  solution  trouvée  pour  (1) 

1 
lim  1(2/1  —  i)irl««-*  =  /âe-*', 

et  faire  /i  =  -;  on  trouve  ainsi 

t/_i 
pour  solution  de  celte  dernière  équation. 
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7.  Il  nous  resleà  trouver  l'intégrale  générale  de  (i)  et  (3)  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  n. 

Nous  nous  bornerons  à  déterminer  Tlntégrale  générale  de  (i)> 
car  rintégrale  générale  de  (3)  sera  aussi  connue  dès  que  la  pre- 
mière le  sera,  puisque  cette  dernière  équation  est  la  réciproque 
de  la  première. 

Si,  dans  la  fonction  (9)^  nous  supposons  n  entier  et  en  inté- 
grant par  parties,  on  trouve  les  deux  fonctions  linéairement  indé- 
pendantes, à  savoir  : 


I  L  1(2/1— l)a?|»«-î 


1(2/1  — Oa?!»"-* 


JLzL 

1(2/1— i)a?|««-»J 


et 


I  ^  =  (2/1  — i)a?  j  60  H j— 

1  L  |(2/l--l)xl«^^^ 


b. 


-h. ..-h 


K 


2/1— Oarl^^-iJ 


e-l(i«-i)l« 


1(2/1  — Oa?!*"-* 
OÙ  les  coefficients  ael  b  satisfont  aux  relations 

2*-*>t 
O2)  {  /;,  it  =  i,2,  ...,/i 


(  ^*-i  = 


(^!)* 


et  qui  sont  des  solutions  de  (i). 

Si,  dans  l'équation  (1),  nous  faisons  le  changement  de  la  variable 
et  de  la  fonction,  en  posant 

1  JL  i-tt 

j<  =  zx^j         tz=ax*^y        a^'ikyjb^         b=—(—'ik)    ^     , 
2k  =  —  {'in  —  i), 

cette  équation  se  transforme  en  l'équation  de  Bessel 

Si  nous  supposons  n  un  entier  pair,  on  aura,  d'après  (10)^ 
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pour  solutions  de  cette  équation  de  Bessel, 


'1= — îTrrr-icos 


t   * 


s(<4-i^^«)[ao--a,/«M-...-f-(-i)"5~a»-,f*J 
—  sin  /^«+  ^^7—'  A  [«1  < -a* '*-+-... -f-(—0 "*"««-! «»-*J  |. 

£       1  ^  4  / 

où  les  constantes  a  sont  données  par  (12). 

8.  Nous  avons  vu,  au  n^  1 ,  qu'on  peut  toujours  transformer  une 
équation  linéaire  et  homogène  de  second  ordre  en  une  autre  qui 
lui  est  réciproque  et  nous  avons  trouvé  qu'à  Téquation 

correspond  la  réciproque 


yi' 


Il  peut  se  faire  que  la  fonction  /{x)  soit  telle  que,  en  faisant 
sur  elle  la  substitution  x  ==  i|/(j?|),  on  ait 

/['K^i)l  =  - 


alors  l'équation  réciproque  prend  la  forme 

elle  ne  diffère  de  Téquation  donnée  que  par  le  changement  de  x 
en  Xi  etdey  enj^i,  et  la  transformation  donnée  transforme  L'équa- 
tion en  elle-même;  en  d'autres  termes,  Téquation  proposée  est  en 
même  temps  sa  réciproque. 

On  reconnaît  une  certaine  analogie  avec  le  travail  de  M.  Ap- 
pell  :  Sur  des  équations  différentielles  linéaires  transformables 
en  elles-mêmes  par  un  changement  de  fonction  et  de  variable 
(Acta  mathematica,  t.  XV). 
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La  différence  qui  existe  est  que  le  changement  de  la  fonction 
est  supposé  linéaire  par  M.  Appell,  tandis  que  ce  changement, 
d'après  notre  n^  3,  n'est  pas  linéaire.  Il  nous  reste  encore  à  mon- 
trer qu'il  existe  des  fonctions /(^)  ayant  la  propriété  indiquée  dans 
ce  même  numéro.  En  effet,  d'après  le  n"  1,  où  nous  avons  posé 

ar,  =  <p(iF)        et        a?=s<J;(ari) 

pour  la  fonction  inverse  et 

il  résulte 

dx,    ""/[4'(^i)]' 
cl,  comme  f['^{xi)]  doit  être  égale  kf^x^)^  on  aura  alors 

donc  les  deux  fonctions  cp(^)  tlif{xi)  ne  doivent  différer  que  par 
le  changement  de  :r  en  :r|.  Donc  la  fonction  f{x)  cherchée  est  la 
dérivée  d'une  fonction  qui  a  pour  inverse  la  même  fonction. 
Considérons  alors  l'équation 

et  supposons  f{x)  remplissant  cette  dernière  condition,  cette 
équation  sera  alors  transformable  en  elle-même  par  le  changement 
de  la  variable  et  de  la  fonction  indiquée  au  n^  2;  elle  aura  alors 
pour  solution  la  dérivée  d'une  solution  de  la  même  équation,  sur 
laquelle  on  fera  la  substitution  x^=:ztf(^x).  Un  exemple  nous  est 
donné  par  l'équation 

dx^  "■•^' 

où  ^{x)  =  X  et,  par  conséquent,  f{x)  =  i  ;  cette  équation  étant 
en  même  temps  sa  réciproque,  il  s'ensuit  qu'elle  aura  pour  solu- 
tion la  dérivée  d'une  solution,  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 
II  en  est  de  même  de  l'équation 


XXXil. 


dx^        x^^' 
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or 

est  une  sololîon  de  celle  équation;  on  vérifie,  en   effet,  que  \^ 
dérivée  de  celte  solution  prise  par  rapport  à  J?,  où  Ton  remplacera 

ensuite  x  par 1  est  aussi  une  solution  de  la  même  équation. 

D'une  manière  plus  générale,  considérons  la  fonction 

ç(a?)  =  (i  —  57"*)*", 

où  m  est  un  nombre  quelconque;  supposons-nous  donnée  en 
outre  une  des  déterminations  de  cette  fonction,  on  aura  alors 
pour  f{x) 

et  pour  Téq nation  qui  est  transformable  en  elle-même 


l-m 

,     —  —^  O^lll— 1  (  I   rgtfn 


-r^  =  —  a?"«-*(i  — a?"») 


La  dérivée  d'une  solution  de  cette  équation,  où  Ton  remplacera  x 

par  (i  — x"^)"*^  sera  une  autre  solution  de  la  même  équation.  On 
peut  aussi  généraliser  la  dernière  expression  de  f{x)  en  rempla- 
çant X  par  une  certaine  fonction  u(x)j  dont  Tinverse  est  v{x). 
On  prendra  alors  pour  <f{x)  Texpression 

et  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  x  sera  la  fonc- 
tion/(a:).  On  pourra  alors  former  Téquation  difft^rentielle  qui  est 
en  même  temps  sa  réciproque. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  qu41  existe  des  fonctions  F(x), 
telles  que,  en  prenant  la  dérivée  et  en  faisant  sur  x  la  substitution 
X  =  o(x)y  on  aura 

F'[^ix)]  =  F(xu 

et,  si  '^(j*)  a  pour  inverse  la  même  fonction,  F(x)  sera  solution 
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d'une  équalion  difTërentielle  linéaire  du  second  ordre  ayant  pour 
réciproque  la  même  équation.  On  trouve  ainsi  comme  exemples 
simples  les  fonctions 

F (  a? )  =  sin  a?  H- cos ar, 


où  (p(j:)  =  —  X  pour  la  première  fonction  et  ç>(^)  = pour  la 

seconde. 

9.  Nous  allons  terminer  par  une  dernière  remarque  en  étendant 
les  mêmes  considérations  aux  équations  difTérentielles  simultanées, 
linéaires  et  du  second  ordre. 

Nous  nous  bornerons  à  deux  équations  que  nous  supposerons 
de  la  forme 


(I) 


où  a,  pj  Y,  0  sont  des  constantes  dont  le  déterminant 


A  = 


T     « 


est  supposé  différent  de  zéro.  Si  nous  répétons  le  même  raison- 
nement qu'au  n^  1  en  posant 


dx 


=/(ar),  ari=(p(ip),  d'où  x=^(xx)y 


dy 
•^*=^' 


dz 


on  transformera  le  système  donné  en  un  autre  qui  lui  est  réci- 
proque et  de  la  forme 


(:») 


S?=7R^^^-^*-"^^'>' 


d^zx 


.(YJ^i-HÔ^l). 


On  vérifie  de  la  même  manière  que,  si  ^  =  t/(a;),  5  =  i^(^) 
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sont  des  solutions  de  (i),  les  dérivées  u'{x),  i^'{jc')  considérées 
comme  fonctions  de  x^  sont  solutions  de  (2);  et  réciproquement, 
si  ^1  =  £/|(^i),  Zi  =  Çi{a:i)  sont  solutions  de  (2),  les  dérivées 
u\{xt)^  i\(Xi)  considérées  comme  fonctions  de  x  sont  solutions 
de(.). 

Considérons  comme- exemple  le  système 

le  système  réciproque  est 

Si  Ton  sait  intégrer  un  de  ces  systèmes,  on  saura  intégrer  Tautre 
aussi. 

Remarquons  que,  si  dans  le  premier  système  on  fait  le  change- 
ment des  fonctions  et  de  la  variable  en  posant 

I 
on  obtiendra  le  système  à  coefficients  constants 


SUR  CERTAINS  GROUPES  DE  MATHIEU  ; 
Par  M.  DE  Séguier. 

1.  On  trouvera  dans  le  Journal  de  M,  Jordan  (1902,  p.  iSg) 
la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence 
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d^un  groupe  G/  /+  i  fois  transitif  entre  les  symboles  i,  • .  ., 
/i,  ff, ,  . . . ,  Œ/,  où  A  ^5/  fe  groupe  fixant  <T|  ,  . . . ,  <t^,  F  /e  groupe 
Jiœant  1  =  ^0?  ^u  .••,  o"o  ^on^  ç'w'i/  existe  des  substitutions 
d'ordre  2,  .va=  (<To).  .  .(o"A-a)(<yA-i,  ^a)(<ta+0.  .  .(o"r). ..,  telles 
que 

*Â  =  ï>  Skfsii^fh,  sirsi^a'sta", 

siasi  =  a/,        {SiSi^xy—fiu        {sjsj+kY  =fjfc 

(A  =  i,  ...,/;  t  =  i,  ...,  /  — i;  y  =1,  . . .,  ^  —  2;  X:  =  2,  ...,  <— y; 
/  =  2,  ...,^»  /parcourt  les  générateurs  de  F,  a  ceux  de  A.  qui  sont 
hors  de  F;  r  an   système  de  restes  ^  i   de  A  mod  F;  a',  a",  ai  sont 
\  dans  A  hors  de  ^\fh,fi\,fjk  dans  F), 

et  ces  équations  jointes  à  celles  de  A  définissent  G^. 

2.  Prenons  pour  A  le  groupe  \{z^  iz),  (z,  1  —  z)\^  z  parcourant 
un  corps  de  Galois  C,c=  C  d'ordre  p^^^zziz  (p  premier,  ir>  2) 
dont  i  est  racine  primitive.  Posons  (5,  iz)  =  a,  (2,  i  —  z)  =  b  et 
cherchons  à  adjoindre  à  A  une  §2  (*)  c=  (000). . .  telle  que  A  soit 
le  diviseur  fixant  un  symbole  dans  |A,  cj=G.  On  devra  avoir 
cac:=ia^^  a^=i.  Si  a=i,   comme  a  =  (/•,«*,  i^,...),  il  faut 

que  c  =  (000) (/*,t^P)  avec  «•^2P=«^,  2p  =  7r  — 1,  ou  c  =  (oQo)a  '  , 
et  G  contiendrait  (000),  ce  qui  ne  se  peut,  la  classe  élant  tz —  i. 
Soit  donc  a  =  —  1 .  Alors  c  =  (000)  (i^,  i9~^)  est  de  la  forme  {rz"*) 
et  la  condition  (c6)'=  1  donne  /•  =  i.  Donc  G  coïncide  avec  le 

^ic(iç«-i)-C=2  (— TTM»  '^^  paramètres  a,  p,  y,  8  parcourant 
C(a5  —  Py  ?2^  o),  z  parcourant  C  et  <x>  (2).  On  voit  immédiate- 
ment par  le  même  procédé  que  ^ne  peut  être  le  diviseur  fixant 
un  symbole  dans  un  g'^^.  Les  équations  de  4^  s^obtiennent  en 
adjoignant  à  celles  de  [a,  6j  c^==  (c6)'=  (ca)^=  i. 

Le  diviseur  fixant  un  symbole  dans  un  g^j^Ln  transitif  étaYit 
métacyclique,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  seul  ^^i^Li 
transitif  est  4^(2,/?). 

3.  Prenons  maintenant  pour  A  le  gni^-i)  (t?  impair)  engendré 


O  ie  me  servirai  des  mêmes  nolationb  que  dans  le  Mémoire  cilé. 
(')  Cf.   MiLLKR,    Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences,  t.  CXWVT. 
iOo3,  p.  29'|. 
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par  a=(£î»s)  =  (£*, /^  ...,««-»)  (i,  ««,  . ..,  i^^)  elle  g^abëlien 
principal  B  formé  des  substilulions  6p  =  (^  4-  P),  ^  parcouraDl  C 
(je  poserai   6|  =  è  ;    si   iï=/>,    *p=:  6P).    A  esl  défini   («)    par 

a  '  =  6jJ=  I,  é>fc6A=  Aa^a,  «~*6a<i  =  *i«Ai  A,  A-  parcourant  1, 
t,  ...,«"•-*  (si  /P=  2^-^  ap,«\  6,>=n~-'6J5»').  Cherchons  à  ad- 
joindre à  A  une  52  c=(ooo),..  telle  que,  dans  (J=jA,c;, 
A  soit  le  groupe  fixant  00. 

Par  les  mêmes  raisonnements  que  dans  le  Mémoire  cité  (')  où 
Ton  changera  en  indices  les  exposants  de  b,  on  trouve  que 
c  =  (r5~*  ),  r  étant  un  carré  ou  un  non-carré  suivant  que  tc  ^  i 
ou  ^  3  mod 4,  c'est-à-dire  que  (j'  =  t)(2,it),  sauf  que,  si  Tz=r^ 
Cf  peut  encore  être  le  ^J^,  composé;  et  l'on  obtient  ainsi  les 
équations  de  'O, 

t)(2,ir)  ne  peut  être  le  diviseur  fixant  un  symbole  o*  dans 
un  5^^"*"*.  Soit  en  effet  e/  la  S2  à  adjoindre  à  X)  pour  engendrer  ce 
g'^^  et  supposons  d'abord  iz==  1  mod  4-  On  voit,  comme  dans  la 
recherche  précédente,  que  rf=(!jQo)(5,Ç^5~*)  (5^0),  Ç'^=r''=«"*P' 
ou  $^  =  5'=  i*^  selon  que  z  est  carré  ou  non.  On  a  c  =  (r5~*), 
rfc  =  (<Tooo)  (5,rÇ^"' 5)  (5  ^  o),  et  (rfc)*,  qui  fixe  o,  doit  être 
dans  !aj,ce  qui  exige  r'=  5'.  De  plus  rf  doit  être  permutable  à  A, 

donc  à  B,  seul  g^  de  A;  or  cbhC=  (  a  ^  ^  ,^)  "^'^st  pas  de  la 

forme  (5  -f-  A),  Si  7t  ^  3 mod  4,  on  a  de  suite  H=  s\ 

Au  contraire  y  le  g\^  composé  est  le  diviseur  fixant  un  sym- 
bole dans  un  g]^^^  trois  fois  transitif;  on  le  verra  bientôt  dans 
un  théorème  plus  général. 

4.  Tout  gi^(^i_4)X  qui  a  plus  d'un  g^  en  a  ^-h  '•  Si  donc  X 
est  simple,  il  est  représentable  en  g^*  =  t!)(2,/>). 

Si  ^  =  2^-1-1  {q  premier),  X  est  encore  représentable  en  g^+' 
[donc  isomorphe  à '0(2, /?)  ou  au  gj^,  composé]  sauf  s'il  a   nng^ 

(•)  Cf.,  loc.  cit.,  p.  264. 

(^)  Je  reprendrai  sealement  ici  un  point  de  détail.  Si  a=— 1  et  si  c  échange 
les  cycles  de  a  (dont  ic  s  3  raod4),  c  =  (000)  (i»*,  i^f+i-a*;  =  {z,  rz-'){r  ^  i^^^). 

Or  c6c  =  (00,  r,  '  >  ~,  ...,  — '*)»  tlcb^c  devant  être  de  la  forme  b^cb^'b_^a:fb^^ 

où  t  est  arbitraire,  il  faut,  pour  t  —  r,  que  l'on  ait  x  =  a?'=  r,  c^«s  b^cafb^  : 
le  second  membre  devant  fixer  o,  /V  doit  être  égal  à  —  r,  ce  qui  exige  que  l'on 
ait  -n  =  3  mod  4:  alors  y  se  trouve  détermine. 
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normal  Q  donl  chaque  élénienl  est  permutable  à  chaque  Gp.  Dans 

ce  cas  d'exception,  X|  Q  est  représentablc  en  g/^*  2  fois  transitif 

de  classe  /?,  et  /?  +  «  =  2<^.  Or,  pour  que  2»—  i  =^  et  2*^"  *  —  i  =  gr 

soient  premiers,  il   faut  que  w  et  co — i  le  soient;  donc  q=z'^. 

Mais  alors,  XjQ  ayant  un  gg  abéh'en  normal,  X  a  un  gs.g  abé- 

lîen  Y.  Si  Y  n'a  qu'un  gg  A,  il  est  le  produit  direct  de  Q  par  A, 

et  X  est  le  produit  direct  de  Q  par  un  gso  de  Mathieu.  Si  Y  a  3gg, 

ils  ont  un  g4  non  cyclique  commun  A,  caractéristique  dans  Y,  donc 

normal    dans  X,  et  AQ  est  le  produit  direct  de   A  =  !fr,  ci   par 

Q=  ;«:.  Y  est  défini  par  les  équations  de  A,  Q  jointes  à  rf2=r  i, 

€jl^=bdy  dc=^cd^  dad=a'^.  D'ailleurs  X  |  AQ,  d'ordre  i4,  n*a 

qu'un   g7  auquel  répond  dans  X  un  g7.i2  contenant  un  seul  gr 

S  =  !5Î.  Ainsi  sa  =  as^  dsd  =  s~*^  et  (en  prenant  au  besoin  bd 

poar  6,  cd  pour  c)  sb  =  bsy  se  =  es. 

Pour  le  cas  7t7^/>,  je  prouverai  seulement  que  t^  (2,  3*)  est 
le  seul  ^860  simple^  le  théorème  précédent  fournissant  une  dé- 
monstration plus  simple  que  celle  donnée  par  M.  Cole  (*).  Un 
gs«o  simple  G  a  10  ou  4o  g»*  Supposons-en  ^o.  Comme  ^o  est 
^i  mod  9,  les  gg  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 
Soit  \a\  un  gj  divisant  deux  gg.  Il  en  divisera  v  ^  1  mod  3  et  le 
groupe  A  des  éléments  permutables  à  \a\  est  d'ordre  A'vq. 
G,  n'étant  pas  représenlable  en  moins  de  six  symboles,  n'a  aucun 
diviseur  d'indice  <  6.  Donc  v  =  4>  ^  =  '  •  Considérons  G  comme 
représenté  en  g*®  relativement  à  A.  a,  n'entrant  que  dans  4  g9 
qui  sont  ceux  de  A,  ne  divise  aucun  conjugué  de  A  et  est  par  suite 
de  degré  9.  A|  ja  j  est  un  gi  2  ayant  4  gs  (>l  est  donc  tétraédral)  et 
un  g4  non  cyclique.  Donc  A  a  un  g\^  B  >-  jaj  qui  est  abélien  ou 
contient  3  g4  non  cycliques  ayant  un  e^  normal  dansB.  Cela  étant, 
B  ne  peut  avoir  3  systèmes  d'intransitivité  de  degré  3;  il 
devrait  donc  en  avoir  i  de  degré  6  et  i  de  degré  3  et  serait 
impair,  ce  qui  ne  se  peut,  G  étant  simple.  Donc  G  a  10  gg. 
Considérons  G  comme  représenté  en  g*®  relativement  augggA 
formé  des  éléments  permutables  au  gg  B.  B,  élant  premier  à  tous 
ses  conjugués  (le  raisonnement  fait  dans  le  cas  précédent  le 
montre),  est  de  classe  9  et,  par  suite,  transitif.  B  n'est  pas  cyclique, 
car  le  groupe  des  substitutions  permutables  à  B  dans  le  chani{> 

(M  -4.  /.,  t.  XV,  1893,  p.  307. 
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de  B  serait  d'ordre  54  non  divisible  par  36.  Donc  A  =  BC,  C  étant 
un  g4  du  groupe  linéaire  à  2  variables  mod/7,  et,  comme  G  est 
simple,  donc  pair,  G  est  cyclique.  Dès  lors  le  g*®  deux  fois  tran- 
sitif où  A.  est  le  g*  fixant  un  symbole  est  t)(2,  3^). 

5.  Gherchons  à  construire  un  git(n«-i)  (it  impair  >  3)G  dont  un 
groupe  facteur  soit  0(2,  ir).  Le  groupe  des  isomorphismes  I  de  t) 
est  i  t),  (iz)^  (^^)!  en  sorte  que  1 1 1)  est  un  groupe  abélien  engen- 
dré par  deux  générateurs  indépendants  d'ordres  respectifs  2  et  m. 
O  est  donc  unique  de  son  type  dans  I,  car  si  I  contenait  un 
groupe  V^^t)  et  isomorphe  à  t),  il  contiendrait  tW'  et  1 1 19  n'au- 
rait pas  le  type  indiqué.  Il  résulte  dès  lors  d'un  théorème  de 
M.  Holder  (M»  A. y  t.  XLVI,  p.  33 1)  que,  si  m  est  pair,  I  a  exac- 
tement trois  g^(,ci.|)  distincts  non  isomorphes  qui  sont  41(2»?:), 

XO,  \zP^)  \  =  Ki,  jo,  (/5/' V  j  ==  4^^  Si  m  est  impair,  I  n'a  qu'un 
gir(««-i}  quiest  41(a,  îc).  G  n'a  pas  d'autre  lype  si  sa  seule  suite 
de  composition  est  G,  t9,  i. 

Supposons  que  G  admette  la  suite  G,  D,  i  (D=  Srf|,  rf=*=i; 
je  supposerai  les  exposants  de  cf  réduits  à  o  ou  à  1).  A,  A*,  ^  par- 
courant les  mêmes  valeurs  que  précédemment  et  j^p=y  étant 
défini  par  ^ti  =  x,  G  aura  pour  équations 

T        T 

da  =  ady        db^  =  bn  ûf,        de  =  cd. 

En  prenant  b^d^h  pour  6^,  on  peut  supposer  (éjf^*  bh  bk  et  a"'  b^a 
étant  alors,  comme  6a,  d'ordre/?)  que  8a=  [aa*==  oa=  o. 

Si^=o^  on  a  nécessairement  0=20.  Gela  est  clair  si  7:^  3  mod  4; 
car,  a  et  a'^*  d  n'étant  pas  alors  du  même  ordre,  on  ne  peut  avoir 
c~*  ac  =  a~*  d.  Soit  donc  11  ^  1  mod  4  :  De,  dans  la  représentation 
de  G 1 D  donnée  au  n" 3,  sera  représenté  par  (r^"*),  /*  étant  un  carré. 

La  transformée  de  (rz"*)  par  iv=  (ir  J\)  où  Ç^r — r/-^^ — ir 

est  (r^"*)  (t*c))  qui  correspond  ici  à  Dca  de  G  |  D.  ii^  étant  dans 
t)(2, 7t),  on  voit  que  De  et  Dca  sont  conjugués  dans  G|D.  Donc 
c  est  conjugué  de  ca  ou  de  cad  dans  G,  et,  dans  les  deux  cas, 

(C«)»=l. 
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Si  Y=  2=:  I ,  en  posant  ca  =  c',  on  obtient  c''^=  i , c'~*  ac'=  a~ ♦  d, 
c'^*  bp(fip&=  b^i^y^tC'aJ^*  b,ty^*^    et    Ton    a   bien    pi>^*  =  £x,  de 

"T"  T" 

sorte  qu'en  changeant  x  en  ix  on  est  ramené  au  cas  impossible 
Y  =  o,  5  =  I .  Donc  8  =  o.  On  aura 

"T"  "7~ 

et,  puisque  b^cfi?  et  b^i-%d^^-*  sont  du  même  ordre,  il  faut  que 
Ôp  =  6pi-«.  Mais  alors,  changeant  c  en  crf^t,  on  aura,  pour  p  carré, 
c~^b^c  =  b_^^cayb_y^^. 

T        T 

Soit  d'abord  T:^3mod4*  On  peut  toujours,  en  prenant  au 
besoin  ad  pour  a,  supposer  a  =  o.  La  formule  précédente  donne 
alors  c~*6_xiC  =  rfT6pca"'^p6p.  Donc  on  n'aura  que  deux  types  : 

Tun  répondant  à  y  =  o  est  le  produit  direct  de  t)(^,  7t)  par  D, 
l'autre  répondant  h  y  =  i  coïncide  avec  le  groupe  U(2,'re)  des 
substitutions  linéaires  homogènes  à  deux  variables  de  détermi- 
nant I.  Ce  groupe  U  n'est  pas  un  produit  direct  et  l'on  en  a  ainsi 
les  équations  i?  ^  3  mod4* 

Soitic^  I  mod4-  Prenons  x  carré;  y  sera  pair  pour  p  carré  et 
impair  pour  ^  non  carré.  En  prenant  donc  ad^i  pour  a,  on  aura, 
quel  que  soit  P,  c~*  èpc  =  6_x»^^^fr-x«-  On  peut  donc  supposer 

T"   .     T" 

9p  =  o.   Or,  dans  la   représentation    de  G|D  en  g'^'*"*  deux  fois 

i 
transitif  du  n**3,  Dc  =  (/•:;"•), qui  fixe  les  deux  symboles  ±:r^,  est 

une  sf"*.  Comme  |Daj  est  le  diviseur  fixant  o,  oo,  toutes  les  sf"* 
sont  conjuguées  de  Da    *   . 

Donc,  dans  G,  c  est  conjuguée  de  a  *  ou  de  a  *  rf  et,  ces 
deux  éléments  étant  d'ordre  2*'*"*,  il  faut  que  y=8  =  a.  On  a 
donc  encore  deux  types  :  l'un,  répondant  à  y  =  a  =  o,  est  produit 
direct  de  '0(2,7:)  parD;  l'autre,  répondante  y  =  a=:  1,  eslU(2,iî) 
dont  on  a  ainsi  les  équations  pour  7;  ^  1  mod 4- 

6.  Prenons  maintenant  pour  le  groupe  A  du  n**  1  le  g^çç  engen- 
dré par  a  =  (i^z)  (yq  =  tz  —  1)  et  par  le  même  gj  B  que  précé- 
demment. A  est  défini  par  les  équations  de  B  jointes  à  a^=  i, 
a~^  bfia^rzbiih-  Cherchons  à  adjoindre  à  A  une  s^   r;=(ox)... 
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telle  que,  dans  (J  =  )  A,  r{,  À  soîl  le  diviseur  fixant  ac.  On  atira 
cac=  a*,  a*=  I. 

Soit  d*abord  a  =  i .   Si  alors  ç  est  pair,   A   coAttent  une 

seule  S2  a*  fixant  o  et  00,  en  sorte  que  ^  a  ^«(ic-l-  1)  sj~*  coule- 
nanl  ~tc(iï^ —  i)  cvcles  binaires.  Or  soient  c  et  c'  deux  substitu- 
tions ayant  le  cjcle  (oc»);  cc^  sera  dans  ja|,  soit  c'=ca';  et 
inversement  ca^  a  le  cycle  (000).  Chaque  cycle  binaire  figurant 
ainsi  dans  q  substitutions  de  (J,  les  substitutions  de  Ç  présenlcnl 
[Tz(n-\'  i)q  cycles  binaires.  Donc  {fz^iz-^  i)q  est  ^{tz(iz^ — 1) 
et  q  =  TZ  —  I  ou  ^  (t:  —  0>  ^^  qu'on  a  reconnu  impossible. 

Soit  donc  q  impair.  Alors,  c,  ne  pouvant  transformer  en  lui- 
même  aucun  cycle  de  a  (la  classe  est  ic  —  i),  les  échange  deux  à 
deux  et  est  de  degré  -re-f-  1.  D'ailleurs  c  doit  être  paire,  sans  quoi 
les  substitutions  paires  de  (J  formeraient  un  diviseur  (/'  dont  le 
p.  g.  c.  d.  avec  A  serait  d'indice  2  dans  A,  tandis  que  A  est 
pair  et  divise  Cf,  Donc  ^(Tî-hO  ^^^  pair  et  •7:^3mod4.  le» 
encore  toute  substitution  de  (J  ayant  le  cycle  (000)  est  de  la 
forme  ca^,  et  parmi  elles  c  est  la  seule  S2  [c  =  (ca*)^  étant  de 
degré  ir  -h  i,  il  en  est  de  même  de  ca^].  Donc,  Ç  étant  deux  fois 
transitif,  toutes  ses  Sj  sont  conjuguées  et  au  nombre  de  tc  [il  y 
a  5-^(1^4-1)  cycles  binaires  possibles,  et  chaque  S2  en  a  ^(«4-i)]. 
Donc  e,  par  exemple,  est  normale  dans  un  g(ff^i)ç  G^  D'ailleurs,  </ a 
•7:* —  I  s^du  type  de  6  fixant  un  seul  symbole,  î''^(^H-i)(y — ^)^q~^ 
(q'  divisant  q)  conjuguées  de  a^  (^^9^  0  fixant  deux  symboles, 
57t(iç4-  1)  (q  —  i)  sj^"'  conjuguées  de  ca^.  Lesit-h  i  substitutions 
restantes  qui  sont  les  S3  doivent  être  contenues  dans  G' et  de  même 
dans  chaque  conjugué  de  G'.  Donc  les  Sj  sont  permutables  entre 
elles  et  forment  avec  l'unité  un  g,^.,  G  =  }co,  . . . ,  c,i_i  j  (co=  c) 
normal  dans  (/  (c'est  le  p.  p.  c.  m.  de  ef,c4.|^).Donc  tt-j-  i  est  de  la 
forme  2".  Le  procédé  de  démonstration  précédent  est  emprunté  à 
Frobenius  (S.  A,  B.,  1902,  p.  iî64),  qui  s'en  est  servi  pour  le 
cas  n=zp. 

Je  dis  maintenant  que  %  =  p.  Soit  en  eflet  v  l'exposant  auquel 
appartient  2  riiod/?.  On  aura  n=^hf  et,  2*^ — i  étant  divisible 
par2'— 1,2^— I  a  la  forme /)H- et /?'»=  2*  (*)/?''»'.  SoitA=:/7»Z, 
rz=zp9s  (/,  s  premiers  à  p)  :  pour  r<ip^^  (r)p'^^  est  divisible 
par  pn*--^'^^?  (voir  JounAw.    Traite,  p.  127)    qui    est  >  pl^"^^  si /• 
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est  >  I  ;  pour  r>p*,  p'y-  est  >/?ï^+^  si  x  >  o.  Donc  2*^*)/^^!* 
et,  par  suite,  />*"  est  congru  à  /?»*+*/ m od/?!*"*^^*.  Donc  A-  =  i, 
^=:zn,  [ji=m.  De  plus,  /n  est  impair,  sans  quoi  p'^-hi 
serait  ^  a  inodS.  Enfin  m  =  i ,  sans  quoi  ^  +  i ,  divisant  /?"»+  i , 
serait  de  la  forme  2«'(n'<  /î)  et  2  appartiendrait  à  l'exposant  n'. 
Donc  'tz=p  =  2"  —  I .  Donc  n  est  premier  et  q  divise  2""*  —  1 . 
Ces  conditions  sont  suffisantes.  En  effet,  8  étant  normal  dans 
Ç)*=  Ae,  A  divise  le  groupe  linéaire  L(/i,  2)  à  n  variables  mod2 
qui  est  d'ordre  K/?y  (K  premier  à  p)  ;  donc,  B  =  j  6'  étant  un  g;, 
quelconque  de  L  et  a  une  s^  d'ordre  impair  permutable  à  B('), 
on  peut  prendre  }a,  éj  pour  A,  et,  une  fois  A  choisi,  Ç  n'a  qu'une 
détermination  qui  est  AC  Les  équations  de  d'  s'obtiennent  en 
adjoignant  à  celles  de  j  C,  6 1  r=  j  6,  e  j  sous  la  forme  donnée  (avec 
d'autres  notations)  au  n*'  3  ou  sous  la  forme  donnée  dans  le 
Mémoire  déjà  cité  (*)  [y  étant  une  racine  primitive  du  corps 
galoisien   Ca»  d'ordre   2''  et   t  parcourant  C^",  on   peut  écrire 

*=(yO  =  0^  7""^*).  «=(y^y''').  <^  =  («  — 0]   ^^^  équations 
cflz=z\y  a~* ba  =  b^^f   ac  =  ca  (d'où   a~*Cjga  =  coxi^  en   posant 

On  va  voir  que  q  =  i  ou  n^  en  sorte  que,  si  l'on/ait  abstrac- 
tion du  cas  y  =  I ,  (J  est  complètement  déterminé  pour  tous  les 
nombres  premiers  de  la  forme  2" — i.  Comme  q^=n  divise 
2«-»  —  I,  on  retrouve  ce  résultat  que,  si  q  =  i{p  —  i),  on 
ap^^. 

Représentons  désormais  (/  par  les  symboles  de  Cj-,  A=  }a,  b\ 
fixant  o,  |a|  fixant  o,  i  et  cherchons  à  adjoindre  à  (j  une  s^, 
d^{tj  (p/)  =  (i)(ooo). . .,  telle  que,  dans  }(j,  d\  =  X,  CJ  soit  le 
diviseur  fixant  00.  Il  faudra  que  dbd=b~'*^  da  =  ad(dad  doit 
transformer  dbd  en  db^^d)  et  que  (cdy  soit  dans  j  a  j.  La  première 
condition  donne  vt  =jo{jt)(t  ^o)^  d'où,  en  multipliant  les 
équations  répondant  à  t  =  i,  y,  ...,  /*=S)  ^^^  hZ,"*  moà2 
(A  ^  i""*  ç  i).  La  troisième,  en  écrivant  que  (crf)'  fixe  o  et  i ,  donne 


(')  L  a  toujours  hors  de  B  des  éléments  yé  i  permutables  à  B,  et  il  y  en  a 
d'ordre  impair,  sans  quoi  i(/?  — i)  étant  impair,  L  serait  impair  et  aurait  un 
diviseur  normal  d'indice  2,  tandis  que  ses  facteurs  de  composition  sont  p 
et  (U,  I). 

(')  Journal  de  Mathématiques,  1902,  p.  263. 
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h^\  et  devieol  (crf)'  =  i .  La  deuxième  donne  ©(y''«)=  ç(y*)'', 
d'où  A'^"*  ^  1  qui  est  une  identité  si  y  =  i  et  qui  redonne  h  ^  i 
(puisque  A=*""'  ^  A^^  i)  si  ^r  >  i.  Les  substitutions  é,  c,  d  sont 
les  générateurs  de  ^(2,  2")  =  0(2,  2")  dont  elles  vérifient  les 
équations,  et,  comme  les  équations  de  JC  s'obtiennent  en  adjoi- 
gnant à  celles  de  )  6,  c,  rfj  a^=  i,  a""*6a==i'^,  ca  =  ac,  da=ad, 
3t  contient  normalement  -(^.  Or  30  divise  le  groupe  J  des  isomor- 
phismes  de  -(^qui  est  d'ordre  2'»(2^'' —  i)/i  et  n  est  premier.  Donc 
9=1  ou  n  et  3t  =  ^ou  J. 

Soit  maintenant  a  =  —  i .  On  a  certainement  une  solution 
pour  Çj  en  prenant  c  =  {rz'~*),  car  on  obtient  alors^  comme  au  n®  3 
(voir  le  Mémoire   cité),  cfcpc  =  6,.caJ'6^(£T^P*  =  —  r),  et  ces 

équations  jointes  à  celles  de  A  définissent  (J.  (J  est  toujours  d'in- 
dice y  dans  41(2,  tî).  Si  donc  y  est  impair,  Y=  i,  sans  quoi  le 
p.  g.  c.  d.  de  (j,  t?(2,  it)  serait  d'indice  y  dans  t),  et  y,  qui  divise 
Tz  —  I ,  devrait  être  égal  àiï  +  i  ouà7c(ouà6siT:  =  9;  mais  6  ne 

divise  pas  8).  SI  y  est  pair  (donc  iz  impair),  Çj  est  d'indice  2  dans 
'0(2,  iï)  et  Ton  voit  de  même  que  y  =  2. 

Les  résultats  précédents  complètent  et  étendent  au  cas  où  m 
est  >  I  les  résultats  partiels  obtenus  par  M.  Frobenius  {loc.  cil.) 
pour  m  =  1.  On  en  déduit  aisément  aussi  une  nouvelle  démon- 
stration du  théorème  suivant,  établi  parle  même  géomètre  à  l'aide 
de  la  théorie  des  caractères  : 

^^ffpçn+q)  G  ayant  exactement  i  -4-/>  gp  est  nécessairement 
un  des  groupes  ^{2,  5),  t)(2,  5),  t)(2,  7),  t:)(2,  11). 

En  effet,  le  p.  p.  c.  m.  M  d'ordre  pq  {i  -+-/?)  des  g;,  de  G  est 
simple  (*).  Il  est  donc  représentable  en  g/*"*"'  et  coïncide  avec 
V)(2,  p).  Donc  q={{p—  i)  ou  />  — i  et  de  même  q.  Si  donc  G 
est  ^V)  et  n'est  pas  le  produit  direct  de  t)  par  un  gj,  il  coïncide 
avec  41(2, /?).  Maist)(2,/?)  n'est  représentable  en  gP  que  pour 
>t>  =  5,  7,  II  et  J^(2, p)  ne  l'est  que  pour/?  =  5,  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

(')  Miller,  P,  L,  M.  S.,  t.  \X\I,  1899,  p.  148. 
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SUR  LES  SÉRIES  A  TERMES  CONTINUS  ET  TOUS  DE  MÊME  SIGNE; 
Par  M.  René  Baire. 

1.  Je  me  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui,  à 
cause  de  la  simplicité  de  son  énoncé,  me  paraît  présenter  un  cer- 
tain intérêt. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu^une  fonction 
soit  représentable  par  une  série  dont  les  termes  sont  des  fonc- 
lions  continues  et  sont,  à  partir  d'un  certain  rang,  tous  de 
mémesigncy  est  qu^ elle  soit  semi-continue,  supérieurement  dans 
le  cas  des  termes  négatifs,  inférieurement  dans  le  cas  des 
termes  positifs  (  *  ) . 

Je  me  bornerai,  pour  simplifier,  au  cas  d'une  seule  variable,  et 
j'étudierai  le  cas  où  les  termes  de  la  série  finissent  par  être  tous 
négatifs  (ou  nuls).  En  réunissant  au  besoin  en  un  seul  terme  un 
certain  nombre  de  termes  au  commencement  de  la  série,  on  peut 
supposer  que  tous  les  termes  sont  négatifs  ou  nuls  à  partir  du 
second.  Cela  étant,  si  f  est  la  somme  des  v  premiers  termes,  la 
suite  de  fonctions  continues  ft^fa^  -  .  -y  fy  •  •  •  ne  va  jamais  en 
croissant,  c'est-à-dire  qu'on  a,  quel  que  soit  J7, 

/i(:r)^/,(:r)â...è/v(^)è...è/(.r), 

y  étant  la  somme  de  la  série. 

S.  Le  fait  que  la  condition  de  l'énoncé  est  nécessaire  est  un  cas 
particulier  du  théorème  suivant  : 

Si  une  suite  de  fonctions  semi-continues  supérieurement  /i, 
•/aj  •  •  •  j  /vj  •  •  •  û  "^^  limite  /,  ai^ec  la  condition  qu'on  aitj 
quels  que  soient  xet^y 

f  est  aussi  semi-continue  supérieurement. 

0/(07)  est  dite  semi-continue  supérieurement  si,  quel  que  soit  x^  et  quel 
que  soit  e>o,  pour  toutes  les  valeurs  d*un  certain  iotervalle  (a:, —  a,  a?, -H a), 
on  a 

/(x)</(j7.)  +  e. 
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En  effet,  soil  Xo  une  Valeur  de  j*,  el  soit  s  >  o.  Comme  on  a 

liin/v(Xo)  =/(ro), 
on  peiil  trouver  p  ealier  tel  que 

Comme /p  est  semi-continue  supérieurement,  on  a,  quand  x  est 
dans  un  cerlaîn  intervalle  {xq — a,  Jr^+a), 

/A»(^)<//i(^o)-+-t 

et,  par  suite, 

f{x)':jp(x)  </p(To)  H-  e  </(iro)-^tt. 

La  condition 

/(x)</(ar«)-h!it 

exprime  que /est  semi-continue  supérieurement. 

Les  conditions  de  cet  énoncé  sont  évidemment  vérifiées  daioA  le 
cas  011  les  /y  sont  continues  et  ne  vont  pas  en  croissant,  ce  qui 
démontre  que  la  condition  du  théorème  du  §  1  est  nécessaire. 

3.  Reste  à  démontrer  la  réciproque.  Soit/  une  fonction  semi- 
continue  supérieurement.  J*ai  donné,  dans  une  Note  parue  dans 
ce  Bulletin  en  igoo  (Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  sur 
les  fonctions  discontinues,  §  1  et  §  4),  un  moyen  de  former  sim- 
plement une  suite  de  fonctions  continues  tendant  vers  /.  Je 
reprends  Texposé  de  cette  méthode  dans  le  cas  d'une  variable. 

Soit /définie  dans  l'intervalle  (o,  i).  Je  définis/  comme  il 

suit  :  pour  chaque  nombre  de  la  forme  —(a  entier),  /y  est  égale 

au  maximum  de /dans  l'intervalle  (-^>  ~^  )"  Dans  rinlervalle 

qui  a  pour  extrémités  deux  nombres  consécutifs  de  cette  forme, 
/v  varie  linéairement. 

La  suite  de  fonctions  continues / , /2,  .  •  •  ,/vi  •  •  •  tend  vers/. 
Car,  soit  Xq  une  valeur  de  x^  et  soit  e  >  o;  /étant  semi-continue 
supérieurement,  il  y  a  un  intervalle  (xq —  A,  Xq  +  h)  dans  lequel 
on  a 

/(ar)</(xo)-+-6. 
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V  étant  donné,  soit  a  Tentier  tel  que 


/v(aro)  est  compris  entre  /v  (-^  j  et  /y  (  -7^)»  <!"'  sont  respecti- 
vement égaux  aux  maxima  de /dans  les  intervalles  (  — ^>  — ^  W 
/^,  fL-_H  j;  ces  intervalleSi  qui  contiennent  tous  deux  Xo,  sont, 

dès  que  v  dépasse  une  certaine  valeur,  contenus  en  entier  dans 
(jTo —  A,  Xo-h  h).  A  partir  de  ce  moment,  les  maxima  en  question 
sont  compris  entre  /{x^)  et/(xo)-f-c;  il  en  est  donc  de  même 

pour/v(a:o)- 
Ainsi  Ton  a,  quel  que  soit  ^r, 

lim/v(ar)  =/(.r) 

Voe 

et  de  plus,  quel  que  soit  v. 
Mais  je  dis  qu^on  a,  en  outre, 

/v(a?)^/v-f.t(a?). 

Pour  que  cette  inégalité  soit  démontrée  pour  toutes  les  valeurs 
de  x^  il  suffit,  si  l'on  tient  compte  de  ce  fait  que  /y  et  /y^i  sont 

linéaires  dans  tout  intervalle  ( -^j  —ç^  )  (aentier),  de  la  vérifier 
lorsque  x  est  de  la  forme  -^:;:y  • 
Plaçons-nous  dans  ce  cas,  qui  se  subdivise  en  deux  : 

i«  aestpaîr  =  2p;  :c==^  =  l. 
fs{x)  est  égal  au  maximum  de/ dans  l'intervalle  f  2-;-^  >  ^—^  \ 

/v+1  {x)  est  égal  au  maximum  de/  dans  l'intervalle  f  -^;^  >  -;r;:;::^  ) 
qui  est  contenu  dans  le  précédent. 

On  a  donc  bien 

/v+i(.r)5;/y(.r). 
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'jy+t  .jy-i-i 


fy,{x)  est  égal  à  la  demi-somme  des  nombres  /v(-^)  d 
/v  /  L_i  j,  respectivement  égaux  aux  maxima  de /dans  les  inler- 

/v+i  (a:)  est  égal  au  maximum  de/dans  Tintervalle  (  ^^^-^  »  ~^^  ) 
ou  ( -^>  ■    y    j  qui  est  contenu  dans  chacun  des  deux  précédents. 

Donc  /v+i(^)  est  inférieur  ou  égal  aux  nombres  /v(4)  ^' 
/v  (  ■  ^  ■  ]  et  aussi  à  leur  demi-somme  /v(x),  ce  qui  vérifie  la 

condition  indiquée. 

Il  est  ainsi  établi  qu'une  fonction  scmi*continue  supérieurement 
peut  être  considérée  comme  la  limite  d'une  suite  de  fonctions 
continues  allant  en  décroissant,  ou  encore  comme  la  somme  d'une 
série  de  fonctions  continues  à  termes  tous  négatifs  à  partir  du 
second.  De  même  une  fonction  semi-conlinue  inféricu rement  est 
la  somme  d'une  série  à  termes  continus  et  tous  positifs  à  partir 
du  second. 

Ces  résultats  s'étendent  au  cas  de  n  variables,  en  utilisant  les 
méthodes  indiquées  aux  §  1  et  4  de  la  Note  citée,  et  introduisant 
dans  les  démonstrations  qui  précèdent  des  modifications  évidentes. 

On  a  ainsi  un  procédé  de  représentation  qui  est  spécial  aux 
fonctions  semi-continues. 


LES  SIX  ÉQUATIONS  DISTmCTBS  DU  TRIANGLE 
EN  MÉTRIQUE  ANINVOLUTI?E; 

Par  M.  G.  Fowtené. 

1.  Les  principes  de  la  Métrique  aninvolutive  ont  été  exposés  en 
1892  dans  un  Ouvrage  ayant  pour  titre  :  L  hyper  espace  ;  un 
résumé  de  ces  principes  a  paru  dans  ce  Bulletin^  t.  XXVI,  p.  176, 
en  ce  qui  concerne  l'espace  ordinaire. 

En  se  bornant  à  la  Géométrie  plane,  les  éléments  métriques 
que  considère  la  Métrique  aninvolutive  sont  relatifs  à  deux  coni- 
ques F  et  rf  doublement  tangentes.  Etant  donnés  deux  points  A 
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eïBy  la  droile  AB  coupe  la  conique  F  ea  deux  poiiUs F',  F"^  et^  si 
Ton  désigne  par  R  le  rapport  anharmonique  (A,  B,  F',  F"),  on 
ifpeUe  pseudo-distance  des  deux  points  A  et  B  la  quantité 

ÂB=-.logR; 

le  pseudo-angle  de  deux  droites  a  et  ^  se  définit  dVme  manière 

corrélative,  en  considérant  cette  fois  la  conique  '^ .  Si  Ton  suppose  _ 

que  F  et  ^  sont  deux  ellipses  imaginaires,  dont  les  équations  ont 

des  coefficients  réels,  les  quantités  R  et  p  sont  des  imaginaires 

de  module  i^  et  Ton  a,  par  exemple,  avec  AB  réel, 

cosÂB  +  isiiiAB  =  e'AB    =/r, 


ou 

tsinAB  _  cosAB  _      i 
R  — I     ~   R-hi   ~~  a/ÏÏ 

On  définit  alors  pour  chaque  droite  un  paramètre  spécial  T, 
pour  chaque  point  un  paramètre  spécial  6,  et  l'on  pose  par 
exemple 

d'où  il  suit  que  Ton  a 

îr«(A,B)=i-Y(A,B)XY(B,A); 
ou  pose  encore 

les  deux  <t  étant  de  signes   contraires.   On  définit  de  même  les 
quantités  ff  (a,  p),  ••.. 

Le  caractère  essentiel  de  la  Métrique  anînvolutive  est  de  consi- 
dérer les  figures  en  position.  La  Métrique  de  Cajiey  et  Klein  n'est 
xxxii. 


9 
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qu^une  traxisiormation  homographîque  de  la  Métrique  de  Lobai- 
chersky,  et  le  fait  que  les  éléments  métriques  des  figures  dépendent 
de  leur  position  disparaît  par  réduction  à  la  Métrique  ancucH- 
dienne;  une  réduction  analogue  n^a  pas  Heu  par  la  Métrique  anin- 
volutive,  fondée  sur  la  considération  de  deux  coniques  F  et  cp. 
L'existence  d'un  paramètre  spécial  T  pour  chaque  droite,  d'un 
paramètre  spécial  0  pour  chaque  point,  fait  d'ailleurs  du  plan  dans 
lequel  on  opère  un  être  géométrique  non  homogène.  En  Métrique 

ordinaire,  tous  les  paramètres  ont  la  valeur  commune  -;  les  9 

sont  alors  des  sinus  de  pseudo-dislances  ou  de   pseudo-angles, 

les  Y  sont  des  cosinus,  les  -  sont  des  cotangentes. 

2.  Il  existe  une  simple  infinité  de  figures  ayant  les  mêmes  élé- 
ments métriques  relativement  aux  deux  coniques  F  et  ^ ;  une 
transformation  homographique  permet  en  efiet  de  réduire  ces  deux 
coniques  à  un  système  de  deux  cercles  concentriques.  Voyons 
quelles  sont  les  conséquences  de  ce  fait  pour  un  triangle. 

Soit  un  triangle  ABC,  dont  les  côtés  sont  portés  par  les  axe5  a, 
P,  y;  les  éléments  métriques  fondamentaux  sont  au  nombre  de 
douze  :  trois  pseudo-distances,  trois  pseudo-angles,  trois  para- 
mètres T,  trois  paramètres  Q;  ou  encore  :  six  comoments  tels  que 
y(B,  C),  y(C,  B),  auxquels  se  rattachent  trois  quantités  «-(B,  C), 
et,  d'autre  part,  six  comoments  tels  que  y(P'Y)j  Y(Y' P)»  •••• 
Comme  un  triangle  dépend  de  six  paramètces,  il  suit  de  ce  qu'on 
a  vu  plus  haut  que  cinq  éléments  métriques  d'un  triangle  suffisent 
à  déterminer  tous  les  autres;  il  existe  donc  sept  relations  dis- 
tinctes entre  les  douze  éléments  fondamentaux  d'un  triangle.  Je  ne 
puis  démontrer  ici  que  l'une  de  ces  relations  contient  une  constante 
remarquable,  (jue  l'on  doit  regarder  comme  étant  le  paramètre 
spécial  du  plan  dans  lequel  on  opère;  celte  relation  est  d'une 
forme  assez  compliquée  quand  on  la  considère  comme  ayant  lieu 
entre  les  six  paramètres  relatifs  au  triangle  et  la  constante  du 
plan;  je  n'ai  pas  essayé  de  l'écrire  avec  les  y  ^^  '^i  constante. 
Je  la  laisserai  entièrement  de  côté,  et  je  donnerai  quatre 
groupes  équivalents  de  six  relations  entre  les  douze  élé^ 
ments  v. 

En  écrivant  pour  chaque  groupe  une  seule  des  six  relations  qui 
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le  composent,  on  a  d'abord 

(I>        -f(B,  C)  =  Y(B,  A)  X  Y(A,  C)-  cr(B,  A)»(A,  C)  x  y(y,  p), 
(")       T(P,ï)  =ï(P,«)  XY(«iï)  -cr(P,a)a(«,Y)     xy(C,B); 

comme  extension  de  la  formule  de  Trigonométrie  sphérique 

sin^  cota  —  siaCcotA  =  cosb  ces  G, 

où  Ton  considère  les  éléments  a.  A,  6,  C  (avec  les  angles  exté- 
rieurs), on  a  encore 

(III)  cr(C,A)l(C,B)  +  (^p,«)i(p,Y)  =  Y(C,A)Y(p,«), 

(IV)  cr(A,C)i(B,C)^a(ot,P)i(Y,P)  =  Y(A,C)Y(«,p). 

On  a  aussi 

.y.  a(B,C)^a(C,A)^a(A,B) 

^    ^  ^(P,Y)         nY,«)         ^(«,P)' 

les  trois  rapports  étant  de  même  signe  par  hypothèse. 
3.  Nous  adopterons  ici  les  notations  suivantes  : 


"(6,0)  =  a, 

Tf(B,C)  =  a',          1  7(0,8)  =  a', 

»(C,A)  =  6, 

Y(C,A)  =  6',             Y(A,C)  =  i', 

a(A,B)  =  c, 

Y(A,B)  =  c',          fY(B,A)  =  c', 

»(?,  Y)  =  A, 

(T(P,T)=A',          ,^(7,3)  =  A', 

<r(Y,  «)  =  B, 

j  Y(T.  «)  =  B'.            ï(«.  ï)  =  B', 

»(«,  P)  =  C, 

(y(«,  P)=G',          (y(P,  a)  =  C'; 

on  a  donc 

1  a*=i 

—  a' a',          /  A«=^i-A'A', 

b*=x 

-6' A',          .'  B«  =  i-B'B', 

C>  =  l 

-c'c',          {  C«  =  i  — ce, 

et,  par  hypothèse,  les  Irois  rapports  j»  g'  r  s^"'  ^^  même  signe. 
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On  a  alors  les  quatre  groupes  de  formules 


(I) 


(II) 


(III) 


(i)  a'  =  6'c' — écA', 

(a)  A'=c'a' —  caB', 

(3)  c'=a'é'-oéC', 

(I)  A'=B'C'  — BCa', 

(a)  B'=G'A'-C\&', 

^3)  C'=  A'B'— ABc', 


(IV) 


(I) 
(2) 
Ci) 
(<) 
(a) 
(3) 


a  ,  A 

*'  A   B'  -A. 

c_+A-g=-cA, 


•  t/'B', 


a  A 

a--hB%  =-a'B', 


(!')  a'  =  6'c'  ~6cA', 

(2)  6'  =  c'a» —caB', 

(3')  c' =0'^^*  —  aôC; 

(i)  A'=B'C'-BCa', 

(a')  B'==C'A'— CAè', 

(3')  C  =  A'B"— ABc'; 

(1)  c^-hB^'=-c'B', 

(îi)  a^  +  c|'=-a'C', 

(3')  6^'h-A^'=-^A'; 


6^ 
b 


(a')    a^^C^=-a'C', 


(3')     è~  +  A~=-6'A' 
c  u 


On  passe  des  formules  de  gauche  à  celles  de  droite  en  permu- 
tant par  exemple  6  et  c,  B  et  C,  et  échangeant  les  accents  ('  )  et  ('); 
le  groupe  (III)  est  son  propre  corrélatif,  les  formules  (i)  et  (i')  se 
correspondant. 


On  a  encore 

(V) 
en  posant 


a        b        c  _  abc  ^    y^A    __  /8 
A  ""  B  ""  C  ~  7f  ""ÂBC  ""  7S' 


ô  = 


I  c'  b' 
c'  1  a' 
b'     a      I 


A=: 


I  C  B' 
C  I  A' 
B'    A'      I 


et  en  disposant  des  signes  des  deux  radicaux  ;  ces  formules  sont 
analogues  aux  formules  de  Trigonométrie  euclidienne 


sinA        sinB 


c 
sinC 


abc 

1s" 


(I) 


sin  A. 


aS 

a) 
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4.  Pouriétablir  l'équivalence  des  groupes  de  formules  (I)  et  (II), 
montrons  par  exemple  que  les  formules  (I)  donneot  l&s  for- 
mules (II).  Eu  vertu  des  formules  (1),  le  délcrminant  adjoint  au 

déterminant  o  est 

a«       abC    acW 

baC      b*       bcK' 
caW     cbk."        I 

La  considération  des  trois  mineurs  relatifs  aux  éléments  a^, 
6*,  ordonne  d'abord  l'égalité  des  quatre  premiers  rapports  (V); 
le  mineur  relatif  à  l'élément  bch!  donne  ensuite 

ou 

B'G'-A'=a'x  ^x  ^=a'xBG. 
ac       ab 

On  peut  encore  faire  la  démonstration  en  se  limitant  aux  trois 
premiers  des  rapports  (V).  Les  formules  (i)  et  (i'),  (2)  et  (2')  du 
groupe  (I)  donnent 

c«(6«  A' A'- a« B'B')  =  (a'a'— 6' 6')  (i-.cV)  =  (6« -i.a«)c« 

ou 

a»B«=6«A«; 

les  trois  premiers  rapports  (V)  sont  donc  égaux,  étant  donnée 
l'hypothèse  faite  sur  les  signes.  Si  l'on  élimine  alors  c'  entre  les 
formules  (i)  et  (3')  du  groupe  (I),  on  a 

6cA'=^^'(a'6'-a6C')— a'  =  — ^^'a6C'-a'^«, 
ou 

cA'  =  — a6'C'--a'6, 
ou  encore 

CA'  =  — A6'C'— a'B; 

l'élimination  de  d'  entre  (1')  et  (3)  donne  de  même 

CB'  =  — Ba'C- ô'A: 

si  l'on  élimine  V  entre  ces  deux  formules,  ce  qui  se  fait  en  les 
ajoutant  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  —  C,  on  obtient 

C(A'-B'G')=-.a*'B(i~C'C')  =  -a''BC», 

ce  qui  donne  la  formule (i')  du  groupe  (H).  Ce  dernier  calcul  n'est 
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que  Teitension  d'un  calcul  bien  connu  de  Tngonométrie  sphé- 
rique.  (C/.  par  exemple  Briot  et  Bouquet.) 

D.   Pour  passer  du  groupe  (I)  au  groupe  (III),  reprenons  la 
formule 


fournie  par  Télimination  de  c' entre  (i)  et  (3')  de  (I);si  Ton  divise 

C 
A' 


par  a,  et  si  Ton  remplace  -  par  jt  on  obtient  la  première  des  for- 


mules (111). 

Inversement,  pour  passer  du  groupe  (III)  au  groupe  (I),  éli- 
minons C"  entre  les  formules  (i)  et  (3')  du  groupe  (III)  écrites 
ainsi  : 

a  A  c  G 


si  Ton  ajoute  ces  formules,   après  avoir   multiplié   la   première 
A 

C' 


par  —  >  la  seconde  par  —  //,  on  obtient 


—  77  rt O  C  =  —  A  o', 

a  L  c  ' 

OU;  en  multipliant  par  %-> 

—  -p^  a'  —  b'  c'  =  —  \'bc\ 
a  Cl 

ce  sera  la  première  formule  du  groupe  (I),  si  Ton  peut  rem- 
placer -  par  -r--  Il  resterait  donc  à  déduire  des  formules  (III)  l'éga- 
lité des  trois  premiers  rapports  (V);  je  n'ai  pas  réussi  à  faire  ce 
calcul  d'une  manière  simple. 

Si  l'équivalence  des  groupes  (III)  et  (IV)  était  établie  directe- 
ment, on  déduirait  facilement  de  l'ensemble  de  ces  deux  groupes 

les  égalités  en  question.    En   divisant  par  C  la  formule   (i)  du 

• 

groupe  (III)  et  la  formule  (a')  du  groupe  (IV),  et  en  éliminant  -^t 
on  a  facilement 


ou 


„.(.-..-)  =  ..(..-.-); 
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les  formules  (3')  du  gvoupe  (III)  et  (3)  du  groupe  (IV)  donnent 

alors 

•  àc'        , .  ac'  a        b 


SUR  LES  TÉTRAÈDRES  INSCRITS  ET  CIRCONSCRITS  A  DES  QUADRIQUES; 
Par  M.  G.  Humbert. 

1.  On  se  propose,  dans  ce  travail,  d^exarniner  s'il  existe  un 
théorème  analogue  à  celui  de  Poncelet  pour  les  tétraèdres  inscrits 
à  une  quadrîque  par  leurs  sommets  et  circonscrits  à  une  ou  deux 
autres  par  leurs  faces. 

2.  Tout  d'abord  on  reconnaît  aisément  qu'il  y  a  toujours  une 
infinité  quadruple  de  tétraèdres  inscrits  à  une  quadriqnc,  A,  et 
circoDscrits  aune  autre,  B,  choisie  au  hasard;  et  ce  résultat  con- 
corde avec  celui  que  donne  a  priori  la  comparaison  du  nombre  des 
paramètres  avec  celui  des  équations. 

Maïs  en  ce  cas  le  tétraèdre  ne  se  ferme  pas  toujours,  c'est-à-dire 
que,  si  l'on  se  donne  au  hasard  trois  faces  d'un  tétraèdre,  pourvu 
qu'elles  touchent  B  et  que  leur  point  commun  soit  sur  A,  la  qua- 
trième face,  qui  est  évidemment  déterminée,  ne  touche  pas  néces- 
sairement B.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  c'est-à-dire  pour  que  le 
tétraèdre  se  ferme  toujours,  il  est  évidemment  nécessaire  et  suf- 
fisant que  les  tétraèdres  inscrits  à  A  et  circonscrits  à  B  soient  en 
nombre  cinq  fois  infini.  D'ailleurs  ils  ne  peuvent,  en  aucun  cas, 
être  en  nombre  six  fois  infini. 

Dès  lors,  pour  généraliser  le  théorème  de  Poncelet,  il  faudra 
rechercher  à  quelles  conditions  les  tétraèdres  inscrits  à  A  et  cir- 
conscrits à  B  formeront  une  série  quintuplement  infinie. 

Avant  d'énoncer  le  théorème  qui  donne  la  solution  de  ce  pro- 
blème, nous  établirons  un  lemme  préliminaire  : 

3.  Lemmb  L  —  Soient  A  e/  B  deux  surfaces  du  second  ordre 
quadrilan génies;  désignons  par  m  un  point  quelconque  de  A, 
par  C  le  cône  de  sommet  m  circonscrit  à  B,  par  II  un  plan 
quelconque  tangent  à  B  :  je  dis  que  II  coupe  K  et  Q*  suivant 
deux  coniques  telles  qiCon  puisse  inscrire  à  la  première  un 
triangle  circonscrit  à  la  seconde. 
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Soient  en  effet  {fig*  i)  apyS  le  quadrilatère  qui  est  la  perspec- 
tive sur  le  plan  H,  à  partir  du  point  m,  du  quadrilatère  gauche  que 
forment  dans  Tespace  les  quatre  génératrices  communes  à  A  et 
àB;  le  plan  II  coupe  les  quatre  faces  de  ce  quadrilatère  gauche 
suivant  les  droites  pq^  qr^  rs,  sp^  qui  forment  évidemment  uo 
quadrilatère  inscrit  au  quadrilatère  a^yS  (*). 

Cela  posé,  observons  que  le  cône  G  (de  sommet  m)  coupe  II 
suivant  une  conique,  qui  touche  les  côtés  du  quadrilatère  a^yo  et 


les  deux  droites  pr  cVqs\  car  :  i"  les  côtés  de  a^yô  sont  la  per- 
^ective  sur  II,  à  partir  de  m,  de  quatre  génératrices  de  la  qua- 
drique  B  à  laquelle  C  est  circonscrîl;  a*»  les  droites /?r  et  qs  sont 
les  deux  génératrices  suivant  lesquelles  le  plan  II  coupe  la  qua- 
drique  B  à  laquelle  il  est  tangent. 

D'un  autre  côté,  la  quadrique  A  coupe  II  suivant  une  conique  qui 
passe  parles  points  /),  ^,  r,  5,  et  aussi  par  le  point  de  rencontre 
de  a^  avec  oy  '  car  une  des  génératrices  de  la  quadrique  A  issues 
du  point  m  s'appuie  sur  les  deux  génératrices  qui  ont  pour  per- 
spective, à  partir  de  ce  point,  les  droites  apetSy;  elle  coupe  donc 
le  plan  II  au  point  d'intersection  de  ces  deux  droites. 

Dès  lors,  le  triangle  dont  les  côtés  sont  ap,  pr  et  Sy  est  inscrit 
à  la  conique  section  de  A  par  II;  et  il  est  circonscrit  à  la  conique 
section  de  C  par  II,  ce  qui  établit  le  lemme. 

4.  Théouème  I.  —  Etant  données  deux  surfaces  du  second 
ordre,  A  et  B,  quadritangentesy  il  existe  un  infinité  quintuple 


(*)  Il  est  clair,  de  plus,  que  les  droites y>7  cl  sr  se  coupent  sur  la  diagonale  ay, 
et  les  droites  ps  et  qr  sur  la  diagonale  ^6  ;  mais  cette  remarque  nous  sera 
inutile. 
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de  tétraèdres  inscrits  à  V une  par  leurs  sommets  et  circonscrits 
à  l'autre  par  leurs  faces. 

Sous  une  autre  forme  : 

De  quelque  façon  quon  commence  et  qu'on  poursuive  la 
construction  d'un  tétraèdre,  inscrit  à  A  et  circonscrit  à  B,  la 
construction  aboutira  toujours. 

Réciproquement,  cette  propriété  n'appartient  à  deux  qua- 
driques  que  si  elles  sont  quadritangentes. 

5.  Démontrons  d^abord  la  proposition  directe. 

En  vertu  du  lemme  I  et  du  tht^o^ème  de  Poncelet,  il  existe  une 
infinité  simple  de  triangles  dans  le  plan  II,  inscrits  à  la  section 
de  A  et  circonscrits  à  la  section  de  C  par  ce  plan;  sous  une  autre 
forme,  il  existe  une  infinité  simple  de  trièdres  circonscrits  au 
cane  C  et  dont  les  arêtes  s'appuient  sur  la  conique  section  de  A 
par  n.  Observons  maintenant  que  les  faces  de  ces  trièdres  touchent 
la  quadrique  B,  à  laquelle  le  cône  C  est  circonscrit  à  |)artir  de  m  : 
nous  pouvons  dire,  en  considérant  le  tétraèdre  formé  par  un  des 
trièdres  et  par  le  plan  II,  qu'il  y  a  une  infinité  simple  de  tétraèdres 
inscrits  à  A  et  circonscrits  à  B,  ajant  pour  sommet  un  point  quel- 
conque, m,  de  A  et  pour  face  opposée  un  plan  tangent  quel- 
conque, n,  de  B^  donc  une  infînité  quintuple  de  tétraèdres 
inscrits  à  A  et  circonscrits  à  B. 

De  quelque  façon  qu'on  choisisse  trois  faces  d'un  tétraèdre, 
pourvu,  bien  entendu,  qu'elles  touchent  B  et  qu'elles  se  coupenl 
sur  A  (en  un  point  m),  le  tétraèdre  pourra  s'achever  ;  car,  d'après 
ce  qui  précède,  il  y  a  une  triple  infinité  de  tétraèdres  inscrits  à  A 
et  circonscrits  à  B  ajant  m  pour  sommet,  c'est-à-dire  qu*on  peut 
choisir  arbitrairement  les  trois  faces  qui  passent  par  m,  pourvu 
qu'elles  touchent  B;  ces  trois  faces  se  coupent  deux  à  deux  suivant 
trois  arêtes,  lesquelles  rencontrent  de  nouveau  A  en  des  points 
/;î,,  /«aj  fuz,  et  le  plan  de  ces  trois  points  est  nécessairement  tan- 
gent à  B. 

6.  Corollaire  I.  —  De  même,  si  /?î|,  w^,  m^  sont  trois  points 
quelconques  de  A  situés  dans  un  même  plan  tangent  de  B,  les 

XXX  If.  9. 
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nouveaux  plans  tangents  mènes  à  B  par  les  trois  droites  nii  /Wj, 
/Wi  ma,  niani^  se  coupent  en  un  point  situé  sur  A. 

7.  Corollaire  II.  —  Soit  m  un  point  d' une  quadrique  A;  les 
arêtes  d'un  trièdre  quelconque  de  sommet  m  coupent  de  nou- 
veau Ken  mi^  Wa,  m,  :  toute  quadrique,  B,  tangente  aux  trois 
faces  du  trièdre  et  quadritangente  à  A,  touche  le  plan  des 
trois  points  /Wi,  Wj,  mj. 

S,  Cela  posé,  pour  démontrer  la  réciproque  de  noire  théorème 
général,  établissons  un  second  lemme. 

9.  Lemme  II.  —  Soit  toujours  m  un  point  de  la  quadrique  A^ 
désignons  par  C  un  cône  quadrique  quelconque  de  sommet  m  : 
je  dis  qu'il  existe  une  quadrique,  B,  inscrite  à  C  et  quadri- 
tangente à  A, 

En  effet,  d  étant  la  biquadratîque  (de  genre  zéro)  commune  à  C 
et  à  A,  on  sait  qu'il  y  a  quatre  génératrices  de  A(/)|,/>2,/>s,/?4)  tan- 
gentes à  a,  respectivement  en  des  points  ai,  as,  a},  a,,  lesquels  sont 
situés  dans  un  même  plan  U^  (*)  :  les  quatre  génératrices/?/  forment 
un  quadrilatère  gauche.  Soit  6  la  conique  section  de  C  par  Do  :  il 
existe  une  quadrique,  B,  passant  par  les  quatre  génératrices/?!  et 
par  un  point,  a,  choisi  arbitrairement  sur  6;  cette  quadrique  est 
(juadri tangente  à  A,  puisqu'elle  en  contient  quatre  génératrices^ 
je  dis  qu'elle  est  circonscrite  à  C.  En  effet,  i"  elle  contient  la 
conique  6,  puisqu'elle  en  contient  cinq  points,  a,,  aa,  ag,  a^  et  a; 
2**  son  intersection  avec  le  cône  C  touche  évidemment  les  généra- 
Irices/?!,  /?2,/?3,  /^4,  aux  points  a,,  a^,  aj,  ol^^  ce  qui  exige,  puis- 
(|u'elle  comprend  déjà  lu  conique  6,  qu'elle  se  compose  de  cette 
conique  comptée  deux  fois.  c.  q.  f.  d. 

10.  Supposons  maintenant  qu'il  existe  une  inllnité  triple  de 
tétraèdres  inscrits  à  A  et  circonscrits  à  une  quadrique  B',  ajant 
pour  un  de  leurs  sommets  un  point  m  de  A.  Je  dis  que  B'  est  qua- 
dritangente à  A. 

En  effet,  soit  C  le  cône  de  sommet  m  circonscrit  à  B';  en  vertu 


(')  On  vériGe  ce  résultat  sans  difficulté  en  partant   de   la   représentation  de 
la  quadrique  A  sur  un  plan,  à  Taide  de  projetantes  issues  de  m. 
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de  rhypolhèse,  trois  plans  tangents  quelconques  de  C  déterminent 
un  trièdre  dont  les  arêtes  percent  de  nouveau  A  en  mi,  m^,  m^,  et 
le  plan  irti,  ma,  ms,  qui  dépend  évidemment  de  deux  paramètres 
au  moins,  enveloppe  la  quadrique  B'.  D\in  autre  côlé,  en  vertu 
du  théorème  direct  et  du  lemme  II,  ce  plan  enveloppe  une  qua- 
drique B  inscrite  au  cône  C  et  quadritangente  à  A;  B'  coïncide 
donc  avec  B,  ce  qui  établit  la  proposition,  et  la  réciproque  cher- 
chée. 

H.  Corollaire  I.  —  C  étant  un  cène  quadrique  dont  le 
sommet  m  est  sur  une  quadrique  A,  il  n^existe  qiùune  surface 
du  second  ordre  quadritangente  à  A  et  inscrite  à  C. 

12.  Corollaire  II.  —  Soient  A  et  D  deux  quadriques  quel- 
conques.  Considérons  les  tétraèdres  inscrits  à  A  et  circonscrits  à  D 
dont  un  sommet  est  le  point  m  de  A,  et  soit  C  le  cône  de  sommet  m 
circonscrit  à  D. 

En  verUi  de  ce  qui  précède,  les  faces  des  tétraèdres  considérés 
qui  sont  opposées  au  sommet  m  touchent  la  quadrique  B  qui  est 
inscrite  à  C  et  quadritangente  à  A;  par  hypothèse  elles  touchent 
aussi  la  quadrique  D.  Or  les  quadriques  B  et  D  sont  inscrites  toutes 
deux  au  cône  C;  leurs  plans  tangents  communs  forment  donc  deux 
séries  :  ceux  de  la  première  enveloppent  le  cône  C  et  ceux  de  la 
seconde  un  autre  cône  2,  dont  je  désigne  le  sommet  par  {a.  En 
d'autres  termes  : 

Les  tétraèdres  inscrits  à  une  quadrique  A,  circonscrits  à 
une  quadrique  D  prise  au  hasard,  et  dont  un  sommet  est  un 
point  m  de  A^  forment  évidemment  un  système  doublement 
infini;  les  faces  opposées  au  sommet  m  sont  en  nombre  simple- 
ment infini,  et  passent  toutes  par  un  point  fixe  [a. 

Réciproquement,  tout  plan  passant  par  [a  et  tangent  à  D  appar- 
tient, comme  face,  à  une  infinité  simple  des  tétraèdres  considérés. 

13.  Cherchons  maintenant  une  extension  analogue  du  théorème 
de  Poncelet  pour  les  tétraèdres  inscrits  à  une  quadrique  et  dont  les 
faces  touchent  chacune  deux  autres  quadriques  :  il  nous  sera  plus 
commode  d'étudier  le  problème  réciproque,  à  savoir  celui  des 
tétraèdres  inscrits  à  une  biquadralique  gauche  et  dont  les  faces 
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touchent  une  quadrique.  A  priori,  il  n'jr  a,  en  général,  qu'un 
nombre  limité  de  tels  tétraèdres  ;  et,  en  aucun  cas,  il  ne  peut  en 
exister  une  triple  infinité.  Le  cas  intéressant  et  donc  celui  où  les 
tétraèdres  considérés  seraient  en  nombre  doublement  infini  ;  et 
voici,  à  ce  sujet,  le  théorème  fondamental  que  nous  compléterons 
plus  loin  par  une  élude  géométrique  détaillée. 

14.  Théorème.  —  Pour  qu'il  existe  une  infinité  double  de 
tétraèdres  inscrits  à  une  biquadratique  gauche,  o),  et  circon- 
scrits à  une  quadrique,  B,  il  suffit  et  il  faut  que  huit  généra- 
trices de  la  quadrique  soient  des  cordes  de  la  biquadratique. 

Démontrons  d^abord  que  la  condition  est  suffisante. 

15.  En  vertu  de  Phypothèse,  les  huit  points  (i>i,  ci>s,  .  • .,  (o»  où 
la  biquadratique  o)  coupe  B  sont,  deux  à  deux,  sur  huit  généra- 
trices de  B,  comme  Tindique  la  figure  schématique  suivante  {^fig*  21) . 


Il  en  résulte  que  la  quadrique  A  menée  par  o)  et  la  corde  (OiCJs 
contiendra  les  cordes  0)3(1)4  et  (UsCOq  qui  s^appuient  sur  o)|  co^,  et 
aussi  la  corde  0)7(09  qui  s'appuie  sur  0)30)4  :  cette  quadrique  A, 
contenant  ainsi  quatre  génératrices  de  B,  lui  sera  quadritan- 
gente. 

De  même  la  quadrique  A',  menée  par  o)  et  la  corde  o)|0)g,  sera 
quadritangente  à  B,  de  sorte  que  la  biquadratique  o)  sera  Tinter- 
section  de  deux  quadriques,  A  et  A',  quadritangentes  à  B. 

Cela  posé,  soit  II  un  plan  langent  quelconque  de  B,  coupant  o) 
aux  points  ai,  aj,  as,  a4  :  menons  par  les  droites  aiaa,  aia,,  %^^^ 
les  trois  plans,  autres  que  II,  qui  louchent  B  :  ces  plans,  en  vertu 
d'un  corollaire  précédent  (n°6)  se  coupent  à  la  fois  sur  A  et  sur  A', 
c'esl-à-dire  sur  o).  Désignons  par  a^  leur  point  d'intersection  :  le 
tétraèdre  af  a:2a3a^  est  inscrit  à  o)  et  circonscrit  à  B,  et,  comme  le 
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plan  aitt^as  est  un  plan  tangent  quelconque,  II,  de  B,  on  obtient 
ainsi  une  infinité  double  de  pareils  tétraèdres.  c.  q.  r.  n. 

16.  Éludions  de  plus  près  ces  tétraèdres.  D'abord,  en  groupant 
trois  à  trois  les  périodes  a^  aa,  aj,  a4,  on  obtient,  par  la  méthode 
précédente,  quatre  nouveaux  points,  a'j,  a'jj,  a'j,  a'^,  delabîquadra- 
lique  Cl),  et  les  quatre  tétraèdres  aiaya^^aj  (les  indices  i^j,k,  l 
étant  diflerents)  sont  inscrits  à  co  et  circonscrits  à  B. 

Dèslors  les  plans  a/ay-aA,  oLiajoL/^^  OLiOLjoLi,  olioljcl^  ,  sont  tangentsàB: 
comme  il  ne  passe  que  deux  tels  plans  par  la  droite  ctiOLj^  et  que 
Tun  d'eux  est,  par  hypothèse,  le  plan  des  quatre  points  a/,  ay,  a^,  a/, 
on  en  conclut  que  les  quatre  points  a/,  ay,  a]^,  a^  sont  dans  un 
même  plan,  tangent  à  B. 

Soient  maintenant  aj  et  a^Ies  arguments  elliptiques,  sur  la 
biquadratique  o),  des  points  a/  et  a^-,  la  représentation  paramé- 
trique étant  supposée  telle  que  les  arguments  de  quatre  points 
de  Cl),  situés  dans  un  même  plan,  aient  une  somme  nulle.  On  aura 
entre  les  a/  et  çi^  les  sept  relations 

a/-+-ay-+-a>fc-+-a/=  o,        «/ -f- «y-*- a'^H- «/=  o, 

hj\  ^9  /étant  différents  et  désignant  les  chiffres  i,  2,  3,  4  dans  un 
ordre  quelconque.  On  en  déduit  sans  difficulté  les  relations 

a/-4-  tj  -f-  7.\.-h  a'/  =  o,         a{a/—  ai)  =  o, 
et,  par  suite, 

«Ofli  étant  une  des  trois  demi-périodes  des   fonctions  elliptiques 
introduites. 

Donc  le  pointa^,  est  fixe  lorsque  le  point  a,-  est  donné,  et  le 
tétraèdre  a/a^a^a^  est  aussi  circonscrit  à  B.  Ainsi  : 

Si  une  biquadratique  co  admet  pour  cordes  huit  génératrices 
d^ une  quadrique  B,  il  existe  une  double  infinité  de  tétraèdres 
inscrits  à  to  et  circonscrits  à  B.  Parmi  ces  tétraèdres,  il  en  est 
une  infinité  simple  qui  ont  pour  sommet  un  point,  a,  de  co,  et 
les  faces  opposées  au  sommet  ol  passent  toutes  par  un  même 
point,  OL^  de  la  biquadratique  :  les  points  a  et  ol'  sont  conjugués 
dans  une  des  trois  involutions  linéaires  qui  tranforment  la 
biquadratique  en  elle-même. 
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LesfcLces  d* un  quelconque  des  tétraèdres  coupent  respecté- 
v'ement  la  biquadratique  en  un  nous^eau  point  :  les  quatre 
points  ainsi  obtenus  sont  encore  les  sommets  d'un  second 
tétraèdre  circonscrit  à  B;  e/,  réciproquement,  le  premier 
tétraèdre  se  déduit  du  second  par  la  même  construction. 

Les  huit  sommets  et  les  huit  faces  des  deux  tétraèdres  peuvent 
se  grouper  quatre  à  quatre  de  trois  nouvelles  manières  pour 
former  deux  tétraèdres  analogues. 

17.  Passons  maintenant  à  la  proposition  réciproque,  en  suppo- 
sant qu'il  y  ait  une  double  infinité  de  tétraèdres  inscrits  à  une 
biquadratique  w  et  circonscrits  à  une  quadrique  B,  et  cherchons 
la  relation  qui  doit  exister  entre  B  et  co. 

Tout  d'abord,  en  vertu  de  l'hypothèse,  un  plan  quelconque  II, 
tangent  à  B,  sera  face  d'un  ou  de  plusieurs  des  tétraèdres,  et  l'un 
de  ceux-ci  aura  pour  sommets  trois  des  points  ai,  a2,  aj,  a4,  com- 
muns à  n  et  à  o).  Or  je  dis  qu'aucune  distinction  n'est  possible 
entre  ces  quatre  points,  c'est-à-dire  que  l'équation  du  quatrième 
ordre  qui  donne  les  points  d'intersection  de  co  avec  un  plan  quel- 
conque, n,  tangent  à  la  quadrique  B,  ne  peut  se  décomposer 
rationnellement  en  deux  équations  d'ordre  inférieur. 

Car,  si  elle  se  décomposait  en  deux  équations  du  second  ordre,  à 
chaque  plan  H  correspondraient  ra/2on/i^//6mé/}£  deux  des  points, 
ai  et  a2,  où  II  coupe  co.  Â  chacun  des  plans.  II,  menés  par  ai  tan- 
gentiellement  à  B  correspondrait  donc  un  seul  point,  a^,  de  (o; 
or  les  plans  II  considérés  enveloppant  un  côneunicursal  et  eu  étant 
de  genre  un,  la  correspondance  n'est  possible  que  si  a^  est  fixe 
quand  ai  est  donné.  En  ce  cas,  tout  plan  tangent  à  B  mené  par  a, 
passerait  par  aa,  ce  qui  exige  que  B  contienne  la  droite  ai  a^,  et, 
comme  ai  est  un  point  quelconque  de  eu,  il  faut  que  B  passe  par  la 
biquadratique  o),  cas  à  écarter  comme  sans  intérêt. 

Le  même  raisonnement  prouverait  que  l'équation  du  quatrième 
ordre  ne  peut  se  décomposer  rationnellement  en  deux  équations^ 
respectivement  du  premier  et  du  troisième  ordre. 

Il  résulte  de  là  que,  si  ai,  a^,  ag,  d^  sont  les  quatre  points  com- 
muns à  o)  et  à  un  plan  quelconque,  n,  tangent  à  B,  il  y  aura  quatre 
tétraèdres,  inscrits  à  o)  et  circonscrits  à  B,  ayant  pour  une  de 
leurs  faces  le  plan  B,  et  que  leurs  trois  sommets  dans  cette  face 
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seront  respectivement 

«i>     «1»     ««»        *i»     *ii     *vî        *i»     *«»    *♦»        *î»     *••     **• 

Soient  alors  a^,  a,,  a'^,  a,  les  quatrièmes  sommets  respectifs  de 
ces  tétraèdres;  on  reconnaît,  comme  au  n®  16,  qu'on  a  entre  les 
arguments  elliptiques  des  points  considérés  les  relations 

qui,  jointes  à 

«l  -+-  «i-h  «s  -f-  «v  =  O, 

donnent  toutes  les  propriétés  géométriques  trouvées  plus  haut 
(n*  16). 

Cela  posé,  soit  ^4  Tun  des  huit  points  communs  à  eu  et  à  la  qua- 
drique  B;  désignons  par  d^  elct^  les  deux  génératrices  de  B  qui 
passent  par  ^4  :  je  dis  que  ce  sont  des  cordes  de  (o. 

En  effet,  un  plan  quelconque  mené  par  d^  est  un  plan,  0',  tan- 
gent à  B;  et,  si  ^29  ^39  ^4  sont  ses  nouveaux  points  d'intersection 
avec  (D,  il  existe,  en  vertu  des  propriétés  générales  des  tétraèdres 
étudiés,  un  tétraèdre,  inscrit  à  o)  et  circonscritàB,  admettant  pour 
trois  de  ses  sommets  ^1 ,  ^3  et  ^4.  Les  deux  faces,  autres  que  II', 

Fig.  3. 
ft/      ^__^ 


Vt*ï«a 


qui  passent  par  ^f ,  étant  tangentes  à  B  et  distinctes  de  la  face  II', 
passent  nécessairement  par  la  génératrice  âT^ ,  qui  dès  lors  contient 
le  quatrième  sommet,  ^',.  La  droite  d\  est  donc  une  corde  de  co,  et 
il  en  est  de  même  de  d^  :  de  plus,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  si 
^s  est  le  second  point  de  rencontre  de  </|  avec  (i>,  le  second  point 
de  rencontre  de  d\  avec  co  sera  le  point  ^^i  ^^1  ^1"^ 

11  résulte  de  là  sans  difficulté  que  les  huit  points  de  rencontré 
de  (0  avecB  sont  situés  deux  à  deux  sur  huit  génératrices  de  B 
comme  Findique  le  schéma  ci-dessus  (Jig*  3). 
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Par  suite,  huit  génératrices  de  B  sont  des  cordes  de  co,  pa 
encore  (n®  15)  on  peut  faire  passer  par  w  deux  quadriques,  A 
et  A',  quadritangentes  à  B. 

Ce  résultat  est  précisément  la  proposition  qu'il  s'agissait  d'éla- 
blir  sur  la  liaison  entre  <o  et  B.  c.  q.  f.  d. 

Transformons  maintenant  les  propositions  précédentes  par 
polaires  réciproques,  nous  obtenons  ce  qui  suit  : 

18.  Théorème.  —  Soient  A,  A'  et  B  trois  quadriques.  Il  n'y  a 
en  général  qu^ un  nombre  limité  de  tétraèdres  inscrits  à  B  par 
leurs  sommets  et  dont  les  faces  touchent  à  la  fois  A  et  A';  en 
aucun  cas  il  ne  peut  exister  un  nombre  triplement  infini  de 
tels  tétraèdres. 

Pour  que  les  tétraèdres  considérés  soient  en  nombre  double- 
ment infini,  il  faut  et  il  suffit  que,  parmi  les  quadriques  du 
faisceau  tangent  iel  déterminé  par  A  et  A',  il  y  en  ait  deux  qui 
soient  quadritangentes  à  B. 

En  ce  cas,  chaque  point,  ro,  de  B  est  le  sommet  de  quatre 
tétraèdres  de  la  famille;  trois  quelconques  des  quatre  plans 
menés  par  m  tangent iellement  à  A  et  à  A'  sont  trois  faces  d'un 
même  tétraèdre. 

Soit  T  un  quelconque  des  tétraèdres  considérés;  par  chacun 
de  ses  sommets  passe  un  nouveau  plan  touchant  à  la  fois  A 
et  A'  :  les  quatre  plans  ainsi  déterminés  forment  un  tétraèdre, 
T',  de  la  famille.  Le  tétraèdre  T  se  déduit  de  T^ par  la  même 
construction . 

Les  huit  faces  et  les  huit  sommets  de  T  et  de  l' peuvent  se 
grouper  de  trois  autres  manières  pour  former  deux  tétraèdres 
analogues. 

19.  On  peut  compléter  ces  résultats  par  la  proposition  suivante, 
moins  intéressante  que  la  précédente,  et  qu'on  établirait  par  des 
considérations  de  même  nature. 

Pour  qu'il  existe  une  série  simplement  infinie  de  tétraèdres 
inscrits  à  la  quadrique  B  et  circonscrits  à  la  fois  aux  quadriques  A 
et  A^,  il  suffit  que,  parmi  les  quadriques  du  faisceau  tangentiel 
déterminé   par  A  et  A',  il  y  en  ait  une  qui  soit  quadritangente 
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à  B.  Le  liea  des  sommets  de  ces  tétraèdres  est  une  biquadratique 
tracée  sur  B. 

Il  existe  alors  une  seconde  série  de  tétraèdres  inscrits  à  B  et 
circonscrits  à  A  et  à  A',  dont  les  sommets  décrivent,  sur  B,  une 
seconde  biquadratique. 

Les  faces  d'un  tétraèdre  quelconque  de  la  première  série  et 
celles  d'un  tétraèdre  quelconque  de  la  seconde  forment  un  sys- 
tème de  huit  plans,  tangents  à  une  double  infinité  de  quadriques. 

Tout  plan  tangent  à  la  fois  à  A  et  à  A'  est  face  d'un  tétraèdre 
de  chaque  série. 
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V  espace. 

M.  Suchar  :  Sur  V équilibre  d'un  fil. 


SÉANCE    DU   27   AVRIL   1904. 


PRESIDK^'CG  DE   M.   CARVALLO. 


Communication  : 

M.   Bricard  :  Sur  une  propriété  des  parties  entières  des 
racines  carrées. 
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SÉANCE     DU    4    MAI     1904. 

PRESIDENCE  DE  M.   CARVALLO. 

Communications  : 

M.  RalTy  :  Sur  un  théorème  de  Minding  relatif  aux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

M.  Brîcard  :  Sur  certaines  identités  arithmétiques. 


SÉANCB    DU    18    MAI   1904. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CARVALLO. 

Communications  : 

M.  Zervos  :  Démonstration  de  l'impossibilité  d'une  certaine 
identité  entre  fonctions  entières. 

M.  Touche  :  Sur  le  vol  par  orbes» 

M.  Carvallo  fait  hommage  à  la  Société  d'un  travail  intitulé  : 
Conférence  sur  les  notions  de  calcul  géométrique  utilisées  en 
Mécanique  et  en  Physique, 

M.  Touche  :  Sur  la  théorie  des  vecteurs. 


SÉANCE    DU    1"    JUIN    1904. 

PRESIDENCE   DE   M.   CARVALLO. 

Communications  : 

M.  Lecornu  :  Sur  la  déviation  des  projectiles» 

M-  Bioche  :  Sur  une  réciproque  d*un  théorème  d'Halphen 
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relativement  à  des  propriétés  des  courbes  gauches  du  qua- 
trième ordre  comportant  un  cas  d'exception^ 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  les  dérivés  modulaires  des  polynômes  ; 
identités  qui  en  résultent. 


SÉANCE    DU    15    JUIN  1904. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CARVALLO. 

M.  P.  Bouiroux,  présenté  par  MM.  Poincaré  et  Borel,  est  élu 
membre  de  la  Société  à  Punanimité  des  membres  présents. 

Communications  : 

M.  Remoundos  :  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini. 
M.  Rafly  :  Sur  les  surfaces  isothermiques. 
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EXTRAIT   DES   STATUTS  £T   DIT  RÈGLEMENT. 


La  Société  œathématiqae  de  France  a  pour  objel  ravaucement  el  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  ei 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
i*»  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  ^i*"  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité'  des  membres  présents;  3**  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  «?/> 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  -vingt  francs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quinzefra/ws  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
l'origine  est  fixée  au  i"'  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  quia  pour  titre  :  Bulletin 
fie  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Noies  et  Mémoires  sur  tes  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  ou  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  Tarriéré. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS, 


DARBOUZ  (Gaston),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  ia  Faculté  des 
Sciences.—  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  surfaces  et  les  appli- 
cations géométriques  du  Calcul  infinitésimal.  4  volumes  grand  in-», 
avec  figures,  se  vendant  séparément  (Ouvrage  complet); 

l**  Partir  :  Généralités.  Coordonnées  curvilii^nes.  Surf  aces  minima; 
1887 i5  (r. 

U*  PartiB  :  Les  conf^ruenceset  les  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles.  —  Des  lignes  tracées  sur  les  surfaces  ;  1 889 1 5  fr . 

m*  Partir  :  Lignes  géodésiques  ei  courbure  géndésiqite.  Paramètres 
différentiels.  Déformation  des  surfaces  :  1  8«j4 1 5  fr. 

IV*  Partie  :   Déformation  infiniment  oetite  et  représentation  sphe^ 
nque;  1896 \ :     1 5  fr. ^  j 
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MORIFIGATION  A  LA  LISTE  DES  MEMBRES  DE  LA  SOCtÉTÉ. 


Mto  de 
rndmlBsiôii. 


1897.    FONTRIIK,  Inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Goff,  7,  Paris  (5*). 

LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

.     QUAI    OBS   GBAND8AUGUSTIN8,    55,   ▲    PABIS  (6*). 


GOURSAT  (Edouard),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  — 
Cours  d'Analyse  mathématique.  (Cours  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris.)  21  volumes  grand  in-8,  se  vendant  séparément. 

Tome  I.  Dérivées  et  différentielles.  Intégrales  définies,  Dépeloppcments 
en  séries.  Applicati(ms  géométriques.  Grand  in-8  de  vi-620  pages, 
avec  5'2  figures;  1902 ao  fr. 

Tome  II.  Théorie  des  fonctions  anal/tiques.  Equations  démentielles. 
Equations  aux  dérivées  partielles.  Eléments  de  calcul  des  Viiria-' 
tio/is.  Un  premier  fascicule  (3o4  pages)  a  paru.  Prix  du  Tome  fl 
complet  pour  les  souscripteurs . îm  fr. 


34Gr;6  i'aris.  -  Imp.  GAUTIlICK-VtJJ.ARS.  quai  des  Grands>Auvustinft.&&. 
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S^adrcsser,  pour  la  rédaction,  à  M.  Bricàrd,  boalevard  Raspail,  2gb,  Paris,  i4*; 
pour  la  distribatioA,  à  M.  GRérr,  rue  Saint-Placide,  62,  Paris,  6*. 


TOME  XXZII.  -  FASCICULE  III. 


PARIS, 
AU    SIÈGE   DE   LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA    SOBBONNB. 
1904 


l  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Çlaude^Lafontc 
Inquw,  me  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  SociétéPigi^i^^d  by  ^OO; 
>Oo  s*aiMMUie  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Libn 
r-VilierSy  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris. 


Les  téancet  de  U  Société  matbématiqiie  ont  liêu  les  premier  el  trei- 
siéme  mercredis  de  chaque  mois  à  8  heures  et  demie. 

Depuis  le  1^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  daus  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recoToir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  Tlhii- 
Torsité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignemenu  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d*en  informer  le  Secrétariat, 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Façult^  des  Sciences, 
place  de  la  Sorbone,  soit  au  domicile  de  l'un  des  s^rétairei,  dé  pré» 
féreuce  à  K.  OréTjr,  sauf,  ce  qui  couceme  la  cédaetiea  duLBunetla: 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Bricard. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i8&3,  le  Cpnseil  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  gura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Oii  volumes  au  moins 4t^e  . 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes 6,00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  à  décidé  qu*à  Pavenîr  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d^un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  611  faire  la 
demande  en  retournant  Tépreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasseras  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

I*  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome  XXVIl,  paraît  tous  les 
trois  mois; 

2°  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  an  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  po.H- 
^Vible,  la.  proportion  de. une  figure  pour  quatre  pages  de.4j6xle 

'*    '  ■  »    '•  .     '    -      .  DJgitiz.edbyCj.OQQlÇ' 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


REMARQUE  SUR  L'INTÉGRATION  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  M.  J.  CLAiniif. 

Pour  inlég;rer  par  la  mélhode  de  M.  Darboux  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes, 
il  faut  chercher  si  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  (C)  et  (F), 
que  nous  supposons  distincts,  possèdent  des  invariants.  M.  Goursat 
a  étudié  (*)  les  équations  qui  définissent  ces  invariants  et  il  a 
obtenu  des  résultats  importants;  ceux  de  ces  résultats  qui  sont 
relatifs  aux  invariants  du  secondordre  peuvent  être  énoncés  ainsi  : 

SHlexiste  un  invariant  du  premier  ordre  pour  le  système  (C) 
de  caractéristiques,  il  y  a  au  plus  un  invariant  du  secondordre 
pour  le  même  système; 

Si  Inéquation  donnée  est  une  équation  de  Monge-Ampère^  il 
y  a  au  plus  un  invariant  du  second  ordre  pour  chaque  sys- 
tème de  caractéristiques. 

Dire  qu'il  n'y  a  qu'un  invariant  du  second  ordre  signifie  qu'il 
est  toujours  possible  d'exprimer  tous  les  invariants  de  cet  ordre 
en  fonction  de  l'un  d'entre  eux  et  des  invariants  du  premier  ordre. 

Ces  deux  théorèmes  sont  des  cas  particuliers  de  la  proposition 
suivante  : 

Si  le  système  {C)  se  compose  de  caractéristiques  du  premier 
ordre,  ce  système  possède  au  plus  un  invariant  du  secondordre. 

Soit 
(I)  r^f{x,y,z,p,q,s,  0  =  o 

une  équation  de  l'espèce  indiquée;  soient  en   outre  m  et  |jl  les 


(*)  Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  II, 
Cb.  VII.  Les  notalions  dont  je  roc  sers  sont  les  mêmes  que  celles  qui  ont  été 
employées  par  M.  Goursat  dans  cet  Ouvrage. 

XXXII.  10 
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racines  de  Téqualion  caractéristique 

la  racine  m  correspondant  au  système  (C)  de  caractéristiques, 
c^est-à-dire  au  système  composé  de  caractéristiques  du  premier 
ordre.  L'équation  (i)  peut  être  regardée  comme  le  résultat  de 
1-élimination  de  m  entre  les  équations 

autrement  dit  Ton  a 

/( ar,^,  «,  p,q,s,t)^ms'\-  g{x, y,  z,  p,  q,  m ), 

m  étant  une  fonction  de  Xy  y^  ^jf}  q^  s^  t  définie  par  la  seconde 
équation  (2). 

Pour  trouver  tous  les  invariants  du  second  ordre  du  système  (C), 
il  faut  intégrer  les  équations 

dm  do 

,.à9        làf  df  df        .df\d<9 

en  remplaçant  ms  —  /el  5  +  m<  par  leurs  valeurs,  celle  dernière 
équation  devient 

Supposons  qu'il  existe  une  intégrale  i/(^,  y,  ^,  p^  q^  5,  /)  et 
prenons  comme  variables  x^y^  z^p^  gr,  w,  t\  une  fonction  ç  de  or, 
y  y  ^y  Pt  qy  ^>  ^  devient  une  fonction  O  des  nouvelles  variables; 

on  a 

<?<p  __  d*       ()*  du 
dx  "  dx        du  dx^ 

et  Ton  peut  substituer  dans  celle  égalité  y,  -?/>,  q^  t  ^  x,  tandis 
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qtie  Ton  a 

dff  __  d*  du 
à$  ""  du  as 


En  remplaçant  par  leurs  expressions  les  dérivées  de  ^  dans  les 
équations  qui  définissent  les  invariants  et  en  remarquant  que  u 
satisfait  à  ces  équations  il  vient 

<  ne  figure  dans  les  coefficienls  que  par  Pinlermédiaire  de  m; 
d'ailleurs,  m  et  u  étant  deux  fonctions  indépendantes  de  s  et  t^ 
t  figure  eiTectîvement  dans  ces  coefficients. 
Toute  intégrale  de  ce  système  satisfait  également  aux  équations 

ôy       ^  dz        dm  dp        dm  ôq  ~    ' 

à/n*  dp        dm^  dq  ~~    ' 

D'après  cette  dernière  équation,  si  la  fonction  4»  existe  on  devra 
avoir  entre  g  et  k  une  relation  de  la  forme 

(S)  a^-t- p/r-t-v-hS/n  =  0, 

a,  p,  Y,  8  désignant  des  fonctions  de  a:,  y,  j2,  />,  q. 

Admettons  qu'il  en  soit  ainsi,  ♦  est  une  fonction  de  x,y^  ^y  fy 
9)  u  définie  par  les  trois  équations 


û  /d*  d*\         d4> 


"^  C?jD  *  dq 


Une  intégrale  de  ce  système  d'équations  est  une  intégrale  du 
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système  suivant  d'équations  aux  différentielles  totales 

dz  —  p  dx  —  q  djr  =  o, 
adp  -h  ^dq  —  ^dx  —  ^dy  =  o; 

or  une  intégrale  de  ce  système  est  une  intégrale  des  équations 

dz  ^  pdx  —  q  dy  =^0^ 

dq-^  k(x,yyZ,p,  y,  ^ jrfar  =  o, 

qui  définissent  le  système  (C)  de  caractéristiques  du  premier 
ordre,  comme  on  le  vérifie  immédiatement  en  multipliant  les  deux 
membres  des  deux  dernières  équations  respectivement  par  a  et  ^ 
et  en  ajoutant,  à  condition  de  tenir  compte  de  (3). 

Le  théorème  est  donc  démontré  :  4»  ne  peut  être  qu'une  fonc- 
tion de  u  et  des  invariants  du  premier  ordre  du  système  (C). 

Nous  n'avons  pas  restreint  la  généralité  en  supposant  réqualion(i) 
remplacée  par  le  système  (2)  :  il  n'y  aurait,  si  la  chose  était 
impossible,  qu'à  effectuer,  au  préalable  une  transformation  de 
contact  convenable  pour  substituer  à  Téquation  donnée  une 
équation  équivalente  à  un  système  tel  que  (2). 


SÉPARATION  ANALYTIQUE  D'UN  STSTËME  DE  RATONS  INCIDENTS 
ET  RÉFLÉCHIS  (saite); 

Par  M.  M.  de  Mokttchel'il. 

Dans  un  article  précédent  (*),  nous  avons  considéré  le  réseau 
des  courbes  génératrices  d'une  surface  de  translation,  d'ailleurs 
quelconque;  et  nous  avons  vu  comment  les  quatre  plans  isotropes, 
tangents  en  un  même  point,  aux  deux  courbes  du  réseau  qui  s'y 
rencontrent,  déterminent  par  leurs  intersections  quatre  con- 
gruences  de  droites  normales  à  autant  de  familles  de  surfaces.  Ces 
congruences,  avons-nous  dit,  se  répartissent  en  deux  couples 
formant  chacun  un  système  de  rayons  incidents  et  réfléchis  analy- 

C)  T.  XXXI,  fascicule  4,  p.  233. 
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tiquemenl  séparable.  Nous  avons  montré  comineni  celle  propriété 
appartient  encore  aux  nappes  des  enveloppes  de  sphères  dont  le 
centre  décrit  la  surface  dirimanlc,  ces  nappes  étant  d^ailleurs 
formées  par  les  quatre  familles  de  surfaces»  normales  aux  con- 
gruences. 

Nous  nous  proposons  anjourdMiui  de  déterminer  sur  une  surface 
absolument  quelconque  une  catégorie  de  réseaux  jouissant  de 
propriétés  analogues  au  réseau  des  courbes  génératrices  d'une 
surface  de  translation. 

Il  serait  aisé,  comme  nous  le  montrerons  dans  la  suite,  de 
déterminer  les  réseaux  que  nous  avons  en  vue,  sans  passer  par 
Fintermédiaire  des  surfaces  de  translation.  Toutefois,  deux  motifs 
nous  engagent  à  les  faire  intervenir. 

Nous  y  gagnerons  d'abord  de  pouvoir  mettre  en  relief  une  cor- 
respondance intéressante,  qui  relie  une  surface  arbitrairement 
donnée  à  un  ensemble  de  surfaces  de  translation  dépendant  de 
deux  paramètres. 

Cette  façon  de  procéder  nous  permettra  encore  de  définir  une 
catégorie,  d'ailleurs  illimitée,  de  formules  qui,  établies  dans  Thypo- 
thèse  d'une  surface  de  translation,  s'étendent  au  cas  de  surfaces 
quelconques. 

Sur/aces  de  translation,  —  Avant  d'aborder  l'objet  propre  de 
ce  travail,  nous  allons  rappeler  brièvement  et  compléter  quelques 
résultats  que  nous  avons  exposés  ailleurs  concernant  les  surfaces 
de  translation  (*). 

Nous  avons  déh'ni  les  coordonnées  de  ces  surfaces  au  moyen  du 
système  suivant  (*)  : 

J     2  a  J       2        *         '  2        * 

D',  C"'  représentent  ici  les  dérivées  premières  et  troisièmes  de 


(  <  )  Thèse  de  doctorat. 
(»)  /àid.,  p.  55. 
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deux  fondions  arbilrairés  de  la  variable  </;  Dp  C^  les  dérivées 
correspondantes  de  la  variable  i<|.  On  vérifie,  en  outre,  que  les 
fonctions  D,  D|  représentent  les  longueurs  des  arcs  des  deux 
courbes,  lieux  des  «extrémités  du  segment  dont  le  point  milieu 
décrit  la  surface  de  translation. 

L'interprétation  géométrique  du  système  (i)  peut  être  formulée 
comme  il  suit  : 

Sur  les  tangentes  à  deux  courbes  minima  quelconques  pre- 
nons deux  points  eux  aussi  quelconques;  te  milieu  du  segment 
qui  relie  les  deux  points  décrira  ta  surface  de  translation  dont 
les  coordonnées  sont  définies  par  les  relations  précédentes. 

Interpréter  les  formules  du  système  (i),  comme  nous  venons  de 
le  faire,  revient  à  considérer  les  surfaces  de  translation  comme  le 
lieu  d'un  point  du  plan  tangent  à  une  surface  minima  quelconque. 
Cela  équivaut  à  appliquer  le  mode  de  construction  de  Riba«- 
cour  à  ces  surfaces.  La  surface  miuima  est  ici  la  surface  de  réfé- 
rence. 

Poursuivant  nos  investigations,  considérons  le  point  du  plan 
tangent  à  la  surface  de  référence  qui  engendre  la  surface  de  trans- 
lation précédemment  définie  et,  par  ce  point,  menons  une  parallèle 
à  la  normale  de  la  surface  minima.  Nous  obtenons  ainsi  une  con- 
gruence  de  droites  normale  à  une  famille  de  surfaces.  Ces  sur- 
faces, que  nous  avons  appelées  ailleurs  sur/aces  H  ('),  donnent 
la  solution  de  l'équation 

i,  Uj  Ut  désignant  les  coordonnées  d'O.  Bonnet.  Nous  avons 
montré  que  la  surface  de  translation  correspondante  en  constituait 
la  développée  movenne  poncluclle.  il  suit  de  là  que  la  surface 
minima  est  Tenveloppe  d'un  plan  perpendiculaire  au  segment 
focal  de  H  et  le  coupant  en  son  milieu.  De  là,  nous  tirons  cette 
conséquence  : 

Si  l'on  associe  à  une  surface  minima  quelconque  une  des 

(  '  )  TUcse  de  doctorat. 
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surfaces  de  translation,  lieu  du  point  du  plan  tangent  à 
celle-là,  précédemment  défini,  ces  deux  surfaces  seront  les 
développées  moyennes  tangentielles  et  ponctuelles  de  la  famille 
de  surfaces  S  normales  à  la  congruence  des  droites  menées 
par  chaque  point  de  la  surfax:e  de  translation  parallèlement 
aux  normales  de  la  surface  minima. 

Le  segment  focal  de  la  famille  de  surfaces  H  est  donné,  à  une 
conslante  prés,  par  la  relation 

D-hD, 

(a)  p= j 

La  surface  S  correspondante  a  pour  équation 
(3)  {  =  aC,-+.u,C-i:t^(C'^G;-hD4.D0. 

Il  suffira  de  supprimer  les  fonctions  D  et  D|  dans  cette  équa- 
tion pour  obtenir  celle  de  la  surface  minima  développée  tangen- 
tielle  de  S. 

Il  resterait  à  indiquer  comment,  des  surfaces  trouvées,  on 
déduit  les  deux  systèmes  de  rayons  incidents  et  réfléchis  normaux 
à  quatre  familles  de  surfaces  S  dont  font  partie  celles  que  nous 
avons  déterminées.  Nous  renvoyons,  pour  ces  développements,  à 
l'article  précédemment  cité. 

Extension  des  formules  (i)  à  des  surfaces  quelconques.  — 
Exprimer  les  coordonnées  d'une  surface  de  translation  au  moyen 
du  sjrstème  (i)  revient  à  la  considérer  comme  la  développée 
moyenne  (•)  d'une  surface  3  définie  par  l'équation  (3),  $,  u,  Ut 
désignant  toujours  les  coordonnées  d'O.  Bonnet. 

Etendons  ce  mode  de  représentation  à  une  surface  (|uelconque. 
Soient  donc  x,  y^  z  les  coordonnées  d'une  surface  développée 
moyenne  d'une  seconde  surface  définie  par  une  fonction  ^  de  u,  {/|. 
Nous  désignerons  par  la  lettre  \  cette  surface. 


(*)  Par  développée  moyenne  nou3  entendrons  toujours  la  développée  moyenne 
ponctuelle. 
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p  désignant  le  segment  focal  de  i,  on  trouve 

C'est  ce  système  (4)  qui,  dans  le  cas  des  sur/aces  de  transla- 
tion, se  confond  avec  le  système  (i). 

Or  nous  allons  définir  quatre  nouvelles  fonctions,  que  nous 
désignerons,  comme  les  précédentes,  parles  lettres  C,  D,  Cf,  D| 
et  (|ui  entraîneront  l'identification  des  sytèmes  (i)  et  (4)  quelles 
que  soient  les  surfaces  de  coordonnées  x,  j'y  z. 

Il  est  évident  que,  dans  le  cas  général,  les  nouvelles  fonctions 
dépendent  chacune  des  deux  variables  i/,  iii.  Du  reste,  il  suffit, 
pour  les  obtenir,  d'écrire  que  les  deux  systèmes  de  valeurs  des 
expressions  de  x,  ^,  js,  p,  définies  par  les  équations  (i)  et  (2) 
d'une  part  et  (4)  de  l'autre,  sont  identiques. 

Cette  identification  conduit  aux  relations 

je  =![(.  + ««.)^-«î]. 

(5)        j  G,=  ,i[(i+uu,)^  -u.ç], 

D=D.  =  -ir(,+  ««.);r^-«#-«.#-  +  5l. 
\  2  L  au  dux  du  dui         J 

De  ce  système  on  déduit  l'identité 

Ainsi  donc,  sous  le  bénéfice  du  système  (5),  l'équation  d'aune 
surface  quelconque  Ç  prend  la  forme  de  l'équation  (3)  que 
vérifient  les  surfaces  S. 

Il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de  prendre  pour  point  de  départ 
celte  équation  de  la  surface  Ç  et  d'en  déduire  [toujours  en   tenant 
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comple  du  système  (5)]  les  éléments  géométriques  qui  s'y  rai- 
tachent:  développée  moyenne,  etc.  Sans  entreprendre  cette  étude 
en  détail,  nous  signalerons  les  résultats  suivants  : 

Les  dérivées  p-»  j^>        >      de  la  fonction  Ç  définie  par 

l'équation  (6)  peuvent  s'obtenir  en  opérant  comme  si  G,  D 
étaient  des  fonctions  de  u  seulement;  G|,  D|  dès  fonctions 
de  Ut  seulement. 

La  même  remarque  s'applique  aux  dérivées  j-^f  j-4»  >  ^^^  > 

An-t-l  t 

.  ,  .  f  oà  l'on  suppose  /i>2,  avec  cette  restriction  que  les 
expressions  trouvées  doivent  être  multipliées  par  le  facteur  2. 

Il  suit  de  là  que  toute  expression  où  figurent  les  seules  quan- 
tités £1,  i/|,  Ç,  T^,  T-^*  ^  prend  la  même  forme,  qu'on  y  rem- 
place Ç  et  ses  dérivées  par  les  expressions  déduites  de  Téqua- 
tion  (3)  particulières  aux  surfaces  S  ou  par  celles  que  l'on  déduit 
de  l'équation  (6)  qui  convient  à  toutes  les  surfaces. 

La  même  remarque  s'applique,  au  facteur  près   2'',  à   toute 

expression  homogène  et  de  degré  n  en  — ^>  •  •  •• 

Nous  avons  ainsi  défini  la  catégorie  illimitée  de  formules  dont 
nous  avons  parlé  au  début  qui,  établies  dans  l'hypothèse  des  sur- 
faces Hou,  ce  qui  revient  au  même,  des  surfaces  de  translation, 
leurs  développées  moyennes,  conviennent  à  des  surfaces  quel- 
conques. 

Comme  application  des  remarques  précédentes,  considérons  les 
coordonnées  de  la  développée  moyenne  d'une  surface  S,  définie 
parle  système (i)  où  C,  D,  C|,  D|  sont  fonctions  respectives d'ci/ie 
seule  variable.  Le  système  (4)  montre  que  les  expressions  des 
coordonnées  de  la  développée  moyenne  d'une  surface  quelconque 
ne  contiennent  que  les  seules  quantités  {/,  i/|,  ....  Nous  pouvons 
donc  affirmer  sans  calcul  que  le  système  (i),  où  l'on  considère  les 
fonctions  C,  D,  ...  comme  définies  par  le  système  (5),  donnera 
les  coordonnées  de  la  développée  moyenne  d'une  surface  quel- 
conque. 

Les  lignes  de  courbure  de  i  nous  fourniront  une  autre  applica- 
tion de  notre  proposition. 
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Ces  lignes  sont  définies  par  réquatîon 

équation  homogène  en  j4>  j4* 

D*ailleui*s,  dans  le  cas  des  surfaces  S,  cette  équation  prend  la 
forme 

.  Cette  équation  sera  donc  celle  des  lignes  de  courbure  d'uae  sur- 
face quelconque;  C,  D,  C|,  Di  et  leurs  dérivées  désignent  alors 
les  fonctions  définies  par  le  système  (5). 

Nous  venons  de  voir  comment,  G,  D,  d ,  D,  désignant  les  fonc- 
tions à  deux  variables,  les  formules  du  système  (i)  représentent 
les  coordonnées  d^une  surface  quelconque.  Or,  de  ces  formules, 
on  peut  en  déduire  de  beaucoup  plus  simples. 

On  vérifie  en  eflet  que,  si  dans  Tun  quelconque  des  seconds 
membres  du  système  (i)  on  groupe  d'une  part  les  termes  en  G,  D, 
de  Tautre  les  termes  en  Gi,  D|,  ces  deux  groupes  représentent 
des  valeurs  égales.  Il  suit  de  là  que  les  quantités  x,^,  s^  p  peuvent 
s'exprimer  au'moyen  d'un  seul  de  ces  groupes  à  la  condition  de  le 
multiplier  par  2. 

Ainsi  donc  les  coordonnées  d'une  surface  et  le  segment  focal  p 
correspondant  pourront  être  exprimées  par  le  système 

(7)  ^•^=*l""^fe"^^/       "^"^^J' 

/d|«C       ^\  _dC 

^  ~^      \ da*        au  )       du'  ' 
p=-D. 

On  déduirait  le  second  système  de  celui-ci  en  changeant  C,  D 
en  C, ,  Dj  et  i  en  —  i. 

Ces  formules  sont  celles  que  nous  avons  établies  ailleurs  ('), 

(')  Bulletin  de  la  Soc.  math.^  t.  XXXI,  fascicule  4,  p.  a35. 
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daDs  le  but  d'obleoir  des  expressions  rationnelles  et  sans  signe  de 
quadrature  des  coordonnées  et  de  l^arc  d'une  courbe. 

Ici,  seulement,  les  deux  systèmes  déGnissent  deux  familles  de 
courbes  de  paramètres  u^  et  u  qui  engendrent  chacun  la  même  sur- 
face. Nous  reviendrons  sur  le  réseau  de  ces  courbes. 

Les  coordonnées  de  la  développée  moyenne  tangentielle  de  ^  se 
déduisent  de  celles  de  la  développée  moyenne  ponctuelle  de  la 
façon  la  plus  simple. 

On  passe  de  cette  seconde  surface  à  ta  première  par  un 
simple  changement  de  signe  devant  les  termes  en  D',  D\  qui 
figurent  dans  les  formules  du  système  (i). 

Nous  supposons  toujours  les  fonctions  C,  D,  C|,  D|  définies 
par  le  système  (5). 

Enveloppes  et  enveloppées,  —  Rappelons  les  surfaces  définies 
respectivement  par  les  équations 


(8) 


5  =  MiG(a,  ai)-f-aG|(tt,  Uj) 

— — [— âT--^  L;  '^+D(">«.)+D.(».«.)j. 

Iî;  =  «iC(h,  «,)-i-«C,  (a,  h,) 
^—[       du        -^        du,      '  +  P(".«.)-*-P.(«.«t)J- 

Les  fonctions  C,  D,  C|,  D|  qui  figurent  dans  la  première  équa- 
tion sont  celles  que  définit  le  système  (5).  Les  fonctions  qui 
rentrent  dans  l'expression  de  Ç  se  déduisent  des  précédentes  par  le 
changement  de  «<  en  a,  dans  C,  D,  de  a  en  a  dans  C,,  D,, 
a,  ai  désignant  des  paramètres  quelconques. 

L'cquation  (8)  définit  une  surface  quelconque,  dont  la  déve- 
loppée moyenne  ponctuelle  est  représentée  parle  système  (7). 

L'équation  (9)  définit  un  ensemble  de  surfaces  S  à  deux  para- 
mètres qui  auront  pour  développées  moyennes  des  surfaces  de 
translation. 

Avant  d'étudier  les  rapports  qui  existent  soit  entre  les  surfaces  Ç 
et  les  surfaces  s?  soit  entre  leurs  développées  moyennes,  nous 
devons  déterminer  la  nature  de  ces  surfaces. 

L.a  surface  $  et  sa  développée  moyenne  sont  absolument  quel- 
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conques.  La  surface  définie  par  la  fonction  !^  est  une  surface  S.  et 
sa  développée  moyenne  une  surface  de  translation.  Mais  cette  der- 
nière surface  n'est  pas  la  plus  générale  de  cette  catégorie.  Nous 
devons  donc  préciser  sa  nature. 

Pour  y  arriver  nous  pourrons  procéder  comme  il  suit  : 

Supposons  l'une  des  familles  des  courbes  lieux  des  extrémités 
du  segment  mobile,  dont  le  milieu  décrit  la  surface  de  translation, 
définie  par  le  système  (7),  où  C,  D  désignent  des  fonctions  quel- 
conques de  la  variable  u  et  d'un  paramètre  arbitraire  ai .  Supposons 
la  seconde  famille  définie  par  un  système  analogue  que  nous  appel- 
lerons le  système  (7)'  et  qu'on  déduira  du  précédent  en  chan- 
geant C,  w,  tti,  i  en  C|,  W|,  a,  —  i. 

Assujettissons  maintenant  deux  courbes  quelconques  de  famille 
différente  à  se  rencontrer.  Écrivant  seulement  la  première  équa- 
tion de  condition,  nous  aurons 


I- 

-u» 

I 

2 

a 

du\  dui 


"       eu  -C(«»*») 


Nous  allons  imposer  à  ces  courbes  une  nouvelle  condition  et 
exiger  que  toutes  celles  d'une  même  famille  rencontrent  chaque 
courbe  de  l'autre  langentiellement  à  une  famille  de  plans  isotropes 
parallèles.  Si  nous  remarquons  que  les  variables  «/,  £/|  désignent 
deux  paramètres  directeurs  de  plans  isotropes  tangents  aux  courbes 
de  chaque  famille,  nous  nous  rendons  compte  aisément  qne^  au 
point  de  rencontre  de  deux  courbes,  u  sera  fonction  de  a  seule- 
ment et  Ui  de  a|.  On  peut  d'ailleurs,  sans  restreindre  la  généralité 
du  problème,  supposer  qu'on  a  précisément  en  ce  point  u  =  a, 
M,  =  a,. 

Mais,  alors,  le  sjrstème  (10)  sera  vérifié  pour  m  =  a,  i/,  =  ai 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  a  =  m,  a,  =  Ut.  Dès  lors,  les 
trois  relations  (10)  expriment  trois  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  fonctions  C(£^,  £<i),  D(u,  U|),  ...  définies  par  le  sys- 
tème (5).  Cela  résulte  de  ce  fait  que  les  coordonnées  des  surfaces 
définies  par  ces  fonctions  doivent  pouvoir  être  représentées  indif- 
féremment par  les  systèmes  (7)  ou  (7)'. 

D'ailleurs,   le   système   (5)   montre   que,    entre   les   fonctions 
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C(^UyUi)j  •••,  il  ne  saurait  y  avoir  plus  de  trois  relations  dis- 
tinctes. Ainsi  donc,  les  conditions  que  nous  nous  sommes  impo- 
posées  nous  ont  conduite  déterminer  précisément  les  quatre  fonc- 
tions C^D,  ...  définies  par  le  système  (5),  c'est-à-dire  les  quatre 
fonctions  qui  figurent  dans  Texpression  de  Ç  donnée  par  la  rela- 
tion (8).  D'ailleurs,  les  fonctions  C(u,  a,),  ...  sont  bien  déduites 
des  fonctions  précédentes  par  le  changement  de  Ut  en  ai  dans  la 
première,  de  u  en  a  dans  là  seconde.  Ce  sont  donc  bien  les  fonc- 
tions qui  figurent  dans  l'expression  de  ^  définie  par  l'équation  (9). 
Nous  pourrons  donc  maintenant  exprimer  comme  il  suit  le  carac- 
tère des  surfaces,  développées  moyennes  des  surfaces  ^. 

L'ensemble  des  sur/aces  de  translation,  développées  moyennes 
des  sur/aces  Ç,  s'obtient  en  prenant  pour  courbes  lieux  des 
extrémités  du  segment  mobile,  deux  familles  de  courbes  telles 
que  toutes  celles  d'une  même  famille  rencontrent  chaque 
courbe  de  Vautre  tangentiellement  à  une  famille  de  plans 
isotropes  parallèles . 

Nous  allons  étudier  maintenant  quelques-unes  des  relations  qui 
existent  entre  les  surfaces  \  et  ^,  ou  encore  entre  leurs  dévelop- 
pées moyennes. 

Si  Ton  forme  les  dérivées  de  ^  et  !^  au  moyen  des  relations  (8) 
et  (9),  on  vérifie  que,  pour  les  points  des  deux  surfaces  définis 
par  les  relations 

on  a 


du       du  '         àui 

d;              d^^     __     d«Ç 
dUi  '         du  dui       du  dut 

dn^^      dn^ 

c?a«       "  du'' 

dn^^^dnti 

du'}          du^  * 

du"  dui          du**  dui 

du^  du          du^  du 

Nous  supposons  /i^2. 

De  ces  relations  nous  déduisons  la  conclusion  suivante  : 

Une  expression  en  Ç,  ^-*  ^>  .  ,  ne  change  pas  de  valeur 
quand  on  y  remplace  ces  quantités  par  les  quantités  corres- 
pondantes î^,  -,-»•••  c/  qu'on  y  fait  a  =  m,  a,  =  W|. 
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Par  celte  substitution  une  expression  homogène  en  j-J»  •  •  • 
de  degré  p  se  trouve  divisée  par  2P. 

Tirons  quelques  conséquences  de  ces  propositions. 
Les  coordonnées  de  la  surface  Ç  sont  fonctions  des  seules  quan- 
tités w,  M|,  Ç,  ~>  j^>  >  '      (*).  D'ailleurs,  les  coordonnées  de  Ç 

se  déduisent  des  premières  par  la  substitution  de  la  fonction  2^  à  la 
fonction  Ç.  Nous  en  concluons  que  les  points  correspondants  des 
deux  surfaces  se  confondent.  D'autre  part,  les  variables  u,  ii|  défi* 
nissent  la  direction  commune  des  normales  à  ces  mêmes  surfaces; 
elles  sont  donc  tangentes  au  point  considéré. 

Ainsi  donc  la  sur/ace  l  est  l'enveloppe  de  la  sur/ace  Ç. 

Considérons  maintenant  les  développées  moyennes. 

Pour  le  même  motif  que  tout  à  Theure,  les  points  correspon- 
dants sont  confondus. 

II  est  facile  de  prouver  qu'ici  encore  les  deux  surfaces  sont  tan- 
gentes en  ces  points.  En  efiet,  on  vérifie  que  les  différentiel  les  dx^ 
dy,  dz  de  ces  surfaces  sont  des  fonctions  linéaires  des  seules  déri- 
vées j-|>  •••»  j-r>  ••••  Elles  sont  donc  proportionnelles.  Les  deux 

surfaces  ont  donc  Ieur$  normales  confondues  aux  points  corres- 
pondants. 

Ainsi  donc  la  développée  moyenne  de  Ç  est  r enveloppe  de 
l'ensemble  des  sur/aces  de  translation^  développées  moyennes 

der;. 

La  même  remarque  s'applique  aux  lignes,  de  courbure  dont  les 
équations  sont  homogènes  en  ^*  j-|- 

Par  conséquent,  les  lignes  de  courbure  de  Ç  sont  tes  emve^ 
loppes  des  lignes  de  courbure  de  ^. 

Faisons  encore  une  application  des  résultats  précédents. 

On  vérifie  que  l'élément  linéaire  d'une  développée  moyenne 


(  '  )     Voir  Darboux,  Théorie  de  surfaces,  t.  ï,  p.  a^6. 
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quelconque  esl  définie  par  la  relalîon 

p  désignant  toujours  le  segment  focal  de  ^  et  ayant  sa  dtflTérenlieile 
définie  par  la  relation 

On  voit  par  là  que  ds^  est  homogène  et  du  second  degré 
en  T-f»  •"*  Si  donc  nous  désignons  par  dS^  l'élément  linéaire 
relatif  à  la  développée  moyenne  de  Ç,  on  aura  la  relation 

au  point  où  Tenveloppe  touche  l'enveloppée. 
Cette  relation  nous  permet  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 
Supposons  qu'on  ait  réussi  par  un  procédé  quelconque  à  déter- 
miner deux  ensembles  de  surfaces  de  translation  à  deux  para- 
mètres, définies  comme  précédemment  et  telles  que,  aux  points  de 
contact  avec  leurs  enveloppes^  leur  élément  linéaire  ait  la  même 
valeur  :  ces  enveloppes  seront  applicables. 

Remarquons,  en  terminant,  que  les  courbes  lieux  des  extré- 
mités du  segment  mobile  dont  le  point  milieu  décrit  les  sur^ 
faces  de  translation,  développées  moyennes  de  Ç,  décrivent 
l'enveloppe  de  ces  mimes  surfaces. 

Cela  résulte  de  ce  fait  que  deux  courbes  quelconques  de  famille 
diH'érenle  se  rencoolrent. 

Réseaux  (u,  c/|).  —  Nous  désignerons  ainsi  la  catégorie  de 
réseaux  dont  nous  avons  parlé  au  début  et  qui,  tracés  sur  une 
surface  quelconque,  jouissent  de  propriétés  analogues  au  réseau 
des  courbes  génératrices  d'une  surface  de  translation. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  analogie,  remarquons  que  ce 
dernier  reseau  peut  être  considéré  comme  formé  de  deux  familles 
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de  courbes  telles  que  toutes  les  courbes  d'une  même  famille  ren- 
contrent chacune  des  courbes  de  l'autre  tangentiellement  à  une 
famille  de  droites  parallèles.  D'après  la  définition  même  des  sur- 
faces de  translation,  de  pareils  réseaux  ne  se  rencontrent  que  sur 
ces  surfaces.  Mais  nous  pouvons  élargir  la  définition  donnée  en 
substituant  à  la  famille  des  droites  parallèles  tangentes  aux  courbes 
d'une  même  famille  une  famille  de  plans  parallèles  tangents  à  ces 
mêmes  courbes.  Prenons  par  exemple  des  plans  isotropes.  Dès 
lors,  la  définition  précédente  caractérisera  les  réseaux  composés  de 
deux  familles  de  courbes  telles  que  toutes  les  courbes  d'une  même 
famille  rencontrent  chaque  courbe  de  l'autre  tangentiellement  à 
une  famille  de  plans  isotropes  parallèles.  Cette  définition  com- 
prendra encore,  comme  cas  particulier,  le  réseau  des  courbes 
génératrices  d'une  surface  de  translation,  mais,  dans  le  cas  géné- 
ral, elle  caractérisera  une  catégorie  de  réseaux  susceptibles  d'être 
tracés  sur  une  surface  quelconque. 

Tels  sont  les  réseaux  (u^  u^)  dont  nous  nous  proposons  d'in- 
diquer sommairement  quelques  propriétés. 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  sur  une  surface  donnée,  ils 
forment  une  catégorie  caractérisée  par  deux  fonctions  ari)itraires. 

En  effet,  considérons  la  surface  proposée  comme  la  développée 
moyenne  d'une  surface  Ç.  Celte  surface  pourra  être  considérée 
comme  définie  par  le  système  (4).  Or,  si  l'on  porte  les  valeurs  Xj 
y^  z  ainsi  déterminées  dans  l'équation  de  cette  même  surface 

F(a?,>',  «)  =  o, 

on  obtiendra  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme    ■ 

dont  rintégrale  générale  \  renferme  deux  fonctions  arbitraires. 

D'ailleurs,  chacune  des  valeurs  de  \  donnera  un  réseau  (u^  e/i). 
En  effet,  les  deux  familles  de  ces  réseaux  (on  s'en  rend  compte 
aisément)  sont  données  séparément  par  les  systèmes  (7)  et  (7)'  où 
l'on  fait  respectivement  u^  =  const.,  u  =  const.  Or,  à  chaque  va- 
leur de  \  correspond,  en  vertu  des  relations  (5),  un  système  de 
valeurs  des  fonctions  C,  D,  Ci,  Df.  La  proposition  est  ainsi  dé- 
montrée. 
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L'élément  linéaire  de  la  surface  étant  donné  par  la  relation  (i  i), 
on  voit  que,  pour  toutes  les  courbes  du  réseau,  on  aura 

Cette  relation  entraîne  la  propriété  suivante  : 

Les  arcs  des  coUrbes  de  tout  réseau  (u,  u^)  sont,  à  une 
constante  près,  égaux  au  segment  focal  de  la  sur/ace  Ç,  qui 
admet  la  proposée  pour  développée  moyenne. 

Celte  propriété  du  réseau  ((/,  i/|  )  tracé  sur  la  développée 
moyenne  de  \  le  rapproche  des  réseaux  des  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  correspondant  au  réseau  des  lignes  de  cour- 
bure de  cette  même  surface  Ç.  On  sait  qu'au  réseau  de  ces  lignes 
correspond,  sur  chaque  nappe  de  la  développée,  une  famille  de 
coorbes  dont  les  arcs,  en  chaque  point,  sontégaux  à  la  distance  de 
ces  points  à  la  surface  \.  C'est  bien  la  propriété  que  nous  venons 
de  constater  pour  les  courbes  du  réseau  (z/,  c/i).  Si  nous  dési- 
gnons par  R,  R'  les  rayons  de  courbure  de  Ç,  les  longueurs  res- 
pectives des  arcs  de  courbe  considérées  seront  R,  R'  pour  les 

R  -4-  R' 

nappes  de  la  développée, pour  la  développée  moyenne. 

Indiquons  encore  les  propriétés  suivantes  : 

Les  paramètres  des  courbes  du  réseau  (m,  M|)  sont  ceux  des 
génératrices  rectilignes  de  la  sphère  de  rayon  i  sur  laquelle 
on  effectue  la  représentation  sphérique  de  Ç. 

Les  réseaux  {Uy  u^)  sont  les  seuls  dont  les  coordonnées  et  les 
arcs  des  courbes  qui  les  composent  puissent  s^ exprimer  ration- 
nellement et  sans  signe  de  quadrature  en  fonction  des  quan- 
tités II,  tt,,  let  des  dérivées  de  Ç,  quelles  que  soient  les  surfaces 
proposées. 

Cette  propriété  résulte  de  ce  fait  que  les  coordonnées  de  ces 
courbes  sont  définies  par  les  systèmes  (7)  ou  (7)',  où  D,  D|  re- 
présentent les  arcs  de  courbes. 

Pour  tout  autre  réseau,  les  arcs  de  courbes  sont  définis  par  la 
relation 


./,  =  y/./p.+  ggrf„^„., 


XXXll. 
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où  Ton  a 

du  dux  ^  o, 

expression  qui  ne  saurait  être  rationnelle  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion Ç  (<). 

On  voit,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  quelles  relations 
étroites  établit  le  réseau  précédemment  déiini  entre  une  surface 
donnée  quelconque  et  un  ensemble  à  deux  paramètres  de  surfaces 
de  translation. 

Pour  mieux  nous  rendre  compte  de  ces  relations,  considé- 
rons le  système  géométrique  formé  de  l'ensemble  des  sur/aces  ^ 
précédemment  défini,  des  surfaces  de  translation  leurs  déve- 
loppées moyennes,  des  deux  familles  de  développables  de  cha- 
cune des  surfaces  X^,  Des  remarques  précédentes  on  déduit 
aisément  que  V enveloppe  de  ce  système  à  deux  paramètres 
constitue  un  système  de  même  nature  dont  chaque  élément  est 
V enveloppe  de  Vêlement  correspondant  dans  le  premier  sys- 
tème. 

Pour  obtenir  les  équations  du  système  enveloppe,  il  suffit 
défaire  aL  =  u,  0Li  =  Ui  dans  les  équations  du  système  enveloppé. 

Les  deux  plans  isotropes  de  chaque  courbe  du  réseau  sont 
analytiquement  séparables. 

Les  quatre  plans  isotropes  tangents  en  un  même  point  de  la 
surface,  aux  deux  courbes  d^un  réseau  (m,  U{)  qui  s^y  ren- 
contrent, forment  quatre  congruences  de  droites,  divisées  en 
deux  couples  de  rayons  incidents  et  réfléchis.  Ces  deux  couples 
sont  formés  de  congruences  analytiquement  séparables.  Les 
congruences  de  l'un  des  systèmes  sont  normales  à  deux  familles 
de  surfaces  dont  l'une  admet  la  surface  dirimante  pour  déve- 
loppée moyenne. 

Cette  dernière  propriété,  que  nous  avons  exposée  dans  Thypo- 
thèse  des  surfaces  de  translation  (2),  va  faire  l'objet  d'un  para- 
graphe spécial. 

(M  Nous  ne  considérons  pas  le  cas  où  l'on  a  -r-^  —~  =  o.  Cette  équation  définit 
'  du*  ôu\  ■ 

ics  surfaces  de  Mongc,  dont  la  développée   moyenne,    sur  laquelle  est  supposé 

tracé  le  réseau,  se  réduit  à  une  courbe. 

(')  BuU.  de  la  Soc.  math.,  t,  XXI,  fasc.  4,  p.  247. 
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Systèmes  de  rayons  et  nappes  d'enveloppes  analytique  ment 
réparables.  —  Nous  avons  établi  ailleurs  (  *  )  une  série  de  formules 
relatives  aux  quatre  plans  isotropes,  tangents  à  deux  courbes  en 
leurs  points  de  rencontre.  Or,  les  calculs  effectués  alors  se  ré- 
duisent à  de  simples  opérations  d^algèbre  et  de  dérivation  portant 
sur  les  quantités  définies  par  les  systèmes  (7)  et  (7)'  qui  déter- 
minent les  deux,  courbes.  Nous  supposions  alors  le  système  (7) 
iodépendant  de  U\  et  le  système  (7)'  indépendant  de  u.  Du  reste, 
les  dérivées  en  u^  ne  figurant  pas  dans  le  premier  système,  et  les 
dérivées  en  u  ne  figurant  pas  dans  le  second,  les  quantités  e/| 
et  uy  jouent  respectivement  le  rôle  de  simples  paramètres  sans 
influence  sur  la  nature  des  précédents  calculs. 

Nous  en  concluons  que  toutes  les  formules  établies  alors  peuvent 
être  transcrites  ici  sans  modification,  et  qu'elles  s'appliquent 
eiactement  au  réseau  (m,  u^)  défini  par  les  systèmes  (7)  et  (7)'. 
Er  d'autres  termes,  nous  pouvons  appliquer  au  cas  d'une  surface 
quelconque  toute  une  série  de  formules  établies  pour  les  seules 
surfaces  de  translation.  Ici  seulement,  les  fonctions  C,  D,  d,  D| 
ne  seront  plus  les  fonctions  d'une  seule  variable  qui  figurent  dans 
le  système  (i),  mais  plutôt  les  fonctions  à  deux  variables  que  dé- 
finit le  système  (5). 

D'après  cela,  les  quatre  équations  des  plans  tangents  au  point 
de  rencontre  de  deux  courbes  du  réseau  (a,  u^)  seront  données 
par  le  système 

(1— tt«)X-4-i(i-f-aî)Y-f-îMZ  -haC  =0, 

,   (l  — «^«)XH-«(I-f-P«  )Y-4-2(^Z     H-2G    =0, 
^^^  j  (l  —  UÎ)X  —  1(1  -h  UÎ)Y  -f-  2M,  Z  -h  2G,  =  o, 

(  (i— i>î)X  — i(n-PÎ)Y-4-2i^iZ  -h2G,=  o, 

où  €^  et  G  représentent  des  fonctions  de  £^,  i^i  définies  par  les  rela- 
tions 


(«3J 


^ô^l 

àu^    '    du*' 

P  —  w  r    dG       , 

2            du       ^ 

m- 


(*  )  Ibid,,  p.  247  et  suivantes. 
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On  obtient  les  relations  de  Ti,  G|  en  aflcctant  d^indices  les 
lettres  qui  figurent  dans  les  formules  précédentes. 

Les  deux  premières  équations  du  système  (12)  sont  celles  des 
deux  plans  isotropes  tangents  aux  courbes  de  paramètre  tti,  les 
deux  dernières  se  rapportent  aux  courbes  de  paramètre  e/. 

Le  système  (i3),  rapproché  du  système  (5)  qui  définit  les  fonc- 
tions C,  D,  C«,  D|,  montre  que  les  quatre  équations  des  plans 
isotropes  sont  rationnelles  en  m,  ii^j  Ç  et  les  dérivées  de  Ç. 

Ainsi  donc,  les  deux  plans  isotropes,  tangents  en  un  même 
point  d'une  courbe  quelconque  du  réseau  (u,  Mi),  sont  analy- 
tiquement  séparables. 

Les  quatre  congruences  formées  des  intersections  de  ces  plans 
isotropes  sont  données  par  le  système 

X-y  _     Y— j^  Z  —  z 


(14) 


a -I- Ml        i(ui— u)       uux  —  i 

et  par  les  trois  autres  systèmes  qu'on  déduit  de  celui-ci  en  rem- 
plaçant d'abord  u  par  (^,  puis  u^  par  (^,,  et  enfin  simultanément 
M,  f/|  par  v^  v^. 

Nous  renvoyons,  pour  les  calculs,  à  l'article  précédemment 
indiqué. 

Il  nous  reste  à  examiner  lesquelles  de  ces  congruences  sont  nor- 
males à  des  familles  de  surface.  Or,  nous  aurons,  dans  les  cas  des 
surfaces  de  translation,  ' 


/ 


(  u  -4-  M|  )  ûtr  -f-  l(  Mi  —  M  )  rf-S  -h  (  MM|  —  i)  ^^  dp      ,  «>P       , 

; =  -j-  du-k-  --^  dui  =  ap, 

l-hMMi  du  dui  ' 

(p -+- Ml)  cfa: -4- i(mi  —  v)  dy  -\-iv\U — \)  dz  àp    ,  ùo     , 

iL ~  —  ^  du-k-  -z^  dUi, 

iH-Mii'  du  âui 

(u-hVi)dx  -h  i{vi — u)dy  -^-(viu  —  \)  dz  dp    ,  dp     , 

i i ^ =  ^  du—  --^  dui, 

1  -+-  uvi  du  dui 

(v  -^  i>i)dx  -h  i(v^  —  v)  dy  -h  (vv^-^i)  dz 


-h  VVi 


G*-'"-â;''-)=-*l 


p  désigne  toujours  le  segment  focal  de  Ç. 

Bien  que  ces  formules  soient  de  même  forme  que  celles  relatives 
aux  surfaces  de  translation,  elles  ne  doivent  pas  être  interprétées 
de  la  même  manière.  Dans  le  cas  des  surfaces  de  translation,  p  est 
la  somme  de  deux  fonctions  respectives  de  u  et  de  u^.  Il  suit  de  là 
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que  les  quatre  seconds  membres  du  système  précédent  sont  au- 
tant de  differenlîclles  exactes.  D'où  nous  devions  conclure  que  les 
quatre  congruences  étaient  normales  à  autant  de  familles  de  sur- 
faces. 

Dans  le  cas  général,  il  n'en  est  plus  ainsi.]Des  formules  précé- 
dentes, seules  la  première  et  la  dernière  jouissent  de  la  propriété 
indiquée. 

Nous  avons  donc  ici  deux  systèmes  de  rayons  incidents  et 
réfléchis  analytiquement  séparables y  mais  dont  V un  seulement 
se  compose  de  congruences  normales  à  deux  familles  de  sur- 
faces. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  la  détermination  :  des 
plans  isotropes  tangents  aux  courbes  génératrices  d'une  surface  de 
translation;  des  congruences  de  droites  intersections  de  ces  plans, 
et,  par  suite,  des  systèmes  de  rayons  incidents  et  réfléchis  formés 
avec  ces  convergences,  dépendent  de  calculs  qui  s'appliquent 
sans  restriction  au  cas  de  surfaces  quelconques.  Pour  les  adapter 
au  cas  général,  il  nous  a  suffi  de  substituer  dans  les  formules  les 
fonctions  C,  D,  etc.,  définies  par  le  système  (5)  aux  fonctions 
d'une  seule  variable  désignées  par  les  mêmes  lettres. 

C'est  seulement  quand  nous  avons  voulu  con<«idérer  les  surfaces 
normales  aux  congruences  de  droites  que  nous  avons  vu  se  mani- 
fester une  din*érence  dans  les  résultats.  Au  lieu  de  quatre  familles 
de  surfaces  normales  aux  congruences,  nous  n'en  avons  trouvé 
que  deux. 

Nous  constatons  une  seconde  différence.  Dan$  le  cas  des  sur- 
faces S,  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  de  la  sphère  mobile 
admettent  la  surface  dlrimante  pour  développée  moyenne.  Dans 
le  cas  général,  une  seule  de  ces  nappes  jouit  de  cette  propriété. 
On  en  peut  conclure  que  les  surfaces  H  donnent  la  solution  com- 
plète du  problème  suivant  : 

Déterminer  les  surfaces  telles  que  la  congruence  de  leurs 
normales  se  réfléchisse  sur  la  dés^eloppée  moyenne  ponc- 
tuelle, normalement  à  une  famille  de  surfaces  admettant  au 
même  titre  la  surface  dirimanle. 

Du  reste,  comme  nous  allons  le  voir,  les  coordonnées  des  deux 
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nappes  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  i/,  /ii,  i  et  des 
dérivées  de  Ç. 

Nous  pouvons  donc  affirmer  ici  encore  que  les  deux  nappes 
de  C enveloppe  de  la  sphère  mobile  dont  le  centre  décrit  la 
surface  dirimante  sont  analytique  ment  séparables,  \ 

Série  de  systèmes  de  rayons  analytiquement  séparables.  — 
Nous  allons  maiutenaot,  comme  nous  Tavons  annoncé  au  début, 
prendre  une  méthode  plus  directe  qui  nous  fera  retrouver,  en  les 
complétant,  les  résultats  précédents.  Nous  montrerons,  en  parti- 
culier, comment  des  normales  à  une  surface  quelconque  on  peut 
déduire  une  série  illimitée  de  système?  de  rayons  incidents  et  ré- 
fléchis dont  les  équations  s'expriment  toutes  rationnellement  en 
fonction  des  coordonnées  u^  u^,  Ç  relatives  à  la  surface  donnée 
et  des  dérivées  de  Ç. 

Soit  donnée  une  surface  quelconque  déHnie  par  le  système  (4)i 
que  nous  écrirons  sous  la  forme  suivante  : 

1a?—  i>=  a,j— /?, 
a?  H-  iy  =  us  —  7, 
z  =  -J  (aM| —  1)5 —  up  —  Mi^-t-O- 

Nous  désignons  par  p^  q^  r,  5,  t  les  dérivées  premières  et  se- 
condes de  \  par  rapport  aux  variables  u^U\. 

Calculons  les  quatre  paramètres  directeurs  des  plans  isotropes 
tangents  aux  courbes  de  paramètres  u^  U\  tracées  sur  la  surface. 

Si  nous  désignons  par  w  et  w^  deux  quantités  absolument  quel- 
conques, nous  vérifions  les  deux  identités 

(1  —  w^^  dx  -\-  i{\ -^  w^)dy  -h  livdz 

w  —  uV     /  ds\        as']    ,  1-4-  wui  /      ds        ^  as  \    . 

( I  —  w\)  dx  —  i{i  -h  ^^]  )  dy  -h  'iwi  dz 

I  -f-  uwt  /as  às\   ,  wi  —  Ml  r       /  as  \        as  "{  j 

Supposons  maintenant  que  les  difl'érentielles  dXj  dy^  dz  se 
rapportent  aux  courbes  de  paramètre  U\  dans  la  première  des  re- 
lations (16)  et  aux  courbes  de  paramètre  u  dans  la  seconde.  Sup- 
posons encore  que  les  quantités  tv,  çV|  désignent  les  paramètres 
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directeurs  respectifs  des  plans  isotropes  taogenls  à  ces  courbes. 
On  aura  alors 

4^— **>  È -^  *^' + **>  as -^  ^"^  ë] 

=  («'.-«.)[«'.(*-«^)-^]=o. 
On  obtient  donc  les  quatre  systèmes 


r' 

âs 

du 

(  tV   =  M, 

ds 

Ul=«l,      ^ 

ds 
dui 

«'1  =  ^'1  -•              ^     > 

dux 

y      l    W    =  U, 


fV,=  ('i  = 


ds 

ds 
du 

du\ 

/                                   ds 

•        J                             ''  —  "l  T- 

à 

c    »                                                      *  (^a 

qui  définissent  les  directions  des  quatre  congruences  formées  par 
les  intersections  des  quatre  plans  isotropes. 

Pour  que  ces  congruences  soient  normales  à  une  famille  de 
surfaces,  il  faut  que  l'expression 

(w  -h  Wi)  dx  -h  i( cvi  —  w)  dy  ■+■  (  Wivi  —  \) dz 

soit  une  différentielle  exacte. 
Or,  on  trouve 

(w-^wi)dx  -^-  i(ivi —  w)dy  -{-  (wwi  —  i)  dz 


'2(1  -h  WWi) 

Pour 


dui 

'2(H-  WWi  ) 


W=z  U,  Wi  =  Wi, 
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il  vient 

(u-h  Ui)  dx-¥-  i( Ml  —  u)dy  -{-( uux  —'\)dz 

14-  UUi 

ds  ds 

(l-f-Mttl)-r Ur  (l-httMi)^ Uit 

ou              j                           oux  -  , 

=  du  -*-  aut  =  d?, 

p  désignant  toujours  le  segment  focal  de  Ç,  segment  défini  par  la 
relation 

(17)  p  =  i  [( MM, -+- 1)  «  —  a/>  —  Mi^  -h  Ç]. 

Prenons 

«;  =  i»,  tv,  =  P,, 

Py  i^i  ayant  les  valeurs  définies  plus  haut. 
Il  vient 

}  {9-^^\)dx->ri{9x  —  v)dy'^(yçx^\)dz  _  m  — p  ^du+  "t  — <^i  A^_^3. 
^     '^  (  IH- i'ï'i  ^v     du  at^i      dtti 

On  obtient  donc  encore  ici  une  diflférentielle  exacte.  D'ailleurs, 
le  calcul  montre  qu'il  n'en  sera  pas  ainsi  pour  les  deux  autres 
congruences.  Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  nous 
avons  trouvés,  en  établissant  les  formules  (i4)* 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  équations  de  la  surface  normale  à 
la  seconde  congruence  qui  forme  avec  \  les  deux  nappes  de  l'en- 
veloppe de  la  sphère  mobile . 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  cette  surface,  x^  y^  z  dési- 
gnant toujours  les  coordonnées  de  la  surface  dirimante  définie 
par  le  système  (i5)]et  p  le  segment  focal  de  Ç;  il  viendra,  en 
tenant  compte  de  (18), 


(19) 


X 

=  37-+- 

14-  i^t^l  ^ 

Y 

=  K-4-t  j 

7. 

^  z  -V- 

"•"'-'. 

VVx 


Cela  posé,  imaginons  le  plan  tangent  à  la  surface    cherchée 
défini  par  la  relation 


(10)  {v  -^  i'|)\  —  /a»,  —  r)Y  -^(v't^i--i)Z  -h  Ço=  o, 
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Iq  désignant  une  fonction  de   v^  i^i   qu'il  s'agil  de   déterminer. 
Portant  dans  Téquation  (20)  les  valeurs  des  quantités  X,  Y,  Z, 
définies  par  le  système  (19),  et  tenant  compte  des  valeurs  des 
quantités  x^y^  Zy  p,  on  obtient  le  système 


(21) 


î.=- 

(l-f-i^,M)( 

ds 

'- 

du 

ds 
du 

ds 

^,= 

dux 

"'' 

t^U-r— 

du\ 

qui  détermine  les  coordonnées  de  la  seconde  nappe  en  fonction 
de  M,  M,,  Ç  et  des  dérivées  de  Ç.  D'ailleurs,  ces  expressions  sont 
toutes  trois  rationnelles  par  rapport  à  u,  W|,  Ç  et  ses  dérivées. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  sur/ace  quelconque  étant  donnée,  le  système  formé  des 
rayons  normaux  à  cette  surface  et  des  rayons  réfléchis  par  la 
développée  moyenne  sont  analytiquement  séparables.  Il  en  est 
de  même  des  surfaces  normales  à  ces  congruences  qui  forment 
les  deux  nappes  de  l^ enveloppe  de  la  sphère  mobile  dont  le 
centre  décrit  la  surface  dirimante. 

Nous  avons  pris  pour  point  de  départ  la  surface  Ç  et  nous  en 
avons  déduit  la  surface  \q  normale  aux  rayons  réfléchis  sur  la  dé- 
veloppée moyenne  de  la  première.  Cette  surface  \^  est  d'ailleurs 
l'enveloppe  d'un  plan  défini  par  l'équation 

{v  -^  vi)  X  -¥-  ï(i^i—  v)y  -¥■  (pi>i  — 1)-5  -hÇ«=  o. 

Si  nous  opérons  sur  cette  équation  comme  nous  avons  fait  sur 
celle  qui  définit  Ç,  nous  en  déduirons  la  développée  moyenne 
de  Ço,  puis  la  congruence  des  rayons  réfléchis  une  seconde  fois, 
sur  la  nouvelle  développée  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  D'ail- 
leurs, les  éléments  de  ces  congruences  de  rayons  réfléchis,  ainsi 
que  de  leurs  surfaces  dirimanles  et  des  surfaces  qui  leur  sont  nor- 
males seront  toutes  définies  par  des  expressions  rationnelles  des 
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coordonnées  u^  i/|,  Ç  de  la  surface  primitive  et  des  dérivées  de  ç. 

Nous  allons  établir  les  formules  qui  permettent  de  déduire  les 
uns  des  autres  ces  divers  systèmes  de  rayons.  Nous  allons  modifier 
légcrement  les  notations  précédentes.  Nous  désignerons  par  e/,  v 
les  variables  relatives  à  la  première  surface  Ç,  par  i/| ,  ç^^  u^^  1^3, . . ., 
Un^  Vfi  celles  relatives  aux  surfaces  successives  Ç|,  Ç29  •••?  Sa  qu^ 
nous  déduirons  de  la  première  Ç. 

Nous  aurons  donc,  pour  coordonnées  de  la  surface  ii  normale 
aux  rayons  réfléchis  sur  la  développée  moyenne  de  Ç, 

l    Çi  =— (l-4-P|M)(H-i'Mi)5-+-Mi(H-MVi)/>-hi't(l-+-«'«l)^  — «l*'l5, 

du 

«1=        7-> 

Os 

(22)/  '"""dH 


Vl  = 


àv 


Os 


D'où 


du,=  rr-\'l  r~:-^  du  -+-  4^  dv\ 

ou  ov      I 


j    <*s    j  \      duOv 


^.-/;^v(-^.«-..^; 


Si  Ton  considère  i/|,  Vt  comme  des  fonctions  de  m,  if  détermi- 
nées par  les  relations  précédentes,  la  première  des  équations  du 
système  (22)  dcHnit  la  surface  qui,  associée  à  Ç,  donne  les  deux 
nappes  de  l'enveloppe  de  la  sphère  mobile  dont  le  centre  décrit  la 
développée  moyenne  de  la  proposée.  Si,  au  contraire,  nous  con- 
sidérons w,  (^  comme  des  paramètres  indépendants  de  i/|,  i^i,  nous 
avons  Téqualion  de  la  sphère  mobile  elle-même. 

Calculons  les  dérivées  premières  et  secondes  de  ç<.  Mais,  aupa- 
ravant, remarquons  que,  en  vertu  du  système  (:*2), 

(fis 
ds\  du        ,  ^  f  ùs\  dv  du  âv 


/  ds\  du       ,  ,  /^  ds\  di> 


àjui  vi) 
à(uv 
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Celle  relation  établie,  nous  trouvons 

/?i=(l-f-MP,)(/?  — W)  -¥-Vi  {vq  — Ç), 
^1  =  (I  -+-  vux)  (g--'Us)-hUi(up^  0- 

,  /  ds\  du         i-\-  v*u  as    du 

\  du/ âui  Ui        du  àui 

I  -I-  vu\  ds    dç 
dç  dvi ' 


/,  =  (n-  tt, 


^){t 


ds\   dv 
dv  )  dv^ 


rt 


5i  =  —  UVS  H-  M/>  -H  i>7  —  5  -f- 


d^s 
du  di> 


d(uiVi) 
d{uv) 


Désignons  par  j?i,  yi,  z^   les  coordonnées  de  la   développée 
moyenne  de  ii,  par  pi  le  segment  focal  de  cette  même  surface. 
Posons  encore 

d^s 


rt 


1  = 


du  dif 


Il  viendra 


d(uv) 


i 


^i  -H  «>i  =  «1  *i—  qi  =  us  —  q 


zi=  ^    (wit'i— i)«i— "i/>i— «'i^i-'-îi 


23) 


{uv  —  i)s  —  up  —  t'y  -+-  î    H ; 

1)5,  — M,/?|— i^l^l-hîl 

- 1)5  —  a/>  —  l'y  -t-  ç    -h  - 


Pi=  ^  |(«i*'i 


X. 


La  développée  moyenne  de  ^1,  nouvelle  surface  dirimante  des 
rayons  une  première  fois  réfléchis  par  la  développée  moyenne  de  Ç, 
étant  ainsi  déterminée,  il  nous  reste  à  déterminer  les  paramètres 
directeurs  U2,  ^2  des  rayons  réfléchis  une  seconde  fois.  Dans  ce  but, 
nous  considérerons  les  plans  isotropes  tangents  aux  courbes  de 
paramètres  u^,  v^  tracées  sur  la  développée  moyenne  de  Cf.  Nous 
aurons  les  relations 

(i  —  u\)  dxx -4-  i{i  H-  a|)  dyx  -4-  2 Mj  dz^  =  o, 
(i  —  ç\)dx\  —  t(i-+-  v\)  dy\  -H  ivt  dzx  =  o. 
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Nous  trouverions  quatre  systèmes  de  valeurs,  comme  précédem- 
ment, et  nous  serions  amenés  à  poursuivre  les  calculs  de  la 
manière  indiquée  plus  haut. 

Nous  pouvons  donc  résumer  les  résultats  précédents  dans  la 
proposition  suivante  : 

Une  surface  quelconque  étant  définie  au  moyen  des  coordon- 
nées u,  V,  Ç  rf'O.  Bonnet,  on  pourra  exprimer,  au  moyen  de 
fonctions  rationnelles  de  u,  v,  Ç  et  des  dérivées  de  Ç,  la  con- 
gruence  des  normales  réfléchies  sur  la  développée  moyenne;  la 
surface  Ç|  normale  aux  rayons  réfléchis  et  formant  avec  $  les 
deux  nappes  de  l'enveloppe  dhine  sphère  dont  le  centre  dé^ 
crit  la  surface  dirimante ;  la  congruence  des  rayons  réfléchis 
sur  la  développée  moyenne  de\^\  la  surface  Ça  normale  à  ces 
rayons,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Surfaces  particulières,  —  Dans  le  cas  général,  la  suite  des 
congruences  réfléchies  sur  les  développées  moyennes  successives 
est  illimitée.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  les  surfaces  spé- 
ciales pour  lesquelles  il  n'en  est  pas  ainsi. 

Reprenons  les  formules  du  système  (28).  Si  nous  les  considé- 
rons comme  définissant  la  développée  moyenne  et  le  segment  focal 
de  la  surface  Çn+i,  nous  aurons  le  système 

Xn+i—  iyn+ï  =  a?rt—  iyn-h  "kn^n  =  a?  —  *>  -+-  X(^  -4-  Xi  l'i  -h.  .  .-f-  Xnt'i,, 

a?n-»-,-h  iyn+i  =  ^n-^  i>„-hXrtW„=a?-f-i>-i-Xtt-HX,a,H-...-f-  X„a„. 

*«+!=        -S/t-l-A,» =  +  zH-A — h... H- Art 1 

2  2  U 

p„+,  =  _  prt  -4-  Xrt =  =b  p  -t-  X h  .  .  .  -+-  Xn . 

r  t      ^"'" 


Afi  —  -rr  •  • 

ài,Un,  Va) 

Or,  dans  l'hypothèse  actuelle,  on  devra  avoir 

a?in-i  =  a?,       j^/n-i  =  y^        2»+i  =  5, 
relations  qui  ne  seront  vérifiées  qu'à  la  condition  d'avoir 

X,i  =  0, 
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c'est-à-dire 

=  o. 


àu„  dVa 


Nous  retrouvons  les  surfaces  H  qui  admellenl  pour  développée 
moyenne  les  surfaces  de  translation. 
Ainsi  donc  : 

La  suite  des  congruences  de  rayons  réfléchis  déduite  de  la 
congruence  des  normales  à  une  surface  donnée  rencontrant  la 
développée  moyenne  aura  une  limite  toutes  les  fois  qu^on  sera 
amené  à  trouver  une  surface  de  translation  par  l'une  des  sur- 
faces dirimantes. 

Nous  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu  difierent,  nous  pouvons 
encore  formuler  cette  proposition  : 

Les  sur  faces  de  translation,  à  l'exclusion  de  toutes  les  autres, 
Jouent  le  rôle  de  surfaces  dirimantes  à  l'égard  d'un  système 
de  rayons  incidents  et  réfléchis  respectivement  normaux  à  deux 
familles  de  surfaces,  qui  admettent  celles-ci  pour  développées 
moyennes. 

Cherchons  une  seconde  catégorie  de  surfaces  :  celles  dont  les 
deux  familles  de  développables  se  conservent  après  réflexion  sur  la 
développée  moyenne. 

On  a  pour  équation  des  rayons  de  courbure  de  la  surface  pro- 
posée 

(24)  r  du'^ — <rft>«=o. 

Après  réflexion,  les  rayons  seront  normaux  à  la  surface  Ç|  dont 
l'équation  des  lignes  de  courbure  pourra  s'écrire 

/'i  du\  —  tx  dv\  —  o. 

Or  celte  équation,  transformée  au  moyen  des  formules  du  sys- 
tème (22),  devient 

r  -T— r-  ^"*  —  ^  ~. — r-  dv^  —  «. 
ou  àv  ou  Ov 

Rapprochant  celle   écjualion  de  rc(|ualion  {'a/\),  on   voit  qu'il 
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faut  avoir 

âuâv       "~    ' 

Si  l'on  désigne  par  U,  V  deux  fonctions  arbitraires,  l'une  de  w, 
l'autre  de  v^  l'équation  précédente  pourra  s'écrire 

(25)  \r  =  Vt, 

équation  du  second  degré  qui  se  ramène  à  l'équation  à  invariants 
égaux  de  Laplace. 

L'équation  (25)  définit  donc  les  surfaces  dont  les  deux 
familles  de  développables  se  consentent  après  réflexion  sur  la 
développée  moyenne. 

APPLICATION. 

Nous  allons  prendre  pour  point  de  départ  la  surface  définie  par 
l'équation 

où  F,  Fi  désignent  deux  fonctions  respectives  de  u  et  de  M|,  et  en 
déduire,  d'après  la  méthode  exposée,  les  divers  éléments  géomé- 
triques qui  constituent  le  système  d'enveloppes  et  d'enveloppées 
précédemment  défini. 

Équations  du  système»   —    Formons   d'abord  les  fonctions 
C{u,  W|),  D(tt,  tt|),  ...  définies  parles  systèmes  (5)  et  (i3). 
Il  vient 

C(tt,a,)  =  [u(w,F;-F,)-hFi]F, 
D(«,M,)=-(wF'-F)(u,Fi-FO-F'Fi. 

(aO)  \  ç  = Ej , 

Yx—uxr  X 

Les  autres  formules  se  déduisent  des  précédentes  en  afTectanl 
d'un  indice  les  lettres  qui  y  figurent. 

Désignons  par  A,  A',  A,,  A',  ce  que  deviennent  les  fonctions  F, 
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F,  F,,  F;  quand  on  y  fait 

M  =  a,         M,  =  «j. 
Il  vient 

C(w,a,)  =  [a(aiAi-A0-4-A;]F, 
D(ii,aO=-(MF-F)(a,A'i-A,)-AiF', 

<^7)  \  ,         a; 


Al— ai  A  j 
G  =  o. 


=  const.. 


On  trouvera  les  autres  relations  par  le  procédé  indiqué  tout  à 
l'heure. 

Ces  dernières  formules  montrent  que,  dans  le  cas  particulier 
qui  nous  occupe,  les  paramètres  directeurs  relatifs  aux  rayons 
réfléchis  se  réduisent  à  des  constantes. 

D'où  nous  concluons  que  la  congruence  des  rayons  réfléchis  se 
compose  de  droites  parallèles,  et  la  seconde  nappe  de  Tenveloppe 
delà  sphère,  dont  le  centre  décrit  la  surface  dirimante,  a  un  plan 
perpendiculaire  à  ces  droites. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  de  la  surface  dirimante,  il  nous 
sufGrait  de  porter  les  expressions  trouvées  pour  les  fonctions 
C(w,  a,),  ...  et  leurs  dérivées  dans  les  équations  des  systèmes  (7) 
et  (7)'.  Toutefois,  nous  obtiendrons  des  formules  plus  simples  en 
elTectuant  un  changement  de  variables. 

Nous  poserons  donc 

F=— L-^,         F,=  -i-^, 

<pi  — t^iç,  çp— Pçp 

„= £1 ,         a=— £— , 

ç,  <pi  désignant  deux  fonctions  quelconques:  celle-là  de  Vj  celle-ci 
de  i?i,  nouvelles  variables  substituées  aux  variables  z/,  u^  ;  cp',  o\ 
désignant  les  dérivées  de  ces  fonctions. 

Des  deux  relations  précédentes  on  déduit  le  système 


F  =  ..      ' .  ^,  >         ?i^ 


Cpl  —  Vi<6,  •  V  UV 

c'     '  F' 

U   =  !-! -,  Vi   = 

Çl  — t^lO, 

F'  -    ^1  «'  -    " 

wF'—  F  =  —  -î-,         Vi^\  —  ot  =  —L 
0\  '  *  r 


Digitized  by 


Google 


—  180  - 

Les  autres  formules  se  déduisent  des  précédentes  par  la  permu- 
tation des  indices. 

Cela  posé,  désignons  par  P,  ^i  ce  que  deviennent  les  variables  v, 
Vi  pour  tt  =  a,  W|  =  a|.  Le  s)'stème  précédent  nous  permettra  de 
calculer  C(z/,  a^  ),  •  • .  en  fonction  des  nouvelles  variables  et,  par 
suite,  de  calculer  les  coordonnées  des  surfaces  de  translation  à 
deux  paramètres,  développées  moyennes  des  surfaces  S,  ainsi  que 
Féquation  de  ces  surfaces. 

Désignons  par  j?,^,  z  les  coordonnées  des  surfaces  de  transla- 
tion, par  p  le  segment  des  surfaces  H. 

Il  vient 


x  —  iy^- 


P 


(•i«) 


^ L_ 

Cherchons  maintenant  l'enveloppe  de  ces  dernières  surfaces. 
Nous  avons  dit  qu'on  obtient  les  coordonnées  de  celte  enveloppe 
et  le  segment  focal  correspondant,  en  faisant  a  =  a,  dt  =  Ut  (ce 
qui  revient  ici  à  faire  ^s=  v^p^=z  ç^)  dans  les  formules  correspon- 
dantes de  Tenveloppée.  Faisant  donc  p  =  <^,  pi  =^4  dans  le  système 
précédent,  il  viendra 


f  -+-  fl 

?(^)?l(^'l)' 

V\ —  V 

y  — 

S(*^)?K^'l) 

Vi>i  —  I 

?(^)?l(^'l)' 

n    —    _ 

tv,-f-i 

(^9) 


<?(^)o,(v,) 

Les  développées' moyennes  enveloppes  et  enveloppées  étant  ainsi 
déterminées,  cherchons  les  surfaces  enveloppes  et  enveloppées  qui 
admettent  ces  développées  moyennes. 

Pour  obtenir  les  surfaces  enveloppées  qui  sont  ici  des  surfaces  S; 
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il  suffit  de  porteries  expressions  C(e/,  ai),  • . .  définies  parle  sys- 
tème (27)  dans  l'équation  (9). 
Il  vient 

Ç  =  [Ai-4-(iti~a,)A\]F  +  [)V4-(a-a)A']F,. 

Nous  reconnaissons  les  surfaces  3  définies  par  Féquation  aux 
dérivées  partielles 

''^  =0. 


dus  ^u\ 


Pour  obtenir  Tenveloppe  de  ces  surfaces,  nous  devons  faire 
a=a,  a,  =  «i  dans  l'équation  de  ^.  Nous  trouvons  immédia- 
tement 

qui  est  notre  équation  dii  point  de  départ. 
Les  lignes  de  courbure  de  ^  sont  données  par  l'équation 

[Ai-h(Mi  — a,)Ai]FVa*=[A  +  (a  — a)A']F;rfM}. 


Pour  obtenir  les  lignes  de  courbure  de  Ç  enveloppes  des  lignes  Hl| 

de  courbure  de  Ç,  nous  devons  faire  encore  ici  a  =  m,  ai  ==  «^i  et 
nous  trouvons 

Nous  venons  de  voir  comment,  la  surface  Ç  =  2FF|  étant  donnée, 
on  en  déduit  les  divers  éléments  des  systèmes  géométriques  que 
nous  avons  étudiés.  Il  nous  reste  à  étudier  séparément  les  surfaces 
qui  en  font  partie. 

Sur/aces  de  translation,  —  Désignons  comme  précédemment 
par  x^y^  z  les  coordonnées  de  ces  surfaces,  coordonnées  définies 
par  le  système  (28);  par  p  le  segment  focal  correspondant;  par  X, 
Y,  Z;X|,  Y|,  Z|  les  coordonnées  respectives  des  courbes,  lieux 
àes  extrémités  du  segment  dont  le  point  milieu  décrit  la  surface. 

Du  système  (28)  on  tire  les  relations 

(i-.?î)X-t(i4-Pî)YH-2PiZ  =  o, 
(,_pi)X -h  *(i -♦-?*)¥ -+-2pZ  =0. 

Nous  déduisons  de  ces  équations  que  les  courbes,  lieux  des 
extrémités  du  segment  mobile,  sont  deux  courbes  quelconques, 
tracées  dans  deux  plans  isotropes. 

XXXII.  12 
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Nous  avons  montré  (.')  qae  ces  surfaces  élaîent  toutes  définies 
en  coordonnées  cartésiennes  par  l'équation 

Les  coordonnées  des  surfaces  de  translation  définies  par  (28) 
vérifient  les  relations 

Si  nous  remarquons  que  v,  P|  sont  des  fonctions  respectives 
de  Ui  et  de  u,  nous  nous  rendons  compte  aisément  que  les  équa- 
tions précédentes  définissent  deux  familles  de  plans  isotropes  cou- 
pant les  surfaces  de  translation,  suivant  le  réseau  (a,  U|)  des 
courbes  génératrices. 

Nous  en  concluons  que  le  réseau  {u,  «i),  formé  par  les 
courbes  génératrices  des  surfaces  de  translation  considérées, 
se  compose  de  courbes  planes,  intersections  de  la  surface  par 
deux  familles  de  plans  isotropes  parallèles. 

Si  nous  considérons  maintenant  le  système  de  rayons  inci- 
dents et  réfléchis  qui  admettent  ces  surfaces  de  translation  pour 
surfaces  dirimantes,  nous  voyons  que  l'une  des  congruences 
est  formée  de  rayons  parallèles. 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  se  rappeler  que  les  quantités  v^ 
i'i  (2)  sont  ici  des  constantes. 

Considérons  le  système  des  deux  rayons  incidents  et  réfléchis 
qui  se  rencontrent  en  un  point  de  la  surface  dirimante.  Ces 
rayons,  nous  Pavons  vu,  son!  les  intersections  de  plans  isotropes 
tangents  en  un  même  point,  à  deux  courbes  du  réseau  (a,  u^  ).  Or 
l'un  de  ces  rayons  sera  déterminé  par  l'intersection  des  deux  plans 
isotropes  qui  contiennent  les  deux  courbes  passant  par  le  point 
d'incidence.  L'autre  rayon  sera  formé  par  l'intersection  de  deux 


(  '  )  Thé&e  de  doctorat. 

(^)  Nous  parlons  ici  des  quantités  w,  v^  définies  par  le  système  (37)  et  Ron  de 
celles  que  nous  avons  désignées  ailleurs  par  les  mômes  lettres. 


Digitized  by 


Google 


—  483  — 

autres  plans  isotropes  tangents  aux  deux  courbes  sans  les  con- 
tenir. 

On  dëduit  de  là  un  mode  de  construction  des  rayons  non  paral- 
lèles : 

Soit  donnée  une  sur/ace  de  translation  définie  par  le  sys- 
tème (28)  ety  sur  cette  surf  ace,  un  point  arbitraire.  Pour  obtenir 
la  direction  des  rayons  incidents  et  réfléchis  passant  par  ce 
point^  on  pourra  procéder  comme  il  suit.  On  déterminera  les 
plans  des  deux  courbes  génératrices  passant  par  ce  point, 
L^ intersection  de  ces  plans  donnera  le  rayon  incident.  En 
déterminant  les  deux  autres  plans  isotropes  tangents  aux 
mêmes  courbes,  on  obtiendra  le  rayon  réfléchi  qui  sera  formé 
par  leur  intersection. 

Nous  venons  d'étudier  la  nature  d'une  surface  de  translation 
définie  par  le  système  (28).  11  nous  reste  à  caractériser  la  variation 
de  ces  surfaces  quand  varient  les  paramètres  a,  a^.  Il  suffit  de 
répéter  ici  ce  que  nous  avons  dit  du  cas  général  en  remarquant 
que  les  deux  familles  de  plans  isotropes  dont  nous  parlions  alors 
se  composent  actuellement  de  plans  parallèles  contenant  les  courbes 
correspondantes.  Nous  pouvons  donc  formuler  la  proposition 
suivante  : 

Soient  données  deux  courbes  variables  assujetties  à  se  ren- 
contrer constamment,  tandis  que  les  plans  isotropes  qui  les 
contiennent  se  déplacent  parallèlement  à  eux-mêmes,  le  point 
de  rencontre  de  ces  cow^bes  décrira  l'enveloppe  des  surfaces  de 
translation^  lieux  du  milieu  du  segment  qui  les  relie. 

Ces  surfaces  de  translation  seront  celles  que  définit  le  sys- 
tème (28). 

Enveloppes  des  surfaces  de  translation,  —  Nous  avons  vu 
que  les  coordonnées  de  ces  surfaces  sont  définies  par  le  sys- 
tème (29),  qu'on  obtient  en  faisant  «/ =  a,  f/|  =  a<  dans  le  sys- 
tème (28). 

On  tire  du  système  (29) 

(3o)  p»  — jrî  +  ^î-4-^î. 

Nous  voyons  par  cette  équation  que  le  segment  focal  de  la  sur- 
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face  Ç,  dont  la  surface  de  coordonnées  x,  y^  z  est  la  développée 
moyenne,  est  égal  au  rayon  vecteur  de  celle-ci. 
D'où  nous  tirons  cette  conclusion  : 

Si  Von  assujettit  le  centre  d'aune  sphère  passant  par  un  point 
fixe  à  décrire  la  surface  de  translation  définie  par  le  sys- 
tème {(^g),  l'enveloppe  de  cette  sphère  admettra  la  surface  lieu 
de  son  centre  pour  développée  moyenne. 

La  relation  (3o)  caractérise  Tensemble  des  surfaces,  pour  les- 
quelles le  système  (29)  est  vérifié. 

£a  effet,  l  désignant  une  surface  quelconque,  p  son  segment 
focal,  Xj  y,  z  les  coordonnées  de  la  développée  moyenne,  on  a 
ridentité 

5_Ë1L_^  A  =  ,._,._.,_,.. 

dudu^       Ou  dui       ^  '^ 

La  relation  (3o)  est  donc  équivalente  à  Téquation 

dadux        du  dui         ' 
dont  la  fonction 

î  =  'iFF, 

donne  la  solution  générale. 

Du  système  (29)  on  déduit  les  relations 

Si  l'on  se  rappelle  que  Vj  v^  sont  deux  fonctions  respectives 
de  Ui  et  de  u,  on  en  conclut  que  les  deux  familles  de  plans  iso- 
tropes définies  par  le  système  précédent  découpent  la  surface 
définie  par  le  système  (29)  suivant  un  réseau  (u,  Ut). 

Ainsi  donc  le  réseau  {u,  W|)  relatif  à  la  surface  considérée 
est  formé  de  l'ensemble  des  courbes  planes-  tracées  dans  les 
deux  familles  de  plans  isotropes  passant  par  un  point  fixe. 

Considérons  maintenant  le  système  des  rayons  incidents  et 
réfléchis  relatifs  à  la  surface  proposée. 

Ces  cùngruences  de  rayons  étant  respectivement  normales  aux 
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deux  nappes  de  la  sphère  passant  par  un  point  fixe,  Tune  de  ces 
congruences  passera  par  ce  point. 

Ainsi  donc  la  congruence  des  normales  à  la  surface  Ç=2FF| 
se  réfléchit  suivant  des  directions  convergentes. 

Diaprés  ce  que  nous  venons  de  dire^  on  voit  comment,  d'un 
système  à  deux  paramètres  de  rayons  réfléchis  dans  des  direc- 
tions parallèles,  on  déduit  immédiatement  un  système  de 
rayons  réfléchis  dans  des  directions  convergentes.  Les  divers 
éléments  géométriques  du  premier  système  ont  pour  enveloppes 
respectives  les  éléments  correspondants  du  second,  et  Von  ob- 
tiendra les  équations  de  ceux  ci  en  égalant  les  paramètres 
arbitraires  aux  variables  dans  les  équations  de  ceux-là. 

Pour 

cp  "~  ç,  ""     * 

on  trouve 

Si  Ton  remarque  que  le  centre  de  convergence  des  rayons  n'est 
autre  que  l'origine,  on  sera  amené  à  conclure  que  les  normales  de 
la  surface  \  convergent  après  réflexion  sur  la  développée  mo^^enne 
en  un  point  commun  à  Ç  et  à  la  surface  dirimantc. 


SUR  LES  DËRIVËBS  MODULAIRES  DES  POLYNOMES; 
Par  M.  Félix  Lucas. 
Soit 

(i>  f{z)  =  Ao^^'-H  Ai^/'-«-f-..  .-♦-  Ap_i5  -+-  Ap 

un  polynôme  de  degré  p^  à  coefficients  réels  ou  imaginaires. 
Formons  l'expression 

(^)  Aa/(^)=/?/(^)-(«-a)/(^); 

c'est  un  polynôme  du  degré  (/?  —  i)  en  5  et  du  premier  degré  en  a, 
que  nous  appellerons  la  dérivée  modulaire  (module  a)  de /(;;). 
En   opérant  m  fois  de  suite  celle  sorte  de  dérivation,  nous  ob- 
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tiendrons  la  m'^"*  dérivée  modulaire 

(3)         a27(-«)  =  (-i)-Pm2  (-  0^c;:T  i~  (^-a)V*«^^; 

0=0 

c'est  un  polynôme  du  de^ré  {p  —  m)  en  z  et  du  degré  m 
en  a.  On  peut  considérer  ce  polynôme  comme  la  somme  de 
{p  —  m-^\){m-\-\)  termes  et  écrire 


(4)  A2y(^)=(-iV«P,„    2      ^f^h.kZP-'^-f^a 


h  =  p  —  m   h  =  m 

m— A. 

A=o        *=o 


Proposons-nous  de  déterminer  la  valeur  du  coefficient  &a,a- 
A  cet  eflTel,  commençons  par  développer  le   second  membre 
de  (3),  suivant  les  puissances  décroissantes  de  z,  en  posant 

chacun  des  coefficients  B  désignant  un  poljnome  en  a  du  degré  m. 
Nous  voyons  immédiatement  que 

(6)  (_  i)'«P,nPp_«,_  aB„=:  [Dr'"-"AiV(^)]5=«. 

D  étant  le  symbole  de  la  dérivation  ordinaire. 
Or  on  a  identiquement 

DzA«/(z)  =  (/>-!)/(«)- («-a)/'(z)  =  A«D,/(z); 

d'où,  plus  généralement, 

(7)  i>?  AS7(^)  =  Ai"  D?/(^)  =  AiV'C-»); 

on  peut  donc  transposer  les  signes  D  et  A. 

Appliquant  cette  observation  à  la  formule  (6),  nous  trouvons 

(8)  (-l)'«P,nPp-,«./aBA=  [A?/A'-'«-'AH«>L=0. 

Comme  Z*^"*""*^ (5)  est  un  polynôme  du  degré  (m -+- A),  nous 
avons 

Oz=//J 

(9)  AÏ/''-'"-''K-)  =  (-  i)'"Pm  2  (-  O^Ciï,+/.-0  jL  (-_a)V-'"-*^'^^(-), 
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et,  par  cpnséqacnt, 

i    [AS'/(A'-''.-A'(^)],=0 


(10) 


I  0=0 


Nous  pouvons,  dans  la  formule  (8),  remplacer  B^  par  6^,*  en 
réduisant  le  second  membre  au  lerme  en  a**"*;  or  ce  terme  est, 
d'après  la  formule  (lo),  celui  qui  correspond  à  6  =  /w  —  ât,  c'est- 
à-dire 

'fit—k 

Par  conséquent, 
On  a  identiquement 

Pp-/i-/r  __    ^(m-k)-¥-{p~tH-h)  __  pm-* 

P        ..P  v~"P        ,P,  ^""  ^Z*-^-** 

'm-k'^p—m-h  *m-k'^p'-m-h 

Donc,  en  dernière  analyse, 

La  formule  (4)  devient,  par  suite, 

h=p  —  m   hs=m 

(i3)      A?/(*)  =  (-i)'»P„    2       2^2^"'^-*^***'***.*'""'"~**'"~*- 

A=0        Ar  =  0 

L'ensemble  des  termes  du  second  membre  pour  lesquels  la 
somme  h-^  k  reste  constante,  de  manière  que  l'on  ait 

(i4)  h^k^q, 

est  le  pol)^nome  du  degré/?  —  y,  en  5  et  a, 

A  =/»  —  /« 
/i=0 

(  Il  faut  remarquer  que  la  limite  inférieure  de  h  doit  être  q  —  /w  au 
lieu  de  zéro  si  m  —  q  est  négatif,  et  que  la  limite  supérieure  de  h 
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doit  être  q  au  lieu  de  />  —  m  si  y  est  le  plus  petit  de  ces  deux 
oombres.  ) 

Par  conséquent  : 

Le  coefficient  de  chaque  terme  du  degré  p  —  q  dans  une  dé- 
rivée modulaire  de  degré  quelconque  est  égal  au  coefficient  du 
terme  du  même  degré  dans  f[z)  multiplié  par  un  facteur 
simplement  numérique. 

Si  le  lerme  du  degré  (/?  —  q)  manque  dans /(s),  le  polynôme 
du  même  degré  manque  dans  toutes  ses  dérivées  modulaires. 

Reportons-nous  à  la  formule  (3)  et  faisons  a  =  «;  tous  les 
termes  du  second  membre  s'annuleront,  à  l'exception  de  celui  qui 
correspond  à  8  =  o;  par  conséquent, 

(i5)  [AiV(^)]«=x=(-i)'»PmCf-'V(^); 

le  coefGcient  de  zP"^  est  donc 

D'autre  part,  en  faisant  a  =  .3  dans  le  polynôme  du  degré/?  — y, 
en  a  et  ^,  indiqué  plus  haut,  nous  trouvons  pour  coedSciebt 
de  zP-^ 

Égalant  ces  valeurs  d'un  même  coefficient,  nous  obtenons  cette 
formule  (peu  connue,  bien  qu'elle  ne  soit  pas  nouvelle) 

h=zp~fn 

(i6)  2    G^rY^-^c?--*  =€{;-'«, 

dans  laquelle  il  faut  regarder  comme  nulle  la  valeur  de  tout  coefB- 
cient  C  dont  l'indice  supérieur  serait  négatif. 

Nous  allons  maintenant  indiquer  une  propriété  remarquable 
des  dérivées  modulaires. 

A  cet  effet,  reprenons  la  formule  (i3)  en  l'écrivant  sous  la 
forme 

h=p—m      m 


(=M^=  2   y.^rucL.^u.,*"-- 


h =0        k^ u 
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Le  second  membre  ne  change  pas  si  l'on  permute  p  —  m  et  m, 
z  et  a.  Par  conséquent, 

(-i)'»P/«    (-1  )/'-'"  Pp-«' 

Soit,  sous  une  forme  plus  simple,  la  formule  remarquable 

(17)  (-l)''Pp-mA?/(-8)=P;„Ar'"A«). 

Remplaçons  dans  le  second  membre  AÇ~'"/(a)  par  le  second 
membre  de  Téquation  (3),  dans  lequel  nous  permuterons  z  et  a, 
m  et  p  —  m.  Nous  obtiendrons  pour  l'^f('z)  l'expression  nou- 
velle 


SUR  LES  DfiRIVËES  MODULAIRES  DES  P0LTH0ME8; 
Par  M.  Félix  Lucas. 

Dans  une  précédente  Communication,  nous  avons  donné  le  nom 
de  dérivée  modulaire  (module  a)  du  poljnome/(-5),  du  degré />, 
à  la  fonction 

(1)  Aa/(«)  =/>/(«)  -(^~  *)/'(^), 

et  nous  avons  étudié  les  dérivations  modulaires  successives  faites 
avec  conservation  du  module. 

Nous  allons  étudier  aujourd'hui  les  dérivations  modulaires  suc- 
cessives faites  avec  changement  du  module.  ^ 

On  a  identiquement 


-5). 


ih 


cette  fonction  étant  symétrique  relativement  à  a  et  ^,  on  voit  que 
l'on  peut  intervertir  Tordre  des  dérivations. 
On  a  ensuite 

I  -f-(/.-2)  +(--p)(^~v)  r(-')-(---»)(^-?)(^-Y)r(^). 
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La  loi  de  formaliou  est  simple;  le  résultat  des  dérivations  suc- 
cessives pour  une  série  de  m  modules  a,  p,  y,  . . . ,  X  est 

6=:0 

dans  cette  formule  Se  désigne  la  somme  des  produits  0  à  0  des  m 
binômes  {z  —  a),  {z  —  P),  . . . ,  (5  —  X)  ;  A^Jq  désigne  le  nombre 
des  arrangements  de  (/?  —  8)  objets  {m  —  6)  à  (m  —  0).  Conven- 
tionnellement  So=i. 
Nous  pouvons  poser 

(5)  (i!-a)(5-P)...(;5-X)  =  iij(^); 

^{z)  sera  un  polynôme  du  degré  m  dont  le  terme  du  degré  le 
plus  élevé  a  pour  coefficient  Funité.  Nous  écrirons  alors  symboli- 
quement 

(6)  AÏ,p.....x/W=Arâ)/(^) 

pour  désigner  le   résultat  des  m  dérivations  modulaires  succes- 
sives faites  avec  les  m  racines  de  l'équation  xs5{z)  =  o. 
On  a  identiquement 

S«-i  =  ro'(^); 

pour  obtenir  8^-2?  nous  remarquons  que  cette  somme  des  pro- 
duits {n  —  2)  à  (n  —  2)  des  m  binômes  (z  —  a),  (;;  —  P),  . . ., 

(z  — X)  contient— ^^ — ^— ^  termes,  tandis  que  ^''(-s)  contient  deux 

fois  ce  nombre  de  termes  ;  par  conséquent 


on  trouve  ensuite 


Sm~l=  7~^^'('^)' 


S„,-^=  j-L^r^(z), 


et  généralement 

(7)  So=  s„_,„_e,=  •p-î-'»'"-""('). 

en  désignant,  suivant  l'usage,  par  P,w_o  'a  factoriellc 

1.2.3. .. (m  — 0). 
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Avec  ces  DOlatious  nouvelies,  la  formule  (4)  devient 

0  =  1» 

(8)  A.'&j/c^)  =  2(-0^c;rô^^('n-e)(^)/e)(3), 

b=o 

CJ-Tê   désignant  le  nombre  des  combinaisons  de  {p  —  8)' objets 
(,„_-e)à(m— 6). 

Il  est  intéressant  de  considérer  le  cas  où  ^{z)  est  du  même 
degré  qiie/(5),  c'est-à-dire  le  cas  où  m  est  égal  à  p.  La  formule 
précédente  devient  alors 

(9)  ^m)f{z)  =  2  (-  .)0tî3</>-0)(^)/0)(^). 

Nous  avons,  d'ailleurs,  par  la  formule  (7),  dans  laquelle  nous 
remplaçons  m  par  jd, 

(10)  njP-0(«)  =  Pp-ôSô. 

De  même,  en  admettant  que  le  polynôme  f{z)  ait  l'unité  pour 
coeflicîent  de  son  terme  du  plus  haut  degré  et  en  désignant 
par  T^_o  la  somme  des  produits  {p  —  ^)^{p  —  8)  des  p  facteurs 
bioomes  de  ce  polynôme,  on  a 

(11)  /«(3)  =  PeTp.e. 

La  formule  (9)  peut,  par  conséquent,  s'écrire  sous  la  forme 

0=0 

Comme  chaque  dérivation  modulaire  abaisse  d'une  unité  le 
degré  du  polynôme /(-s),  le  second  membre  de  cette  formule  (151) 
doit  être  du  degré  zéro',  en  d'autres  termes,  ce  second  membre 
doit  se  réduire  à  une  constante.  Par  conséquent,  les  coefficients 
de  toutes  les  puissances  de  z  doivent  être  identiquement  nuls. 
Pour  déterminer  ces  coefficients,  désignons  par 

les  sommes  des  produits  iài,2à2,  ...,/?à/>  des/7  racines  de 
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réqualion  tB(z)  =  o,  et,  de  même,  par 

les  sommes  de  produits   analogues   pour  les  racines  de  l'équa- 
lion/(5)  =  o,  Nous  aurons  alors 

|s.  =c;  [,.-î„.-,.î<^.^-....], 

et,  par  suite, 

!/e       D— e  \ 
\p         p     / 
re(o-i)       e/>-e^ ,     (^_e)(^-e-.)  i.^ 

En  portant  cette  valeur  de  SôT^_o  dans  la  formule  (12)  et  expri- 
mant ensuite  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  z  sont 
nuls,  nous  obtiendrons  les  équations 

0  =  ,, 

6=0 


<-)  '.  e=. 


2;(-.)«eA«Ar''=o, 

2(-i)''e«A»A{;-''=o, 


(  =  0 


l 

que  nous  pouvons  réunir  dans  Téquation  générale 

e=p 

(16)  2<-0^Ô-A?,A?-«=:o, 

l'exposant  m  désignant  n'importe  lequel  des  nombres  entiers  o,  i, 
2,  ...,  (p  —  i). 

Divisons  le  premier  membre  de   celle   équation  par  la  con- 
stante Pp  et  posons  pour  simplifier  les  écritures 

,0 ,  ,.-0 
{17)  (-1)^    ^/       =.ro: 
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nous  aurons,  pour  chacune  des  valeurs  de  m,  l'équation 

(i8)  VO'«xo=o. 

6=0 

La  valeur  de  Xo  est  Tunité  ;  les  autres  valeurs  de  x 

(l8')  Xiy      Xu      ...,      ^,       ...,      HTp 

doivent  vérifier  le  système  d'équations  linéaires 

IiTi  -f-         apj  -H . . .  H-         a:e  -^- .  • .  -^         j-^  =  i , 
^  ^,  4  ^iH-      at*a7s-f-..  .-4-      6«a70^-...-f-     /?«ar,,  =  o, 



a?!  -h  2P-»a?j  -f-. . .-+-  ÔA'-iarA^-. .  .-^pP-^Xp  =  o. 

Nous  pouvons  obtenir  une  démonstration  nouvelle  de  la  for- 
mule (i6)  en  regardant  X|,  X2y  .•  .^  Xp  comme  des  inconnues  et 
résolvant  ce  système  d^équations. 

Le  dénominateur  commun  est 


1  1 

I     •     2« 


e« 


2^-*        .  .  .      Of»-» 

Le  numérateur  de  Xo  est 


I 
P 


=  PiPj. . .  Pp-i. 


(-.)»>, 


I       I       ...  I  I 

I  2  ...         (0  — l)  (6  —  2) 

I        2«       ...       (6  —  0*       (6  — 2)« 


I      2^-*      ...      (0  — 1)^-«      (6  —  2)^-* 

La  valeur  de  Xq  est,  par  conséquent, 

P 


P' 


=  (-') 


PtP>...P,,-,P,, 


a:e  =  (— l)^ 


fi—  =  r— 1)0  ^^^^/^    , 


comme  dans  la  formule  (17).  L'équation  (16)  est  donc  ainsi  dé- 
montrée. 

Cela  posé,  revenons  à  la  formule  (12),  qui  détermine  la  dérivée 
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modulaire 

Le  second  membre  de  celte  formule  se  réduit  à  son  terme  con- 
stant, que  Ton  obtient  en  faisant  ;;  =  o  ;  on  trouve,  par  con- 
séquent, 

(20)  Ar«r>/C^)  =  (~i)''2(-»'*P/'-0^«^«'p-«- 

Il  est  intéressant  d'examiner  Je  e«&où  le  poljnoiuc  nj(z)  ne  dif- 
fère pas  de  /(s).  Nous  obtenons  ainsi  Fa  ^»*™«  dérivée  modulaire 
de/{z)  relativement  à  ses  p  racines 

(21)  Ar/,/(;5)  =  (^i)«2(^l)0P,^0l*6<0/p-0, 

6=0 

t,n  désignant  la  somme  des  produits  m  km  desp  racines  de/(z). 
Dans  le  cas  particulier  où 

la  dérivée  modulaire  prise  relativement  à  toutes  les  racines />*'"'* 
de  l'unité  se  réduit  à  zéro  si  p  est  impair  et  à  —  a  si  /?  est  pair. 
Dans  le  cas  particulier  où 

/(^)  =  (5-a)^ 

la  dérivée  modulaire  considérée  est  toujours  nulle,  car  on  a 

e=p 

0  =  0 

Ce  dernier  exemple  concerne  les  dérivées  modulaires  sans  chan- 
gement de  module  dont  nous  avons  parlé  dans  notre  précédente 
Communication.  Voici  une  remarque  nouvelle  au  sujet  de  ces 
dérivées. 

Posons 
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f{z)  désignant  un  pol)'nome  du  degré/?.  On  a  identiquement 
(^3)  {  Aâ/(;5)  =  (-i)»(^-a)/'-^i[2©'(4f)-+-(^-a)'f'(;5)], 


et  généralement 

(24)    A;'/(^)=:(-i)'«(3-a)/'+»  <  -+- ^-6,„.a(5  — a)/i-«çl>iH«)    -*-• 

(  -+- +  6;„,„(^_-a)«»-«o<"»>(^) 

les  6;»^A  désignant  des  coefGcients  numériques.  La  loi  de  forma- 
tion de  ces  nombres  est  représentée  par  la  formule 

on  a  d^ailleurs 

*/».!=  P/n  et  */n,m=I- 

On  peut  former  ainsi  avec  ces  nombres  le  triangle  suivant  : 
12  3  4        5       6 


1 

I 

2 

2 

I 

3 

6 

6 

I 

4 

24 

36 

12 

I 

5 

I2U 

240 

120 

20 

I 

6 

7'20 

1800 

1200 

3oo 

3o   1 

Un  nombre  quelconque  de  ce  triangle  est  égal  aii  produit  du 
nombre  placé  au-dessus  de  lui  par  la  somme  des  rangs  de  la  ligne 
et  de  la  colonne  de  ce  terme,  augmenté  du  nombre  qui  précède 
celui-ci  dans  la  même  ligne. 

C'est  une  loi  de  formation  beaucoup  moins  simple  que  celle  des 
nombres  du  triangle  arithmétique  de  Pascal. 
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SUR  LA  RÉSOLUTION  N0M06RAPHIQUE  GÉNÉRALE 
DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES; 

Par  M.    Maurice    d'Ocagwe. 

Nous  avons  naguère  fait  remarquer  (*)  que  tous  les  cas  de  réso- 
lution des  triangles  sphériques  (désignés  par  ABC)  pouvaient  se 
ramener  à  l'usage  de  la  formule  unique 

cost  =  coswcosi'-i-  sinusint^cosT, 

où  tj  ;/,  V  sont  remplacés  soit  par  les  diverses  permutations  de  a, 
6,  c  (T  prenant  Tune  des  valeurs  A,  B,  C),  soît  par  les  diverses 
permutations  de  iz  —  A,  n  —  B,  it  —  C  (T  prenant  Tune  des  va- 
leurs n  —  a,  n  —  6,  ir  —  c).  Si  donc  la  formule  précédente  est 
traduite  par  un  nomogramme  sur  lequel  on  puisse  prendre  à 
volonté  pour  inconnue  l'une  des  quatre  variables  t,  w,  ç^,  T,  ce 
nomogramme  unique  pourra  servir  à  la  résolution  des  triangles 
sphériques  [dans  tous  les  cas  possibles.  Un  tel  nomogramme 
nous  a  été  fourni  par  la  méthode  des  points  alignés  (^).  L'équa- 
tion ci-dessus  mise  sous  la  forme 

—  1  cos /  I 

1  — cosT  I 

sini/sirii^  —  i     cos  a  cos  t'    sinusiiK'  +  i 

exprime  Talignement  des  trois  points 

(0  x=^-'i,  y  —  costy 

(T)  x=i,  j^=  — cosT, 

sinusinp  — f  cos  m  cos  o 

(u,v)        x=-. ; ,         r  = 


sinusinp  +  i  sinwsini'-hi 

ce  dernier  point  étant  fourni  par  la  rencontre  des  deus:  ellipses 


(*)  Bulletin  astronomique^  t.  XI,  1894,  p.  5. 

(')  Voir  la  Note  citée  du  Bulletin  astronomique  et  notre  Traité  de  Nomo- 
[rraphie  (p.  829).  On  trouvera  là  tous  les  détails  relatifs  à  la  construction  du 
nomogramme,  ainsi  que  l'indication  de  la  règle  précise  qui  permet  de  discerner 
parmi  les  points  communs  aux  ellipses  (u)  et  (c)  celui  qui  doit  6tre  pris  sur 
l'alignement. 
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correspondant  aux  cotes  tv  =  w  et  iv  =  v  dans  le  système  unique 

inscrit  dans  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  droites 

Cette  solution  est  évidemment,  au  point  de  vue  théorique,  la 
plus  satisfaisante.  Mais,  pratiquement,  on  lui  préférera,  lorsque 
le  choix  sera  possible,  celle  que  nous  avions  fait  connaître  précé- 
demment (*)  en  vue  d'un  problème  particulier  (celui  de  la  dis- 
tance sphérique  de  deux  points  de  la  mappemonde,  définis  par 
leurs  coordonnées  géographiques).  On  obtient  cette  autre  solu- 
tion en  mettant,  ainsi  que  Vsl  proposé  M.  Collignon,  Téquation 
ci-dessus  sous  la  forme 

'jLCost  =  (n-  cosT)cos(a  —  p)-h(i-—  cosT)cos(m  ■+■  ç). 

Si  on  l'écrit 


—  I         COS(M-f-P)       I 

1        cos(a  —  v)     I 
cosT  cos^  I 


=  o, 


on  voit  qu'elle  exprime  l'alignement  des  points 

(tt-ht^)  X= — I,  ^  =  cos(m -4- p), 

(u  —  v)        x  =  i,  y  =  cos{u — v)^ 

(t,T)        j?  =  cosT,       JK  =  cos^ 

Ces  formules  définissent  l'abaque  ici  représenté  (Jîg'  i)  (à  une 
échelle  réduite  pour  se  plier  aux  nécessités  du  format)  dont  la  con- 
struction est  des  plus  simples  :  il  s'obtient  en  joignant  deux  à  deux 
par  des  parallèles  à  Ox  et  à  Oy  les  points  d'égale  division  d'un 
cercle  ayant  son  centre  à  l'origine.  Son  emploi  résulte  de  l'énoncé  : 
la  droite  joignant  le  point  {u  -^  v)  au  point  (u  —  v) passe  par 

(')  Nomographie,  1891,  p.  8.^,  et  Traité  de  Nomographie,  p.  327.  Une  erreur 
8*est  glissée  à  cet  endroit,  provenant  d'une  confusion  entre  les  latitudes  ^  et  V  de 
la  première  formule  du  n"  123  et  les  colatiludes  correspondantes.  Toutes  les 
valeurs  de  "X  et  X'  données  à  la  page  829  doivent  donc  être  remplacées  par  leurs 
compléments. 

xxxii.  i3 
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le  point  de  rencontre  de  la  parallèle  (/)  à  Ox  et  de  la  parai-- 
lèle  (T)  à  Oy. 

H  est  inutile  d^îasister  sur  la  simplicité  do  construction  de  cet 
abaque  comparé  au  précédent.  Son  infériorité  tient  à  ce  que  u  eir 
n'y  entrant  pas  directement,  mais  seulement  dans  les  graduations 
(w  -+-  (')  et  (m  —  (•),  ni  Tune  ni  l'autre  de  ces  variables  n'y  peut 
être  prise  pour  inconnue.  L*abaque  ne  peut  fournir  que  la  valeur 
de  /  ou  de  ï;  par  suite,  il  ne  peut  servir  directement  à  la  résolu- 

Fig.  1. 


tion  d'un  triangle  sphérique  que  si  les  données  comprennent  trois 
éléments  de  même  espèce  (les  trois  côtés  ou  les  trois  angles)  ou 
trois  éléments  consécutifs  (deux  côtés  et  l'angle  compris  ou  deux 
angles  et  le  côté  contigu).  Les  cas  où  les  données  comprennent 
deux  éléments  de  même  espèce  et  l'élément  opposé  à  l'un  d'eux 
échappent  à  l'usage  de  cet  abaque. 

Or,  telle  est  sa  simplicité,  que  nous  avons  cherché  s'il  n'y  aurait 
pas  moyen,  à  l'aida  de  quelque  artifice,  de  le  faire  encore  serviren 
pareil  cas. 
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Nous  avons,  en  effet,  fait  connaître  dernièrement  un  tel  pro- 
cédé (*)  sur  lequel  nous  allons  revenir  ici  avec  plus  de  détail. 

Ce  procédé  repose  sur  la  considération  de  ce  que  nous  propo* 
serons  d'appeler  les  (riangles  annexes  du  triangle  sphérique 
envisagé. 

Si  Â'B'C  est  le  triangle  supplémentaire  de  ABC,  nous  appelons 
éléments  homologues  de  ces  deux  triangles  ceux  qui,  à  l'accen- 
tuation près,  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres.  Par  exemple,  le 
sommet  A  est  Thomologue  de  A',  le  côté  AB  Fhomologue 
de  A'B',  •  • . .  Ceci  posé,  tout  triangle  annexe  du  triangle  ABC 
sera  un  triangle  formé  par  deux  éléments  de  même  espèce 
de  ABCe/  Vhomologue  de  l'un  d^eux  dans  A'B'C.  En  associant 
ainsi  deux  à  deux  les  sommets  de  ABC,  on  obtient  six  triangles 
annexes,  et  de  même  six  autres  au  moyen  des  côtés  (^). 

La  considération  de  trois  de  ces  triangles  annexes  permet,  dans 
chaque  cas,  d'obtenir  trois  angles  auxiliaires  déterminables  par 
l'abaque  ci-dessus  et  qui  ramènent  la  résolution  du  triangle  à  nn 
cas  où  Ton  connaît  trois  éléments  consécutifs,  par  conséquent  à 
uQ  de  ceux  où  l'emploi  de  l'abaque  fournit  immédiatement  la 
solution. 

Soient  donnés,  par  exemple,  pour  rendre  les  idées  plus  claires, 
les  côtés  BC=a,  CA  =  b  et  l'angle  A  {^fig-  «)•  Considérons  le 
triangle  annexe  formé  par  les  côtés  AB  et  AC  de  l'angle  donné 
avec  l'homologue  A'B'  de  celui  de  ces  côtés  dont  la  grandeur  n'est 
pas  connue.  Pour  cela,  prolongeons  les  grands  cercles  AC  et  AB 
jusqu'en  leurs  rencontres  C|  et  B|  avec  le  grand  cercle  A'B'.  Dans 
le  triangle  AB|  Cf  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  A  de  ABC,  le  côté  ACf 

à  -  —  6,  l'angle  C|  à  ->  puisque  C  est  le  pôle  de  A'B'.  Donc,  en 


prenant 


"  2  -2  ' 


on  aura,  par  l'abaque,  la  valeur  de  Bi. 


(*)  Comptes  rendus  da  ii  janvier  igo'i,  p.  70. 

(')  Il  y  a  douze  manières  de  donner  dans  un  triangle  deux  éléments  de  même 
espèce  et  Télément  de  l'autre  espèce  opposé  à  l'un  d'eux,  d*où,  par  permutation, 
l'emploi,  dans  les  conditions  indiquées  ici  sur  un  exemple  particulier,  des  douze 
triangles  annexes. 
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Considérons  mainlenant  les  deux  triangles  annexes  formés 
chacun  par  les  deux  extrémités  d'un  des  côtés  donnés  et  l'homo- 
logue de  celle  de  ces  extrémités  qui  est  opposée  au  côté  inconnu, 
c'est-à-dire  les  triangles  ACC  et  BCC.  Dans  chacun  d'eux  on 
connaît  les  trois  côtés,  attendu  que  leur  côté  commun  CC  est 
égal  à  l'angle  B|  qui  vient  d'être  obtenu  comme  joignant  les  pôles 

Fig.  2. 


des  deux  grands  cercles  AB  et  A'B'  qui  comprennent  cet  angle,  et 
qu'on  a,  en  outre, 

CA  =  6,        CB  =  a,        G'A  =  C'B=-, 

2 

Donc,  en  prenant  successivement 

u  =  b,        v  =  lii,        T  =  ACG', 


et 


t  = 


t  = 


u  =  a,        i>  =  B,,         T  =  BCG', 


on  aura,  par  Tabaque,  les  valeurs  des  angles  ACC  et  BCC  dont  la 
différence  est  précisément  l'angle  C  du  triangle  ABC.  Dès  lors, 
connaissant  dans  celui-ci  les  côtés  CA,  CB  et  l'angle  C  compris,  on 
est  ramené  à  un  cas  que  l'abaque  permet  de  résoudre  complè- 
tement. 
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Nous  avons  supposé  l'angle  B  inconnu  obtus.  Si  H  est  le  point 
où  le  grand  cercle  CC  rencontre  AB,  le  point  B  tombe  entre  A 
et  H,  et  Ton  a  bien 

C  =  BGC—  ACC. 

Mais  il  j  a  une  seconde  solution  correspondant  à  Tliypothèse 
de  B  aigu.  Dans  ce  cas,  la  disposition  est  celle  que  définit  le 
point  Bo,"  l'angle  BqCG  a  bien  la  même  valeur  que  l'angle  BCC, 
mais  on  a  alors 

C  =  27:-(ACG'-f-BoCG'). 

En  pratique,  on  a  généralement  le  moyen  de  savoir  d'avance  si 
l'angle  en  B  est  aigu  ou  obtus,  et,  par  suite,  de  décider  laquelle  de 
ces  deux  solutions  il  convient  d'adopter. 

Remarquons  en  terminant  que  la  solution  générale  ci-dessus, 
qu'il  était  important  de  mettre  en  évidence  au  point  de  vue  théo- 
rique, ne  supprime  pas  l'intérêt  que  peuvent  offrir  des  abaques 
visant  tel  ou  tel  problème  particulier  réductible  à  une  résolution 
de  triangle  sphérique. 

Quand  nous  disons  que  l'abaque  général  résout  tous  les  cas, 
nous  entendons  par  là  qu'il  permet,  pour  n'importe  quel  cas, 
d'obtenir,  dans  un  certain  ordre,  les  trois  éléments  inconnus.  Orj 
dans  la  plupart  des  problèmes  d'application,  on  n'a  besoin  que 
d'un  seul  de  ces  trois  éléments  et,  si  ce  n'est  pas  le  premier  de 
ceux  que  donnerait  l'abaque  général,  il  j  a  intérêt  à  construire  un 
abaque  particulier  qui  le  donne  directement.  Nous  avons  déjà, 
pour  notre  part,  fait  connaître  un  certain  nombre  de  tels  abaques. 
Nous  tenons  à  signaler  aujourd'hui  celui  que,  toujours  par  appli- 
cation de  la  méthode  des  points  alignés,  vient  de  construire  M.  le 
lieutenant  de  vaisseau  Perret  pour  le  calcul  de  Tazimut  en  mer. 
Le  tableau  ainsi  obtenu,  de  quelques  décimètres  carrés,  renferme 
des  solutions  beaucoup  plus  étendues  que  les  volumineuses  Tables 
emplojées  pour  cet  objet  jusqu'à  ce  jour,  et  dont  la  meilleure, 
celle   de  Décante,  ne  comprend  pas  moins  de  sept  Volumes,  tout 
en  ne  convenant  qu'aux  astres  compris  entre  —  48"  et  H-  48^*  de 
déclinaison. 

M-  Perret  est  d'ailleurs  l'auteur  de  nombreuses  applications  de 
la  Nomographie  à  l'Astronomie  pratique,  parmi  lesquelles  celles 
qui    visent  la  prédiction    des  occultations  et  la  préparation  des 
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observations  à  Faslrolabe  à  prisme  méritent  aussi  une  mention 
spéciale. 

Addendum, 

Depuis  la  communication  de  cette  Note,  M.  G.  Pesci,  Profes- 
seur à  l'Académie  navale  de  Livourne,  après  avoir  pris  connais- 
sance de  notre  Note  des  Comptes  rendus,  nous  a  adressé  une 
autre  solution  du  même  problème  que  nous  tenons  à  joindre  à  la 
nôtre. 

Soient  D  le  point  diamétralement  opposé  au  sommet  G  sur  la 
sphère  et  CHD  le  grand  cercle  orthogonal  à  AB.  Le  pôle  G'  de  AB 

Fig.  3. 


\     H       / 
\        '      '' 

se  trouve  sur  CD  et  les  grands  cercles  C'A  et  C'B  sont  orthogo- 
naux sur  AB. 

Dans  rhvpothèse  de  B<^  ->  appelons  m  et  n  les  segments  dé- 
terminés par  le  grand  cercle  CHD  sur  AB,  jjl  et  v  les  angles  qu'il 
fait  avec  CA  et  CB. 

Dans  le  triangle  DAC  on  connaît  trois  élén>ents  consécutifs, 

savoir  Tangle  en  A,  égal  à  -'  —  A,  et  les  deux  côtés  qui  le  com- 
prennent, AD  =  7:  —  bj  AC'=  -  •  L'abaque  permet  alors  de  cal- 
culer les  trois  autres  éléments  du  triangle,  savoir  :  lecôtéG'D, 
l'angle  en  C  égal  à  t:  —  m  (d'où  m)  et  l'angle  en  D  égal  à  jjl. 
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CD  venant  d^étre  calculé,  on  connatt  les  Iroîs  côtés  du  tri- 
angle DBC  L'abaque  permet  alors  d'en  calculer  les  trois  angles, 

savoir B  (d'où  B),  t: —  n  (d'où  n)  et  v. 

On  a  enfin 

AB  =  mH-/i    et    G  =  fx^-v. 

Si  B  est  obtus  il  faut  prendre 

AB  = /n  —  /i,        G  =  (ji  —  V. 


SUR  LBS  DÉPLACEMENTS  D'UNE  FIGURE  INVARIARLE  DANS  LESQUELS 

LES  DIFFÉRENTS  POINTS  DE  LA  FIGURE  DÉCRIVENT 

DES  COURBES  SPHÉRIQUES; 

Par  M.  Lucien  Lévy. 

L  On  doit  à  M.  Darboux  un  beau  théorème  sur  le  mouvement 
d'une  figure  dont  tous  les  points  décrivent  des  lignes  planes  (*). 
M.  Mannheim  a  en  outre  démontré  que  tous  les  points  dUine 
droite  décrivent  des  lignes  sphériques  dont  les  centres  sont 
dans  un  même  plan  si  quatre  points  de  la  droite  jouissent 
de  cette  propriété.  Le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  con- 
tiennent les  lignes  sphériques  est  une  conique  {Principes  de 
Géométrie  cinématique,  p.  180).  Il  en  résulte  immédiatement 
que,  dans  le  cas  général,  si  tous  les  points  d'une  droite  décrivent 
des  lignes  sphériques,  le  lieu  des  centres  des  sphères  est  une  cu- 
bique gauche,  puisque  ce  lieu  ne  peut  pas  être  coupé  par  un  plan 
en  quatre  points  sans  en  faire  entièrement  partie. 

Duporcq  {Journal  de  mathématiques  pures,  1898)  a  donné  un 
élégant  théorème  sur  le  mouvement  d'une  droite  :  s'il  existe  sur 
une  droite  cinq  points  qui,  pour  cinq  positions  déterminées  de 
la  droite,  soient  situés  sur  cinq  sphères,  les  cinq  positions  d'un 
sixième  point  quelconque  de  la  droite  seront  sur  une  même 
sphère. 

(')  Compte*  rendus,  1881.  Voir  aussi  Kœnigs,  Leçons  de  Cine'matique, 
Note  III  de  M.  Darboux,  p.  353.  M.  Mannheim  s'est  attaché  au  mouvement 
inverse  de  celui  dont  il  s'agit,  d* une  figure  dont  les  plans  passent  par  des 
points  fixes  et  en  a  fait  une  élude  élégante  {Principes  et  développements  de 
Geoméirie  cine'matique,  p.  389). 
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Enfin,  M.  Raoul  Bricard  {Journal  de  mathématiques  pures, 
1898)  a  déterminé  tous  les  déplacements  dans  lesquels  tous  les 
points  d^un  plan  décrivent  des  lignes  sphérîques  dont  les  centres 
sont  dans  un  même  plan. 

La  présente  Note  a  seulement  pour  objet  de  retrouver  par  le 
calcul  quelques-uns  des  résultats  précédents  et  d'étendre  le  pro- 
cédé à  quelques  théorèmes  que  nous  croyons  nouveaux. 

2.  Désignons  par  j:©,  J^o?  ^o?  ^n^4^'2|,;r2,  ...  les  coordonnées 
des  points  Mo,  M(,  ...  de  la  figure  mobile;  par  ao,  ^09  Yo)  ^n  (^h 
Ym  ^29  ...  celles  des  centres  Go)  C|,  ...  des  sphères  sur  les^ 
quelles  restent  les  points  correspondants,  par  Ro,  R|»  ...  les 
rayons  de  ces  sphères.  Enfin,  lorsque  les  points  Mq,  M|,  ... 
seront  sur  une  même  droite  (D),  nous  désignerons  par  a,  b,  clés 

cosinus  directeurs  de  cette  droite,  et  par  p/  la  distance  MoM/,  de 

sorte  qu'on  aura 

po=o, 

avec  a^  +  6^  4-  c*  =  1 . 

On  a  aussi,  dans  tous  les  cas, 

(a)  (a7o~ao)*-+-(ro-Po)*+(>5o~ïo)«=RÎ, 

(3)  •  (T/-  a,)»-^  (^,-  p,)»+  {zi-  Y/)«  =  R?. 

et,  dans  le  cas  où  tous  les  points  M,-  sont  en  ligne  droite, 

(4)  (iPo-+-ap/— a/)«-+-(^o-+-^.p^— Pi)»-*-('»o-Hcp/-^Y/)«=R?. 
Soit  O  l'origine  des  coordonnées  :  posons 

(5)  0^?  =  rf?  =  aÎ4-p?-4^Y?- 
L'équation  (4)  devient 

-h  2p/(a^o^-^>^o-»-c3o)=Rî- 
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En  retranchant  l'équalîon  (2)  de  Téquation  (6),  on  obtient  la 
nouvelle  égalité 

\  —  2(aa/^  b  P/-+-  CY/)p/-+-  p}  ■+-  d^-^d^  —  R»  4-  RJ  =  o, 

que  nous  écrirons 

(8)  1  ^«P/(^o— «/)-+-2*p/(j^o— P/)H-acp/(zo— Y/) 

(       =/?-H2[(a/— ao)a:o-H(P/--Po)ro-H(Y/— To)'»o], 

en  posant,  pour  abréger, 

(9)  n  =  R?  -  RJ  -  P?-  rf?  -t-  rf|. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  dMtablir  un  certain  nombre 
de  théorèmes. 

3.  Théorème  de  M.  Mannheim.  —  Supposons  que  quatre 
points  de  la  droite  (D),  ceux  qui  correspondent  d  1  =  o,  i ,  2,  3, 
soient  sur  des  sphères  dont  les  centres  sont  dans  un  même  plan, 
que  nous  prendrons  pour  plan  desyz.  On  aura 

Yo=Yi  =  Tî=Y»=o- 

On  peut  même,  pour  simplifier  l'écriture,  supposer  a0=  o,  ^0=  ^' 
L'égalité  (8)  est  une  identité  pour  £*=  o.  Nous  déduisons  donc 
de  (8)  trois  égalités  qui  sont  vérifiées,  par  hypothèse  : 

l  2api(a7o— ai)-H26p,(^o—  Pi)"Hacp,^o=  l\ -^^{^x^a-^^xy^), 
,  (10)     I  2ap,(a:o— «2)-+-..., 
(  2ap,(aro— «,)■+-.... 

Considérons  maintenant  un  cinquième  point  M4  de  la  droite, 
i  =  4«  On  tire  des  formules  (1) 

i   370=37^— ap4, 


«0  =  '5*—  Cp* 

et  aussi 

xl  -^yl-^zl  :=zx\-^yl  4-^}  -+-pî-h'2pv(aaro-+-^^o-Hc^o) 
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ou,  en  tenant  compte  de  Téquation  (a), 

(12)  a?l-+-^I-*-^î  =Rî  -4-pl4-2pv(a2?iH-ftxo-HC*o). 

Portons  les  valeurs  de  ^01  ^oj  ^0  tirées  de  (i  i)  dans  les  seconds 
membres  de  (10);  ces  égalités  peuvent  s^écrire 

2pi(aro-hij^»+ C4fo)— a«ipia— a^ipi*  = /î -Haaia?4-*-2  Pi^4— apt(aa|-i-6  p,), 


ou 


(i3) 


api(aa?o-H*>^o-+-c-8o)-T-2(p4— pi)aia-+-2(p*— pi)Pi^ 

=s/î  -4-2aiarv4-a6i74, 
2Pî(aa?oH-  ày^-h  cz^)  ■+-..., 
l  2pi( )-h.... 

En  éliminant  a,  b  et  aXoH-  6^0+  cSq  entre  les  équations  (12)  et 
(i3),  nous  obtenons  le  lieu  du  point  M4 

^f -H^l-^^î  — R?  — pi  ^Pv  o  o 

/} -+-2aiar4-»- 2Pij^4  2pi  2(p4— pi)ai  2(p4— pOP, 

/|-4-2a,a:4-+-2Pij^4  apt  ^(p*— pi)a,  2(p4- p,)p, 

/|-+-2a,a:4-H2p3^4  2p,  2(p^— Pa)»»  2(p4— pa)?» 

qui  peut  s'écrire,  en  développant  suivant  les  éléments  de  la  pre- 
mière colonne, 

xl  -^yl  -H^J  — 2Ça?4--2ï5y4^-X  =  o. 

Le  lieu  est  donc  une  sphère  ayant  son  centre  C4  dans  le  plan  des  xy. 

On  calculerait  aisément  S,  y\  d'où  résulterait,  par  l'élimination 

de  p4,  la  conique  lieu  du  point  C4.  Nous  ne  donneron^pas  ce  calcul. 

4.  Autre  théorème.  —  Si  cinq  points  d'une  droite  décrivent 
des  lignes  sphériques,  tous  les  points  de  la  droite  décrivent  des 
lignes  spliériques. 

Le  mode  de  démonstration  est  tout  à  fait  le  même.  Nous  pou- 
vons encore  supposer  ao  =  Po=yQ=o;  mais  les  quatre  centres 
C|,  Cs,  Cs,  C4  sont  quelconques. 

L'équation  (8)  s'écrit  ici 


('<)  i      -/? 
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el   celle   équalion   en   vaut  quatre  en   faisant    /=i,    2,    3,    4« 
Considérons  maintenant  un  sixième  point  M5  {i=  5);  des  for- 
mules (i),  on  lire 

^o  =  '«i  — cps 
el  aussi 

06)  xl  -hyl  -h  «î  =  RJ  -H  pî  +  ipsiaxo-hbj'o-^cz^). 

Portons  les  valeurs  de  x^^y^^  z^  tirées  de  (i5)  dans  les  seconds 
membres  des  quatre  équations  (i4);  on  obtient  quatre  nouvelles 
équations  qui  peuvent  s^écrire 

/  -X     j  2«*(P»— Pi)«  +  ap,(p5— p,)6-f-2Y/(p»— Pi)c 

En  éliminant  a,  6,  c  et  aarçH-  6^0+  c5q  entre  ces  quatre  équa- 
tions et  Téquation  (16),  on  trouve  enfin 

^î-t- JÎ -f-5|  —  RJ  — pî      ap»  000 

/î-+-2(aiari-t-pi^»-t-Yi^5)    2pt     2«i(p8— pi)     2p,(p5— pi)     2Yi(p»~Pi) 

/ÎH-... 

Cette  équation  développée  et  ordonnée  s'écrit 

^î  -^yl  -+-  ^î  —  îÇar,—  2Ti^,—  2;55-h  X  =  O, 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  quelconque  M^  est  sur  une 
sphère,  et  le  théorème  est  démontré. 

Le  calcul  des  coordonnées  Ç,  r,,  Ç  du  centre  de  cette  sphère  se 
fait  sans  difficulté^  il  est  seulement  un  peu  long  et  nous  nous  bor- 
nerons à  transcrire  le  résultat.  Il  est  de  la  forme 

g  _  (Htipî  +  ViP»-i-P|)pt 
^    *        XpJ -H  (xpl -f-vps-t-ro 

w    ^   (f^3PÎ-^V3P»H-CT3)p» 

"^  Xpl  -+-  fxpl  -h  vps-i-  ©  * 
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Ces  équations  définissent  une  cubique  gauche,  comme  c^était 
prévu, 

5.  Corollaire»  —  En  éliminant  a,  ft,  c  entre  Jes  quatre  équa- 
tions (i4)>  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  x^^y^^  z^. 
Cette  équation  jointe  à 

montre  que  le  point  Mq  et,  puisque  ce  point  n'a  rien  de  spécial, 
tous  les  points  de  la  droite  (D)  décrivent  des  biquadratiques  sphé- 
riques  (Duporcq). 

6.  La  même  méthode  fournit  des  théorèmes  sur  le  nombre  de 
points  qui  suffisent  à  assurer  le  mouvement  sur  des  lignes  sphé- 
riques  de  tous  les  points  d'une  figure  quelconque,  plane  ou  non. 
En  voici  quelques-uns. 

Théorème.  —  Si  treize  points  arbitraires  d'un  solide  dé- 
crivent des  lignes  sphériques,  il  en  sera  de  même  de  tous  les 
points  du  solide. 

Un  point  mobile  quelconque  M,-  peut  être  représenté  par  les 
formules  suivantes  : 

IXi  =  To  4-  a p/H-  a'pî  -+-  a'pî, 
Zi  —  Zfi-^  cpi  -h  c'p'i  -h  c'pî, 

dans  lesquelles  a,  6,  c,  a',  b\  c\  ci' ^  é*^,  <?  sont  les  cosinus  di- 
recteurs des  arêtes  d'un  trièdre  trircctangle  mobile.  L'interpré- 
tation géométrique  de  ces  formules  est  évidente.  Par  le  point  Mo 
menons  trois  droites  dont  les  cosinus  directeurs  soient  respecti- 
vement a,  é,  c;  a',  6',  d\  a"^  é",  d'  et  prenons-les  pour  nouveaux 
axes  de  coordonnées.  Les  constantes  o/,  p^.,  p^î  représenteront  les 
coordonnées  du  point  mobile  M/  rapportées  à  ces  axes  mobiles. 
Les  formules  (19)  sont  des  formules  de  transformation  de  coor- 
données. 

Convenons  enfin  de  désigner  par  le  signe  S  la  somme  de  trois 
termes  déduits  de  Tun  d'eux  par  la  substitution  des  lettres  x^y^  z 
à  x,  ou  a,  6,  c  à  a  ou  a,   ^,  y  à  a,  . . ..   En  élevant  les  équa- 
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lions  (19)  au  carré,  et  ajoutant^  oo  obtient  Tidentité 

(9.0)         SxJ  =  Sxl  -h  pj  -f-  p',.*  -4-  p;.«  -h  2S(api4-  a'p'.  -h  a'  p])xq. 


Si  le  point  Mq  reste  sur  une  sphère  ayant  son  centre  à  l'origine, 
on  aura 

Sa7«  =  RJ, 


d'où 

(ai)  Sa7?=  RJ  -h  p?H-p'^.*-hp'J*-+-2S(ap/-ha'p'^-Ha'p^)a?o 

et,  si  le  point  M/  est  aussi  sur  une  sphère,  on  aura  nécessairement 

(22)  S(ap/-4- a'p; -h  a' p?)a7o=  aiXi-h^t^t-h^iZi-h pt, 

«/,  Pi,  yiy  Pi  étant  des  constantes  dont  les  trois  premières  sont  les 
coordonnées  du  centre  ci  de  la  sphère  sur  laquelle  reste  le  point  M,*. 
Remplaçons  dans  (22)  Xi^yi^  zi  par  leurs  valeurs  tirées  de  (19)  et 
ordonnons  par  rapport  aux  constantes  p/,  p|,  p^-;  il  vient 

i  p/S(aa:o)-+-p/S(a'.ro)H-p;S(a'a:o) 

I       =  S(a;aro)  H-  p/S(aa/)  -4-  p;S(a'a/)  -+-  p?S(a'a/)  -4- /?/. 

Cela  posé,  considérons  un  point  quelconque  M  ayant  pour 
coordonnées  J?,  y^  z  par  rapport  aux  axes  fixes  et  p,  p',  p"  par  rap- 
port au  trièdre  mobile,  de  sorte  quje 

IX  =  XqA-  ap  -\-  a' p' -h  a'p", 
^=^o-+-ôp-f-6'p'H-6'pr, 
z  =  ^o-t-  ^p  +  c'p'  -♦-  cp' 
et 

(25)  Sar*=R«-+-p*H-p'«-f-p**H-2pS(a.ro)-H2p'S(a'iro)-f-2p'S(a''a7o). 

Entre  les  égalités  (24),  (26)  et  les  douze  qu'on  déduira  de  (28)  en 
donnant  à  £  douze  valeurs  distinctes,  on  pourra  éliminer  les  quinze 
inconnues  x^^  y^^  5©,  a,  6,  c,  a',  6',  c',  a",  6",  c",  S(aiCo),  S(a'j;o)î 
S(a''^^o)  qui  y  figurent  au  premier  degré.  11  en  résultera  une 
relation  de  la  forme 

(26)  ar*-h^'-i-^*— 2$a?  —  27)^  —  2Ç5 -h  X  =  o, 

qaî  exprime  que  le  point  M  reste  sur  une  sphère  si  Mo  et  les 
douze  points  M,-  restent  sur  des  sphères. 
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7.  Supposons  f(  et  p'  wils;  tout  ce  qui  renferme  les  lettres  a^^ 
y^  (f  et  S(a"j?o)  disparaît  et  \\  suffit  de  donner  à  i  dans  les  for- 
mules (28)  huit  valeurs  différentes  ppiu:  avoir  ce  nouveau  théorème  : 
Si  neuf  points  d'un  plan  décrivent  des  lignes  sphériques,  il  en 
est  de  même  de  tous  les  points  de  ce  plan, 

8.  Enfin  si  Ton  supposait  de  plus  p^.  et  p'  nuls,  on  letomberait 
sur  le  théorème  du  n°  3. 

9.  Les  raisonnements  précédents  ne  prouvent  pas  qu^on  ne 
puisse  pas  se  contenter  d'assujettir  moins  de  neuf  points  d'un 
plan  ou  moins  de  treize  points  d'un  solide  à  décrire  des  lignes 
sphériques,  tous  les  points  du  plan  ou  du  solide  décrivant  en  con- 
séquence des  lignes  sphériques.  Soit,  en  effet,  Mopp'p'  le  trièdre 
mobile.  Dès  qu'on  aura  assujetti  cinq  points  de  Mop  et  un  point 
de  Mop'  à  décrire  des  lignes  sphériques  le  mouvement  sera 
entièrement  déterminé;  tous  les  autres  points  du  système  décriront 
des  courbes  déterminées  et  l'on  n'a  aucune  indication  sur  le 
nombre  de  ces  courbes  qu'il  faut  assujettir  à  être  sphériques  pour 
entraîner  la  sphéricité  des  autres.  Il  y  a  cependant  des  pré- 
somptions :  si  Mop'  était  indépendante  de  Mop,  il  faudrait  bien 
a^ujettir  cinq  points  de  Mo p  à  être  sur  des  sphères,  ce  qui,  avec  les 
cinq  points  de  M^p  parmi  lesquels  on  peut  compter  Mo,  fait  bien 
neuf  points.  On  ferait  le  même  raisonnement  pour  les  points 
de  Mop'^  ce  qui  semble  donner  treize  points  pour  la  possibilité 
d'un  mouvement  satisfaisant  d'une  figure  solide. 

10.  D'ailleurs  la  possibilité  même  du  mouvement  reste  à  établir; 
c'est  bien  ce  qu'a  fait  M.  Bricard  dans  le  Mémoire  dont  nous  avons 
déjà  parlé  en  montrant  que  si  les  centres  des  sphères  sont  assu- 
jettis à  être  dans  deux  plans  rectangulaires,  tandis  que  les  points 
qui  décrivent  les  lignes  sphériques  sont  eux-mêmes  dans  deux 
plans  rectangulaires,  aucun  point  attaché  aux  deux  plans  mobiles 
ne  peut  décrire  de  ligne  sphérîque  en  dehors  de  ceux  situés  dans 
ces  plans. 

H.  Cas  particuliers.  —  Le  nombre  des  conditions  diminue  si 
les  centres  ont  certaines  positions  particulières.  Sans  parler  du 
cas  évident  où  toutes  les  sphères  sont  concentriques,  nous  citerons 
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par  exemple  le  cas  signalé  par  M.  Maonhelm  des  sphères  ajant 
leurs  centres  dans  un  même  plan  et  où  il  suffit  qu'une  droite  ait 
quatre  points  satisfaisants  pour  que  tous  ses  points  décrivent  des 
lignes  sphériques. 

Par  analogie  avec  le  raisonnement  du  n'*  9,  on  peut  prévoir  que 
tous  les  points  d'un  plan  resteront  sur  des  sphères  ayant  leurs 
centres  dans  un  même  plan  dès  que  sept  points  du  plan  mo- 
bile jouissent  de  cette  propriété.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vé- 
rifier. 

Prenons  en  effet  pour  plan  fixe  le  plan  des  xy\  dans  les  équa- 
tions des  pages  9  cl  10,  il  faudra  faire  y/=  o,  et  les  seconds 
membres  des  équations  (  23  )  ne  contiendront  plus  comme  inconnues 
que  aro,  J^o>  «1  *»  «\  *'?  parce  que  pj  =  o.  Comme  de  plus  p''=  o, 
il  n'y  aura  en  dehors  des  inconnues  précédentes  que  S(aâ7o)> 
S{q!x^)  et  enfin  z^  qui  ne  figure  que  dans  la  troisième  équation  (24), 
et  dont  par  conséquent  il  n'y  a  pas  à  tenir  compte.  Pour,  pouvoir 
éliminer  les  huit  inconnues,  il  n'y  a  donc  à  joindre  à  l'équation  (sS) 
et  aux  deux  premières  équations  (24)  que  six  équations  (23).  £n 
d'autres  termes,  en  comptant  le  point  Mq,  il  suffit  de  supposer  que 
sept  points  du  plan  mobile  décrivent  des  lignes  sphériques.  La 
non-utilisation  de  la  troisième  équation  (24)  prouve  que,  dans 
l'équation  (26),  on  aura 

c'est-à-dire  que  les  centres  des  sphères  sur  lesquelles  restent  les 
points  du  plan  mobile  sont  bien  dans  le  plan  fixe. 


HOTE  DE  GÉOMÉTRIE  VECTORIELLE  SUR  LES  STSTÈMES  ORTHOGONAUX; 

Par  M.  E.  Geicty. 

1.  L'objet  principal  de  cette  Note  est  de  montrer  avec  quelle 
simplicité  les  procédés  de  la  géométrie  vectorielle  conduisent  à 
l 'équation  différentielle  du  troisième  ordre  dont  dépend  la  recherche 
des  familles  de  Lamé,  c'est-à-dire  des  familles  de  surfaces  qui 
peuvent  faire  partie  d'un  système  triple  orthogonal.  Mais,  avant 
d'aborder  cette  question,  nous  allons  donner  quelques  indications 
sur  certaines  notations  différentielles  dont  nous  aurons  à  faire 
usage  et  sur  les  formules  principales  qui  s'y  rapportent. 
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Nous  emploierons,  dans  ce  qui  va  suivre,  les  notations  de 
M.  GJbbs,  savoir  :  a,  p,  y.--  étant  des  vecteurs,  a.  P  désignera  Sa^, 
c'est-à-dire  le  produit  projectif  des  vecteurs  a  et  p ,  et  a  x  ^ 
désignera  Va^,  c'est-à-dire  le  moment  orienté  de  ces  deux  vec- 
teurs. On  aura  ainsi  a,  p,  a  x  p...  désignant  les  longueurs  ou 
modules  des  vecteurs  a,  p,  a  x  p..., 

a.p=ïpcos(a,p); 


axp--=ap  sin  (a,p). 

Enfin  la  notation  a^y  désignera  Tun  ou  Tautre  des  trois  scalaires 

égaux 

«.(PXY),         P.(YXa),        T.(axP). 

S.  Soit  u  une  fonction  scalaire  de  p  et  v,d^  la  différentielle  de 
cette  fraction.  Pour  rappeler  l'origine  du  vecteur  u,  nous  pose- 
rons 

u=vu, 
et,  par  suite, 

du  =  d^.Vu. 

Si  Ton  remplace  dans  cette  équation  d^  par  dl\  X  étant  un 
orienteur  quelconque,  constant  ou  fonction  de  p,  on  aura 

du     ^  _, 

c'est  ce  que  nous  appellerons  dérivée  de  la  fonction  u  prise  sui- 
vant la  direction  7v. 

3.  Soit  de  même  o-  un  vecteur  fonction  de  p  ;  on  aura 

f6/p  étant  une  fonction    vectorielle  linéaire  de  la  différentielle 
é/p  qui,  en  général,  n'est  pas  conjuguée  à  elle-même,  et 

dfj        ^ 

sera  la  dérivée  de  a  prise  suivant  la  direction  \. 

Si  de  plus  a,  3  6t  Y  sont  trois  orienteurs  rectangulaires  quel- 
conques, nous  poserons 

Acr  =  a  X  ç>a -h  p  X  «pp -+■  Y  X  <pY  ==  2  (a  X  f  « )  ; 
Dcj  =  a.oa       -ho.cpP      -^- Y'?ï      =2(a.©a). 
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On  sait  d'ailleurs  que,  si  to  est  un  vecteur  quelconque,  on  a 

OU)  —  ç'tù  —  Aj  X  w, 

o'  désignant,  comme  d'usage,  la  conjuguée  de  la  fonction  cp,  et 
que  l'expression  Do*  est  égale  au  coefficient  Mj  de  l'équation  sj'm- 

bolique 

^3  —  jvijtpî  4-  Ml©  —  M  =  o, 

à  laquelle  satisfait  la  fonction  o. 

Dans  le  cas  où  cp  est  une  fonction  conjuguée  à  elle-mêm.e,  on  a 

Aa  =  o. 

C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque,  o-  étant  le  V  d'une  fonction   sca- 
laire u,  l'expression  <j.dp  est  une  différentielle  exacte.  ci 

Dans  le  cas  plus  général  oii  cette  expression  n'est  pas  une  diffé-  Jj 

rentielle  exacte,  mais  peut  le  devenir  lorsqu'on  la  multiplie  par 
un  certain  facteur,  on  a,  ainsi  que  Ta  démontré  Hamillon, 

(i)  cr.A7  =  o; 

c'est  la  condition  d'intégrabililé  de  l'équation 

i.dp  =  o. 
4.  Soit  maintenant 

(2)  â?(?X=*(X,é/p), 

X  étant  un  vecteur  qu'on  suppose  constant  dans  la  dérivation. 
4>(>v,rfp)  sera  une  fonction  vectorielle  linéaire  tout  à  la  fois  par  rap- 
port à  )v  et  par  rapport  à  dp.  Nous  allons  montrer  que,  dans  cette 
fonction,  A  et  dp  sont  interchangeables,  c'est-à-dire  qu'on  a 

<t(X,  rfp)  =  *  {dp,  X). 

Soient,  en  effet,  rf  et  8  deux  symboles  de  différentiation  complète- 
ment indépendants. 

Si  dans  l'équation  (a)  nous  remplaçons  X  par  Sp,  il  vient 

Mais 
donc 


xxxii. 


(h  8p  =  *  (  8p,  dp  ). 

ûf»  op  =  f/op  =  3  rfT  =  8ç  flfp  ; 

v^./?  =  <t.(op,  rfp). 

i4 
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ou,  en  remplaçant  ^p  parX, 

(3)  8<pX  =  *(8p,X), 

et  la  proposition  est  démontrée. 

Comme  conséquence,  si  cpX  est  conjuguée  à  elle-même  par  rap- 
port à  X,  la  fonction  ^  (X,  dp),  qui  jouit  évidemment  de  la  même 
propriété,  est  aussi  conjuguée  à  elle-même  par  rapport  à  dp, 

5.  Voici  quelques  applications. 
Soit  le  vecteur  u(t;  on  aura 

d(u<s)  =  Vu.dp9-r-  w^dp  ; 
d'où 

A  (  ad)  =  Vtt  X  (H-  a  Ad  , 

(4)  D(ufj)  =  la.Vaa.d-h  a2(a.9a)  =  d.Va+  u  Dd. 

Soit  encore  le  scalaire  (j.t. 

Si 

dx  =  ^dpj 

on  aura 

d{<J.z)  ='z.f^dp  H-  d.Oé/p  =  (o'x  -h  0'd).â?p; 
d'oii 

Vd.T  =  ç't-f-O'd. 

Si  Ton  a  identiquement 

d.X  =  o, 

c'est-à-dire  si  cr  et  t  sont  deux  vecteurs  rectangulaires,  on  aura 
aussi  identiquement 

(5)  ç'x-f-  O'd  =  o. 
Considérons  enfin  le  vecteur  ex  x  t.  On  aura 

<i(dX'c)  =  çprfpXt-f-JX6tfp 

et,  par  suite, 

A(dX'c)  =  i:[ax  (çax  t)]  — 2[ax(0ax  d)], 
D  (d  X  x)  =  £a(pax  —  SaOax. 


Or 


5:[a  X  (cpa  X  T)J  =  <pT  —  Ddx, 
2[ax  (6a  x  d)J  =  6d  —  Did, 

ili^ax  —  X.  Ad, 

SâÔôd  —  d.Ax. 
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Donc  on  a 

(6)  A  (ff  X  x)  =  ®T  — 0<j  —  DaT  +  Dw, 

(7)  D  (<j  X  x)  ==  Aj.t  —  Ax.ff. 

Dans  le  cas  où  o*  et  t  sont  deux  vecteurs  rectangulaires,  l'expres- 
sion de  A  (^xt)  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme  qui  nous 
sera  très  utile  plus  tard. 

On  a,  en  effet,  dans  ce  cas  (5) 

«P't  h-  O'ff  =i  o; 
on  peut  donc  écrire 

A  (d  X  t)  =  ^  *-  o')t  -i-(6  — 0')(j  —  269  —  DffT-1-  Dxa, 
ou 

(8)  A(j  X  t)  =  Ad  X  x-h  Ax  X  » -— 2 Off  —  Dcrx -f-  Dx^r. 
On  obtient'de  même  la  formule 

(9)  A(<r  X  x)  =  2cpô  —  A<T  X  X  —  Ax  X  a  —  Dax  -4-  Dtj. 

6.  Arrivons  maintenant  à  la  question  que  nous  avons  en  vue  et 
considérons  les  familles  de  surfaces  qu'on  obtient  en  égalant  à  des 
constantes  trois  fonctions  scalaires  données  £/,  u^  et  Ui  de  p. 
Soient  d'ailleurs 

du,^^,d^^         dui=2'Ji,dpy         dui  =  \}i.dp^ 

et 

d\}  =  «prfp,  ^'Ji  =  91  <ip,  d'Ji  =  oj  dp. 

Les  fonctions  (p,  ^  1  et  ^2  ^^  ^?  seront  conjuguées  à  elles-mêmes, 
de  sorte  qu'on  aura 

(10)  Au  =  Aul  =  AU|  =  o. 

Ceci  posé,  si  deux  surfaces  quelconques  appartenant  à  deux 
familles  différentes  se  coupent  partout  à  angle  droit,  on  aura  iden- 
tiquement 

(11)  U|.'j*  =  o;         uj.u  =  o        et        u.ui  =  o  ; 
d'où 


L'équation 


'J,  1:=  UjX  u. 


j»  u  rfp  =  o, 
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qui  ne  diffère  de 

'ji.d(f  =  o 

que  par  un  facteur  scalaire,  est  donc  intégrable,  et  l'on  a,  par 
suite, 

(uj  X  u).A(uj  X  u)=  o, 
OU 

Uj.A  (U|  X  'j)  =  o. 

Mais  la  formule  (8)  devient  ici 

A(uj  X  u)  =  aouj — Duju  -+■  D  U'j3, 
et  Téquation  qui  précède  se  réduit  à 

(12)  Ul>?Us  =  o. 

Sous  cette  forme,  elle  montre  qu'au  point  p,  u,  et  U2j  qui  sont 
des  vecteurs  situés  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  de  para- 
mètre II,  sont  deux  directions  conjuguées,  et  comme  ces  deux 
directions  sont  rectangulaires,  ce  sont  celles  des  lignes  de  cour- 
bure de  cette  surface. 

On  a  donc  la  propriété  suivante,  qui  est  due,  comme  on  sait,  à 
Dupin  : 

Les  sur/aces  appartenant  à  deux  familles  différentes  d'un 
système  triple  orthogonal  se  coupent  mutuellement  suii'ant 
leurs  lignes  de  courbure, 

7.  Il  en  résulte  qu'on  obtiendra  les  conditions  qui  expriment 
qu'une  famille  de  surfaces  fait  partie  d'un  système  triple  ortho- 
gonal, en  écrivant  que  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  qui  la 
constituent  sont  normales  respectivement  à  deux  familles  de  sur- 
faces, c'est-à-dire  qu'on  a,  ^J^  et  U2  étant  des  vecteurs  de  modules 
quelconques  tangents  aux  lignes  de  courbure, 

(l'i)  Ui.Au,  =  0;  'jj.A'J2  =  o. 

Il  est  facile  de  voir,  d'ailleurs,  que  ces  deux  conditions  se  rédui- 
sent-à  une  seule. 

Le  vecteur  u^  ne  diffère,  en  effel,  de  Ua  X  J  que  par  un  facteur 
scalaire,  de  sorte  que  la  première  condition  (i3)  peut  être   rem- 
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placée  par  ia  suivante  : 

•Ji.A  (ujX  u)  =  o. 
Or  on  a  (8) 

A  (uj  X  u)  =  A'Jj  X  u  —  2cp'jj  =  Duj'j-f-  Duu], 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  (12),  la  condition  qui  précède 
devient 

■j'JiA'J,  =  0, 

ou 

•jj.Auj  =  o. 

On  est  conduit  ainsi  à  la  proposition  suivante,  qui  comprend  et 
complète  celle  de  Dupin  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  familles 
de  surfaces  se  coupant  à  angle  droit  fassent  partie  dUtn  sys- 
tème triple  orthogonal^  c^ est-à-dire  pour  qu^ il  existe  une  troi- 
sième famille  de  surfaces  coupant  les  premières  à  angle  droit, 
est  que  les  signes  d'intersection  de  deux  surfaces  de  familles 
différentes  soient  lignes  de  courbure  /)0ur  les  surfaces  de  l'une 
des  deux  familles. 

Ces  lignes  d'intersection  ne  peuvent  pas  d'ailleurs  être  lignes 
de  courbure  pour  les  surfaces  de  l'une  des  deux  familles  sans 
être  aussi  lignes  de  courbure  pour  les  surfaces  de  l'autre  famille. 

8.  L'une  ou  l'autre  des  conditions  (i3)  nous  conduirait,  ainsi 
que  nous  le  montrerons  plus  loin,  à  l'équation  différentielle  des 
familles  de  Lamé.  Mais  nous  pouvons  obtenir  aussi  celle  équation 
par  le  procédé  suivant,  qui  est  plus  simple  et  plus  élégant. 

Reprenons  la  condition 

(l4)  Ui.Œ.J|  =  0. 

Si  M  est  le  point  où  la  normale  au  point  p  à  la  surface  de  para- 
mètre u  rencontre  la  surface  de  paramètre  u  x  du,  les  surfaces  de 
paramètre  u^  et  «2  passeront  on  M  et  leurs  normales  en  ce  point 
devront  être  tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  de 
paramètre  u-\-du.  On  obtiendra  la  condition  pour  qu'il  en  soit 
ainsi  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (i4)  suivant  le  vecteur  v, 


Digitized  by 


Google 


-  218  - 
ce  qui  donne 

Oiu.^'jj-h  0|.<p^iu-i-  Of*(^îi  y)  =  o» 
ou,  en  tenant  compte  des  identités 

et  posant 

*  (uj.o  )  =  *  (u,  u,)  =  >ru,, 

(i5)  u,.(V— •2©«)=  o. 

Si  maintenant  on  élimine  U|  et  u^  entre  les  équations  (i  i),  (i4) 
et  (lo),  on  aura  une  relation  qui  ne  contiendra  plus  que  la  fonc- 
tion u  et  ses  dérivées  jusqu'au  3*  ordre;  ce  sera  donc  l'équation 
différentielle  définissant  les  familles  de  surfaces  qui  peuvent  faire 
partie  d'un  système  triple  orthogonal. 

Il  suffit  d'ailleurs,  pour  faire  cette  élimination,  d'écrire  la  con- 
dition bien  connue  qui  exprime  que  le  plan 

u.nj  =  o 
coupe  les  quadriques 

suivant  deux  coniques  coaxiales.  Il  vient  ainsi 

U-Lu     ï)  —  ÇU  X  (U*    —  20*)uJ  =  O 
OU 

-t 


(  1 6  )  'J    'J .  YJ  —  UCpuTu  -h  2  V>9'JO*  u  =  o, 

où  l'on  a  posé,  a,  ^  et  y  étant  trois  orien te urs  rectangulaires  quel- 
conques, 

T,  =  2[o«  x(W  — 2cp«)a]  =  £(oax  >Pa)  =  2(ax  V«pflt). 

La  relation  vectorielle 

exprime,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  voir,  que  les  deux  fonctions 
conjuguées  à  elles-mêmes  o  et  ^^  ont  les  mêmes  directions  princi- 
pales. 

9.  Dans  le  cas  particulier  où  les  directions  principales  a,  ^  et  y 
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de  la  fonclion  p  sont  fixes,  on  a 

d'où 

On  a  alors  rj  =  o  cl,  si  l'on  pose 

a.i>  =  a,         fj.'j  =  6,         Y''^  =  Cl 
Téqualion  (16)  devient 


117; 


abc 


1  I  i 

Si  5,  Si 


Cherchons,  par  exemple,  une  solution  de  la  forme 
M  =  X-+-Y-f-Z, 

où  X,Y  et  Z  sont  des  fonctions  de  a.p,  p.p  et  y.p  respectivement, 

On  aura 

u  =  X'a  -f-  Y'P  -+-  Z'y, 


d'où 


a  =  X',  b  =  r,  c  =  Z', 

Si  =  X',         *,  =  Y',         53  =  Z', 

•j.V*,  =  X'X'",         jSsi  =  Y'Y^         'jSsz  =  Z'Z"' 


et  l'équation  (17)  devient 


X'Y'Z' 


I  I  I 

X"  Y'  Z" 

X'X*  -  X'î        Y' Y  "  —  Y'2        Z'Z  "^ — Z'* 


ce  qui  est  conforme  à  un  résultat  obtenu  par  Bouquet. 

10.  L'équation  (i5)  peut  évidemment  se  mettre  sous  la  forme 

(18)  rfp.(W  — •2P»)8p  =  0 

où  ^  et  8  sont  des  symboles  de  dérivation  relatifs  à  des  déplace- 
ments suivant  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  (u).  Si  d'ail- 
leurs nous  désignons  par  p  du  la  dislance  des   surfaces  de  para- 
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mètres  u  cl  u  x  du  y  on  aura 

__  I 

\> 

Si  nous  dlfférentions  cette  équation  pour  un  déplacemenl  rfp 

suivant  une  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  paramètre  w, 

il  vient 

—  <//?—/?*  'j .  d'j  =:  p*dp.  OJ  =  Ul  .^p, 

en  posant 

eu  =  /?'  o'j  ; 

et  Ton  aura 

(19)  d(û  =  ^dp  =/>'(T  -ho^)dp  —  3/[>»(p'j.rfp<p'j; 

d'où 

( 20 )  op,W  dp  =  p^ùp.i^  -h  <^*)dp  —  3/?* o'j . op ïpj . op. 

Or  les  vecteurs  u  x  ©^p  et  'j  X  ©  Sp  sont  respcclivenicnt  paral- 
lèles à  dp  et  op  :  donc  on  a 

( u  X  <f  dp)A'^  X  &  op )  =  o, 
d'où 

•j   dp . o*  op  =  'j.o  dp 'j,«  op. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  Tëquation  {20)  devient 

dp. ^00  =  p^dp.i  V  —  2^*)  op, 

de  sorte  que  Téquation  (18)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

dp.^dp  =■-  o, 

où  la  fonction  ^j;  définie  par  l'équation  (19)  est  conjuguée  à  elle- 
même. 

L'équalion  (16)  d'une  famille  de  Lamé   peut  donc  elle-même 
être  remplacée  par  la  suivante  : 


(ai)  u   £."j  —  uoj'i'j  =  o, 


£  =  2(<pa  X  4/a;  =  5:(a  x  ^fOL). 


It.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  j-upposé  que  l'équa- 
tion de  la  famille  de  surfaces  de  paramètre  «  était  résolue  par  rap- 
port à  ff.  (considérons  maintenant  le  cas  où  celte  équation  est  de 
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la  forme 

et  ne  peut  pas  être  résolue  par  rapport  à  //. 
Sî  nous  différentions  cette  équation,  il  vient 

u.û?p  -h  -r-du  =  Oy 

^       du 

et  la  quantité  que  nous  avons  désignée  par/7  aura  pour  valeur 

du 
/>  =  -  -^. 

u 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  tous  les  résultats  du  Paragraphe  qui 
précède  subsisteront  en  partant  de  cette  valeur  de  p  et  en  laissant  u 
constant  dans  les  dérivations. 

12.  L'équation  (21)  est  vérifiée  pour/?  =  constante,  c'est-à-dire 
quand  la  famille  de  paramètre  u  est  composée  de  surfaces  paral- 
lèles. 

Toutes  les  solutions  de  l'équation 

{11)  p  =  ap   -hi'k.p'\-  b, 

OÙ  les  scalaires  a  et  6  et  le  vecteur  X  sont  des  fonctions  de  m,  ap- 
partiennent également  à  l'équation  (21)  et  feront  par  suite  con- 
naître des  familles  de  Lamé. 

On  a,  en  effet,  u  restant  constant, 

ûÇp  =  9.(  a  p .  rfp -4-  X .  <ip  ), 
d'où.. 

a>  =  '2(ap-HX) 
et 

dii)  =z  li^dp  =  ^adz; 

en  sorte  que  l'équation 

dp,^op  =  o 
se  réduit  à 

dp,op  =  o, 

et  elle  est  toujours  vérifiée  par  les  directions  rectangulaires  do 
et  op. 

Les  familles  de  sphères  et  de  plans  rentrent  dans  ce  cas  par- 
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liculicr  et  peuvent  dès  iors  faire  partie  d'un  système  triple  ortho- 
gonal. 

En  effet,  une  famille  quelconque  de  sphères  a  une  équation  de 
la  forme 

p  — a'  =  R«, 

a  et  R  étant  des  fonctions  de  £/,  et  l'on  a 

u  =  p  —  a,          u  =  p  —  a  =  R, 
/>- ^ ' 

et!  étant  la  dérivée  du  vecteur  a  par  rapport  à  m;  et  cette  équation 
est  bien  une  forme  particulière  de  Téquation  (22). 

13.  Nous  allons  enfin  montrer  comment  on  peut  obtenir  Téqaa- 
tion  (16)  en  exprimant  que  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  de 
la  famille  considérée  sont  normales  respectivement  à  deux  familles 
de  surfaces.  Mais,  auparavant,  nous  ferons  quelques  remarques 
sur  Torientcur  normal  d'une  surface  et  ses  différentielles. 

11.  Désignons  par  v  Torienteur  de  la  normale,  et  soit 

rfv  =  ^dp. 

On  a,  puisque  v  est  un  orienteur, 

v.rfy  =  o 

ou 

et,  comme  dp  est  un  vecteur  quelconque,  on  a  identiquement 

ij^'v  =  o. 

On  voit  donc  que  la  fonction  4  appliquée  à  un  vecteur  quel- 
conque Tamène  dans  le  plan  tangent  et  que  Téquation  vecto- 
rielle 

Tff  X  «J/m  =  o 

n'a  que  deux  racines  dislinclcs  pour  lesquelles  Aw  est  diflerent  de 
zéro. 

Si  £  et  £|  sont  les  deux  orlenteurs  qui  satisfont  à  cette  équation, 
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on  aura 

s  el  Si  élant  les  racines  de  Téquation 

{ a3)  s*  —  /nj  5  -h  mi  =  o. 

La  fonction  ij/salisfaît  d^ailleurs  à  Téqualion  symbolique 

<K ^^*  —  mj «f -+- mi  )  =  o, 

qui,  pour  un  vecleur  situé  dans  le  pian  tangent,  se  réduit  à 

(^4)  ij;«— mt^z-h /ni=  o. 

On  voit  immédiatement  que  e  et  êi  satisfont  également  à  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure  de  la  surface  (u) 


V  û^v  dp  =  o        ou        v<J;  ^p  rfp  =  o  ; 

ce  sont  donc  les  orienleurs  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  {u) 
au  point  p. 

Les  orienteurs  v,  e  et  tt  déterminent  ainsi  un  système  de  trois 
directions  rectangulaires. 

D'antre  part,  la  relation 

i^  —  1^')^  =  ^^'  X  ^ 

se  réduit,  dans  le  cas  actuel,  à 

<jr^  =  Av  X  V. 

L'équation  v.^p  =  o  étant  d'ailleurs  intégrable,  on  a 

V .  Av  =  o 
et,  par  suite, 

Av  s=  V  X  <j/v. 

Si  donc  on  pose 

<j;v  =  rX,         Av  =  rjji, 

X  et  [JL  étant  des  orienteurs,  on  aura  un  second  système  d'orien- 
teurs  rectangulaires  X,  |jl  et  v  dont  on  aperçoit  immédiatement  la 
signification  géométrique  :  v  est  l'orienteur  de  la  tangente,  X  celui 
de  la  normale  principale  el  |/.  celui  delà  binormale  des  trajectoires 
orthogonales  de  la  famille  de  surfaces  considérée,  et  /•  est  la  cour- 
bure de  la  trajectoire  qui  passe  au  point  p. 
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Si,  de  plus,  /'i  est  la  torsion  de  cetle  courbe,  on  aura 

-,-  étant  un  symbole  de  dérivation  suivant  la  normale  à  la  sur- 
face w,  c'est-à-dîre  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire  ortho- 
gonale. 

Uéquatîon 

Av  =  V  X  <}/v 

montre  enfin  qu^on  a 

X  X  <!/X  -h  fji  X  <f  (1  =  o. 

15.  Revenons  maintenant  à  la  question  que  nous  avons  en  vue. 
Nous  avons  montré  précédemment  que,  si  U|  et  Ua  sont  des  vec- 
teurs de  modules  quelconques  tangents  aux  lignes  de  courbure  de 
la  surface  «/,  la  condition  qui  exprime  que  les  lignes  de  courbure  de 
toutes  les  surfaces  de  la  famille  sont,  pour  chaque  système, ortho- 
gonales à  une  famille  de  surfaces,  est  indifféremment 

Ui.A'j|  =  o         ou         'Jî.Aui=o. 

Il  est  clair  dès  lors  qu'on  peut  mettre  cette  condition  sous  la 
forme 

(24^^'^)  U|.AUi -h  U2-^'^ÎT=  o. 

Or  on  obtiendra  deux  vecteurs  dirigés  suivant  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  v  en  opérant  avec  i^  —  5  et  avec  A  —  s^  sur 
un  vecteur  quelconque  du  plan  langent;  par  exemple,  sur  le  vec- 
teur |JL.  L'équation  (24  bis)  peut  donc  s'écrire 

(•|fi  —  5[Ji).A(^/|x  —  ^fx) -h  (i^jA  —  5,  fx).  A(l^[l  — il  fx)  .-=  o, 

ou,  en  développant  et  remarquant  que  s  -\-  Sx  =  in.2  et  sst  =  //?,, 


(•25) 


(//ij  [L  —  2mifJi  —  mi^]/[ji).A[ji —  iJL^{xVm2=  o. 


Nous  allons  calculer  séparément  chacun  des  trois  termes  du  pre- 
mier membre  de  celte  équation. 
Posons 

(i\  V  =  0  dçj         et         dix  =  /  dç^  ; 
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nous  aurons 

^4;  fjL  =  W(  fx,  dp  )  -i-  ^1  dp. 

On  aura  donc,  en  employant,  selon  le  cas,  Tua  ou  Tautre  des 
deux  systèmes  d'orienteurs  rectangulaires  que  nous  avons  signalés 
dans  le  paragraphe  qui  précède» 

l^li  =  S[a  X  iKk,  a)]  -+-  SX  X  ^yl  =  ^  4-  2:(X  x  ^yik). 

Mais,  dans  Texpression  S(à  x  iyÀ),  nous  pouvons  négliger  les 
termes  À  x  '^'y^X  et  |jl  x  ^'/}h  4^i  sont  dirigés  suivant  la  normale, 
ainsi  qu'on  le  reconnaît  en  les  projetant  avec  X  et  avec  [jl,  et  qui 
n'influent  pas  dès  lors  sur  le  résultat  que  nous  avons  en  vue. 

On  a  donc 

ou  enfin 

Al{/[Jl  =  6{JL  -+-  Ti  V  X  'l^X  -h 

Le  premier  terme  de  l'équation  (25)  peut  donc  s'écrire 
(2<^fji  —  mj(jL).(Ojji  -f-  Tiv  X  <J/X), 
ou  encore,  en  remarquant  que 


mi  =  2viJ;X<J/(i  =  v<{/X4'fx, 

(l^ll —  /nifx).0(l  -H  2/ni  Ti —  Wj/'iX.iJyX. 

Pour  calculer  le  second  terme  de  l'équation  (20),  nous  allons 
chercher  les  composantes  du  vecteur  Aa  suivant  les  directions  X 
et  [X. 

On  a 

X.  A[x  =  |AV  A{x  =-  ji.(;^— -/')v  =— (x.^  -^  V.-/ÎX  =  v.y^jx 
du.  d'j  , 

De  même 

.    ,  ,  ^    d'J.  ^  duL 

|x.A{x  =  X.(x-x)v  =  X.^-v.xX  =  n-v.— 

car  (i  —  A')jjL  =  AvX  [a  =  o. 

Digitized  by  VjOOQIC 


—  226  ~ 
Donc 

ËD  tenant  compte  de  cette  expression  de  A|jl,  le  deuxième  terme 
de  inéquation  (25)  se  ramène  immédiatement  à  la  forme 

/n|/-|-+-  mJX.^'lA  —  2  niiri—  a/niX.^^fji  —  m^ri  {Jt.^^fx. 

Enfio  le  troisième  Icrme  de  Téquation  (25)  est  égal  à 

En  réunissant  tous  ces  résultais,  Téquation  (23)  devient 
(26)  (a^/fji—  /ni{A>.6^+  (  m|~2miH-  --j^)  ^'^[^  =  o. 

On  peut  simplifier  récriture  en  remarquant  que 


d'où 


D4^v  =  Sa.V(v,  a)-i-Sa.4/«a«j«J-«2/ni4-^*' 


L'équation  (26)  peut  donc  s'écrire 

(•27)  (2<l/fx— m,{ji).Ojn-D4^vX.4/(A  =  0. 

On  donnera  une  autre  forme  à  cette  équation  en  introduisaut  la 
fonction  conjuguée  6'  à  l'aide  de  la  relation 

(0  — Ô')|JL  =  A«vx  fx, 

où  l'on  a  posé  A(Av)=  A^v. 

IL  vient  en  efTet,  en  tenant  compte  de  cette  relation, 


(2<J;{ji  —  mj  ji).6{ji  =  (a^J/fx  —  /njfx).6'[ji  -h  'ifi^^fiA^v 


=  (ai^fJL  — //i,|ji)6'{x  — 2(X.<};[ji)(v.A«y). 
Or  on  a  (n"  9) 

A*v  =  A(v  X  'J/v)  =  2<}/v—  Av  X  ^j'v  —  A^j/v  X  v  —  Dv  <J/v  -h  D^^vv, 

d'où 

— t 

v.A*v  =  Av   -H  D^v. 
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On  a  donc  enfin 

En  tenant  compte  de  ce  résultdt,  l'équation  (27)  devient 

(28)  (•i^j'fA  — /nifji)ô'fji— (aAv  D^'vjX.^'fJi  =  o. 

On  obtient  enfin  une  dernière  forme  de  l'équation  cherchée  en 
additionnant  les  équations  (27)  et  (28),  ce  qui  donne 


(a^j'fA  —  /iij|Ji).(0  -h  0')[Ji—  2  Av  <]/v.<J;Av  =  o, 


OU 


—  s 

(29)  Av.(0 -I- 6')(24'Av — mjAv)  — 2Av   4/v.'^Av  =  o. 

16.  Il  est  intéressant  de  montrer  que  l'équation  que  nous  ve- 
nons d'obtenir  est  identique  à  l'équation  (16). 

On  a 

v=/?u, 

dp  =  —  /?''j.9û?p, 
di  z=i^  dp  =^p{<^dp — /?*É^p.(pou)  =  p{^dçi  —  c^p.çvv), 
d'où 

^v  =  ;d  (  ©V  —  V  .  çvv  ), 
mj  =  2  a .  <J;a  =  jD  (  Mj  —  v  ,çv  ), 

en  désignant  par  des  lettres  majuscules  les  invariants  de  la  fonc- 
tion (p, 

Av  =  V  X  tJ'V  =  />v  X  ?v  =  p^\j  X  çu 
cl,  par  suite, 

v.Av  =  o,         Av.çv  =  o 

et 

-1 


et  enfin 


Av    =  /?*  V  X  çv    , 

<j/  Av  =  /?  ç  Av 


0  rfp  =  i^Av  =/?»(9  dp  X  ç'J  -+-  u  X  9'<ip  4-  y  X  V  rfp  )  —  '^p^dp,^\i  u  X  o'J 
=ip^{^dp  X  çv  -H  V  X  ç*û^p  -h  vVc?p  —  3  û?p.<pv  V  X  9V ). 

Or  l'équation  (29)  peut  s'écrire 

(3o)  Av.0ij;Av-i-^Av.6  Av  — /HiAv.Ô  Av  — Av   <};v.4/Av  =  o, 

et  les  formules  qui  précèdent  permettent  d'obtenir  par  des  calculs 
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très  simples,  pour  les  quatre  termes  du  premier  membre  de  celte 
équation,  les  valeurs  suivantes  : 

Av. 6^  Av  =/?^[(v.ç2v  —  sMsv.tpv  -^  MJ  —  Mi —  3vx'fv   )  Av.ç^v 

•4-  Av.ç^J'çv  —  v.çv  v^vçU^vJ, 

i]^  Av.O  Av  =/?*[( Ml  —  Mjv.ç»/  -4-v.çp2v)  Av.ç^v  -+-v.o*v  Av.Vv  —  Av.^'ç^v 

-h  Mj(Av.^J'<pv  — v.cpv  v<pv  Vv)j, 
mi  Av.O  Av  =/?*(Mj — v.çv)  [(Mj —  2v.çv)  Av.<p*v  -♦-  Av^J'çv  —  v.çv  Av.  Vv], 


Av   4'^.^' Av  = /?*v  X  çv    Av.cp*v. 
En  réunissant  tous  ces  résultats,  Téquation  (3o)  devient 

/o.\      l  Av  (9.  Av.ç*v  —  Av  ^J'v) 

f       -H/>*(v.çv  AvoVv -^  Av.  Vo*v — Av.çVçv  —  v.çv  Av  Wçv)  =  o. 

Or  on  a 

v.çv(Av.v>I''v  —  Av.Wçv)-f-  Av.^Fç*v  —  Av.çVçv 
=  Av.  (Vç  —  çW)çp*/  — v.çv  Av.(^Fç  —  çV)v 
=  Av  T^çv  —  Av  r^v  =  [(  Av  X  r^ )  4-  v  ] .(  çv  x  v  ) 

— î 
=  — ^(AvXTri).(v  X  Av)  =   -^îj.v. 

Donc  enfin  Téquation  (3i)  peut  s'écrire 

/>  V .  7)  —  Av .  Wyf  -h  2  Av .  ç-  V  =  o 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  est  iden- 
tique à  l'équation  (16). 
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£XTRAIT  DES  STATUTS  £T  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  ma tKéraa tique  de  France  à  pour  objet  rav'ancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants^  on  nombre  illimité. 

Siant  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnellefl* 

Les  .fitranger«.  peuvent  faire  partie  de  ia  Société. 

Les  conditions  à  remplir ^  pour  être  membre  de  la  Socijétét  sont  leasui  vantes  ; 
|0  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres^t  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureaii  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  2°  avoir 
obtenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  dé  la 
majorité  des  membres  présents;  3^  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est; de  vingt  francg 
pour  les  memlîtres  résidants^  et  de  çuin^efrancsi  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  troi$ 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  frxées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société, 

Ce  versement  confère  lé  titre  dé  sociétaïre  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque-exercice  dont 
Fôrigine  est  fixëe'àil  i*"*  'novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivenit 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société'  mathématique  de  France^  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retalrd  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Tenvoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui.  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 
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BULLETIN 


DB     LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  FRANCE 


FDILit 

PAR  LES  SECRÉTAIRES 


S'adresser,  pour  la  rédaction,  à  M,  Raffy,  rue  Pierre-Nicole,. 7,  Paris,  5**, 
pour  la  distribatioo,  à  M.  Grkw,  rue  Saint-Placide,  6a,  Paris,  6'. 


TOMB  XXXII.  -   FASGIGOLE  IV. 


PARIS, 
AU    SIÈGE   DE   LA   SOCIÉTÉ, 

k     LA    SORBONNK. 
1904 


"     MM. les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude- Lafontaine, 
JUnqiûer,  me  de  Trévise,  n»  32,  à  Paris ,  Trésorier  do  la  Société.  jouQOSle 

Ott  s'abonne  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  eX  ^  la  Libracne 
Gftatbier-VUlarSf  55,  quai  des  Grands-Âugustins,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  preimer  et  troi- 
sième mercredis  de  chaque  mois  à  8  heures  et  demie. 

Depuis  le  i**'  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  SctenoM  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  fleinféWo  étage  à  Àoite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  TUni- 
▼ersité,  et  fournissant  à  ce  suje't  les  Venseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sonit  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  oorresnondance  peut  %tre  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciencas, 
ii^lfaqe  'de,  fo  IloÀioiàie,  ifoit  in  %àmftilè  de  Tun  Ûkk  sc^rAîiii^s,  ^  |iiA.r 
^férence  i  M,  àréV*  skuf  ce  ^  'coikcerne  la  Védadtibn  (ta.  Hxùlhùt 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Bricard. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  dû  li  février  V883,  te  CoitiseTl  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qii*à  PaveDir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants.: 

Le  volume, 
fr 

Dix  volumes  bû  moins. , 1(,6t> 

De  cinq  à  neuf  volumes â,oo 

Moins  de  cinq  volumes 6,00 


Dans  sa  séance  du  à8  féVi'ier  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu*è  Tavenir  tout  Membre  de 
la  Sociéxé,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  répreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i<»  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois; 

7.^  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques;      ^ 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  poi»- 
'sîbTe,  Ta  prdpdrtîbh  de  tftiè  'ftgttre  powr  -quatre  «pages  d«  txx\^ 
imprimé. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


UNE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DES  FONCTIONS  DE  CLASSE  1; 
Par  M.   HeNfii  Lebesgue. 

On  sait  que  Ton  appelle  fonction  de  classe  1  loule  fonction 
discontinue  qui  est  la  limite  d'une  suite  convergente  de  fonctions 
de  classe  0,  c'est-à-dire  de  fonctions  continues.  M.  Baire  (*)  a  fait 
connaître  une  propriété  caractéristique  de  ces  fonctions,  nous  la 
retrouverons  plus  loin  comme  conséquence  de  celle  qui  va  nous 
occuper. 

J'ai  déjà  énoncé  cetle  propriété  dans  une  Note  récemment  pa- 
rue (*)  en  me  limitant  aux  fonctions  d'une  seule  variable;  la  mé- 
thode que  j'emploie  ici  s'applique  dans  tous  les  cas,  mais,  pour 
simplifier  le  langage,  je  raisonnerai  toujours  comme  s'il  n'y  avait 
que  deux  variables  x  tly- 

1.  —  Pour  qu! une  fonction  f  soit  de  classe  0  ou  1,  il  faut  et 
il  suffit  quCy  quel  que  soit  e  >  o,  le  domaine  où  f  est  définie 
puisse  être  considéré  comme  la  somme  d'aune  infinité  dénom- 
brable  d^ ensembles  fermés  sur  chacun  desquels  f  est  continue 
à  moins  de  e  près;  ou  encore  sur  chacun  desquels  f  est  d^ oscil- 
lation inférieure  à  e. 

Je  précise  d'abord  le  sens  qu'il  faut  donner  à  ces  deux  énoncés 
et  je  démontre  leur  équivalence. 

Par  la  somme  d'ensembles  composants  j'entends  l'ensemble 
des  points  appartenant  à  l'un  au  moins  des  ensembles  composants, 
que  ces  ensembles  aient  ou  non  des  points  communs. 

(*)  Thèse  Sur  les  fonctions  de  variables  réelles  {Annali  di  Matemaiica, 
1899,  et  ce  Bulletin,  t.  XXVIII). 

(')  Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Baire,  Noie  II  des  Leçons  sur  les 
/onctions  de  variables  réelles  et  leur  représentation  par  des  séries  de  poly- 
nômes, de  M.  Emile  Borel;  Paris,  Gauthier-VillarSi  1904. 

Les  questions  dont  je  m'occupe  ici  sont  traitées  d'une  manière  différente  et 
comme  cas  particuliers  dans  un  Mémoire  5ar  les  fonctions  représentables  ana- 
lytiquementy  qui  paraîtra  prochainement  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
de  M.  Jordan. 
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y  sera  dite  continue,  à  moins  de  e  près,  sur  Tensemble  fermé  E, 
s'il  existe  une  fonction  continue  o  partout  définie  et  telle  que 
\f —  o  I  soit  toujours  inférieure  à  e  pour  les  points  de  E.  Divisons 
le  plan  en  carrés  assez  petits  pour  que,  dans  chacun  d'eux,  l'oscil- 
lation de  9  soit  au  plus  égale  à  7);  il  y  a  une  infinité  dénombrable 
de  ces  carrés.  Soient  C  un  des  carrés  et  e  l'ensemble  des  points 
de  E  intérieurs  à  G  ou  situés  sur  la  frontière  de  C,  e  est  un  en- 
semble fermé  et,  sur  ^,  l'oscillation  de  /  est  inférieure  à  e  +  tq  ; 
d'ailleurs  E  est  la  somme  de  l'infinité  dénombrable  des  e.  Si  donc 
le  domaine  où  /  est  définie  est  la  somme  d'une  infinité  dénom- 
brable d'ensembles  tels  que  E,  il  est  la  somme  d'une  infinité  dé- 
nombrable d'ensembles  e  et,  si  e  est  quelconque,  e  +  y^  est  aussi 
petit  que  l'on  veut;  cela  montre  l'identité  des  deux  énoncés  indi- 
qués. Je  vais  démontrer  le  second. 

Soit  /  la  limite  de  la  suite  convergente  de  fonctions  conti- 
nues/i^  fi,  ....  Divisons  l'intervalle  ( — oo,  H-oo)  en  une  infinité 
dénombrable  d'intervalles  à  l'aide  des  points  de  divisions 

...,     /?!_,,     m_i,     /no,     /ni,     /ni,     ..., 

distants  deux  à  deux  de  moins  de  -•  Le  domaine  où  fest  définie 
est  la  somme  de  l'infinité  dénombrable  des  ensembles 

E(/n/</</n,-K,), 

formés  des  points  en  lesquels  est  vérifiée  l'inégalité  écrite  entre 
parenthèses.  Dans  chacun  des  ensembles  E(/n,</<[ 'W1+2)  l'os- 
cillation de  /  est  inférieure  à  e,  il  suffira  donc  de  montrer  qu^un 
tel  ensemble  est  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles 
fermés  pour  avoir  prouvé  que  la  condition  énoncée  est  néces- 
saire. 

Or  E(m/</<m,-^2)  est  la  somme  des  ensembles  E„^p(n  elp 
entiers)  pour  lesquels  on  a,  quel  que  soit  (/?/?, 

Par  définition  même  Ef,^p  est  l'ensemble  des  points  communs  à 
la  fois  à  tous  les  ensembles  E(//2/H —  ~fq=f^^i^2 )>  pour  les- 
quels on  a  q^p',  lous  ces  ensembles  élant  fermes,  E„^pesl  fermé. 
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Pour  démontrer  que  la  condllîon  est  suffisante,  supposons 
qu'elle  soit  remplie  parla  fonction/.  Alors  le  domaine  où  /  est 
définie  est  la  somme  des  ensembles  fermés 

(S«)  B},    El,    E},     ..., 

sur  chacun  desquels  Foscillation  de  /  est  inférieure  à  i.  Ce  do- 
maine est  aussi  la  somme  des  ensembles  fermés 

Ci,    Cl,     ..., 

sur  chacun  desquels  Toscillalion  de/  est  inférieure  à  -• 

Remplaçons  Cp  par  les  ensembles  Cp^ç  formés  des  points  com- 
muns à  Cp  et  £^,  ensembles  qui  ont  Cp  pour  somme. 

En  opérant  ainsi  sur  chaque  Cp  et  en  rangeant  les  ensem- 
bles Cp^ç  dans  un  ordre  quelconque  nous  remplacerons  la  suiie 
des  Cp  par  la  suite  des  ensembles  fermés 

(S,)  Eî,    Eî,     Eî,     .... 

En  opérant  d'une  manière  analogue,  on  fait  correspondre  à 
chaque  entier  m  une  suite  d'ensembles  fermés 

(S,„)  Eî*,    E?,    E?,     ..., 

dont  la  somme  est  le  domaine  considéré,  sur  chacun  desquels /est 

continue  à  —  près  et  qui  sont  tous  contenus  dans  l'un  au  moins 

des  ensembles  de  la  suite  correspondante  m  —  i.  A  chaque  en- 
semble EÇ  est  attaché  une  constante  KÇ  qui  diffère  de  /de  moins 

de  —  sur  Ej. 

Pour  former  le  m'^"**  terme  /,«  d'une  suite  de  fonctions  conti- 
nues tendant  vers/,  je  divise  le  plan  des  xy  en  carrés  de  côté  — 

par  des  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Soit  A  le  sommet  d'un 
de  ces  carrés;  les  quatre  carrés  aj^ant  A  pour  sommet  forment  un 
carré  a.  SoitE^Me  premier  des  ensembles  de  (S^)  ayant  des  points 
contenus  dans  a,  c'esl-à-dirc  intérieurs  à  la  frontière  de  a  ou  sur 
cette  frontière.  Soit  Ef^  le  premier  des  ensembles  de  (S2)  qui  est 
contenu  dans  E^^  et  dont  certains  points  sont  contenus  dansa;  soit 
E?  le  premier  des  ensembles  de  (  S3)  qui  est  contenu  dans  Ef^  et 
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dont  certains  points  sont  dans  a.  En  continuant  on  arrive  à  la  dé- 
finition d'un  ensemble  Ej^;  en  A  je  prends  /to=  KJ^. 

fnt  sera  maintenant  complètement  déterminée  parla  condition 
d'être  linéaire  en  j:  et  en  ^  (c'est-à  dire  d'être  représentable  par 
une  expression  de  la  forme  P^xy  +  Bo:  +  Q*y  -t-  D,  où  A,  B,  C,  D 

sont  des  constantes)   dans  chacun   des   carrés   de   côté  —  con- 

*  m 

sidérés. 

Il  reste  à  vérifier  que  f„i  tend  vers  /. 

Soient  M  un  point,  E^^  le  premier  ensemble  de  (Sj)  contenant  M, 
E^^  le  premier  ensemble  de  (S^)  contenu  dans  E^,  et  contenant  M, 
EJ,  sera  le  premier  des  ensembles  de  (S3)  contenu  dans  EJ^  et  con- 
tenant M,  et  ainsi  de  suite.  Soit  q  un  entier  assez   grand  pour 

r 
que  M  soit  distant  de  plus  de  — ^  des  points  de  l'ensemble  fermé  C 

somme  des  ensembles  E],  E^,  . . .,  Ei^_,,  des  ensembles  EJ  con- 
tenus dans  Ei,  et  d'indice  inférieur  plus  petit  que  aj,  des  en- 
sembles Ej[  contenus  dans  E^,  et  d'indice  inférieur  plus  petit 
que  as,  etc.,  des  ensembles  Ej*  contenus  dans  EJ'J^  et  d'indice 
inférieur  plus  petit  quca^.  Étudions  main  tenant/^  (M)  pour/?^^ 
et/?>m. 

La  définition  de/^(M)  dépend,  comme  on  l'a  vu,  de  la  considé- 
ration de  certains  carrés  de  côté  ->  savoir  les  carrés  de  la  /?*«■»«  di- 

P         ^ 
vision  du  plan  en  carrés  qui  ont  au  moins  un  sommet  en  commun 

avec  un  carré  de  cette  division  contenant  M.  Tous  ces  carrés  sont 
intérieurs  au  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  -^-^  >  donc  extérieurs 

à  C,  par  suite  aux  sommets  du  ou  des  carrés  contenant  M.  fp  est 
égale  à  la  constante  K^  relative  à  un  ensemble  E{!  contenu 
dans  E;r  . 

Soit  P  un  point  de  Ef,  on  a 

I  Kf  -  Kil  I  <  I  K?-/( P)  I  +  I  KS«^-/(  I>)  I  <  J-  +  _L  <  1. 

Donc  aux  sommets  du  ou  des  carrés  contenant  M,  fp  diffère 
de  KJ*^  de  —  au  plus  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  en  M.  De  là 
nous  tirons 

|/(M)-/„(M)|S|/(M)-KÎ'J  +  |/„(M)-K2'J<^; 
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et,  puisque  m  est  quelconque,  il  est  bien  démontré  que  la  suite 
des fp  converge  vers/. 

Le  théorème  précédent  permet  dans  bien  des  cas,  on  le  conçoit, 
de  reconnaître  qu'une  fonction  donnée  est  de  classe  1  :  je  donnerai 
seulement  trois  exemples  de  son  emploi. 

Soit  /  une  fonction  n'ayant  qu'une  infinité  dénombrable  de 
points  de  discontinuité.  Soit  E  l'ensemble  fermé  dénombrable 
des  points  en  lesquels  l'oscillation  de  /est  au  moins  égale  à  e. 
E  est  la  somme  de  l'infinité  dénombrable  de  ses  points,  sur  chacun 
desquels/est  d'oscillation  nulle.  Soit  maintenant  un  point  du  com- 
plémentaire de  E;  il  est  intérieur  à  un  carré  dans  lequel  l'oscilla- 
tion de/ est  inférieure  à  e  et  le  complémentaire  de  E  est  la  somme 
d'une  infinité  dénombrable  de  tels  carrés.  Donc  les  conditions  du 
théorème  I  sont  remplies; /est  de  classe  1. 

Soit/une  fonction  semi-continue  supérieurement.  M.  Baire  dé- 
signe ainsi  une  fonction/ telle  que,  quel  que  soit  P,/(P)  soit  au 
moins  égal  à  la  plus  grande  des  limites  de  /(M),  quand  M  tend 
vers  P.  De  là  résulte  immédiatement  que  l'ensemble  E(a^/)  des 
points  où  /est  au  moins  égale  à  a  est  fermé  ;  car  si  P  est  un  point 
limite  de  cet  ensemble  la  plus  grande  des  limites  de /(M),  quand  M 
tend  vers  P,  est  au  moins  a,  donc/(P)  est  au  moins  égal  à  a. 

Ceci  posé,  je  divise  l'intervalle  ( —  oo,  -f-  oc)  en  une  infinité  dé- 
nombrable d'intervalles  partiels  de  longueur  au  plus  égale  à  e. 
Soit  (a,  b)  l'un  d'eux;  le  domaine  où/ est  définie  est  la  somme 
de  l'infinité  dénombrable  des  ensembles  tels  que  E(«^/<;i), 
formé  des  points  en  lesquels  est  vérifiée  l'inégalité  entre  paren- 
thèses. Sur  chacun  de  ces  ensembles,  Toscillalion  de /est  au  plus 
égale  à  e,  or  E(a^/<  b)  s'obtient  en  retranchant  de  l'ensemble 
fermé  E{a^f)  les  points  de  l'ensemble  fermé  E(6^/). 

l^(^=/<  ^)  est,  par  suite,  la  somme  de  l'infinité  dénombrable 
des  ensembles  fermés  tels  que  E,|,  formé  des  points  de  E(a=/), 

distants  de-  au  moins  des  points  de  E(6^/).  D'après  le  théo- 
rème I,  /est  de  la  classe  0  ou  1  (  *  ). 

Pour  appliquer  le  théorème  I  au  cas  précédent  il  a  fuUu  démon- 


(*)  Au  sujet  de  ces  fonctions  et  de  leur  représentation,  voir  Baire,  Thèse,  p.  5 
à  12  et  p.  6{,  et  ce  Bulletin,  t.  XWIII  et  XXXII. 
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trer  que  certains  ensembles  étaient  sommes  d*infinilés  dénombra* 
blés  d'ensembles  fermés  ;  c'est  toujours  à  celle  question  que  Ton 
peut  ramener  l'application  du  théorème  I.  Diaprés  la  démonstra- 
tion de  la  première  partie  de  ce  théorème,  en  effet,  si /est  de  la 
classe  1,  E(a  <  /  <  6)  est,  quels  que  soient  a  et  6,  somme  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés;  réciproquement,  si  cela 
a  lieu,  les  ensembles  l£j{mi<Cf  <i  /^ii+a)  de  la  démonstration  étant 
sommes  d'infinités  dénombrables  d'ensembles  fermés,  le  do- 
maine où  /  est  définie  est,  quel  que  soit  e  >  o,  la  somme  d'une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  sur  chacun  desquels  f 
est  d'oscillation  inférieure  à  e,  c'est-à-dire  que  /  est  de  classe  0 
ou  1. 

J'applique  la  méthode  qui  résulte  de  là  pour  démontrer  qu'une 
fonction /(:r,  y)  continue  en  ^  et  en  y  est  de  classe  0  ou  1  (*). 

Je  considère  l'ensemble  E(a<;y<;  b)  comme  la  somme  des 

ensembles  E(aH <,f  <b j  correspondant  aux  valeurs 

entières  de/?.  L'ensemble  E( a  H —  </<  b  —  —  ]  est  tel  que,  si  M 

est  un  de  ses  points,  il  existe  un  segment  (a,  ^)  contenant  M,  à 
son  intérieur,  parallèle  à  l'axe  des  x  et  dont  tous  les  points,  extré- 
mités non  .comprises,  font  partie  de  l'ensemble.  Considérons  Ten- 

semble  E,,,;,  des  points  M  de  E^aH--<^/<6  —  ij  qui  sont 

compris  dans  un  segment  (a,  ^)  tel  que  (a,  M)  et  (^,  M)  soient 

tous  deux  de  longueur  supérieure  à  -  {n  entier).  Soient  A  un  point 

limite  de  E„,^  et  M,,  Mo,  ...  des  points  de  E,,,^  tendant  vers  A. 
S'ils  sont  tous,  à  partir  d'un  certain  indice,  sur  la  parallèle  à  l'axe 
des  X  passant  par  A,  /  étant  continue  en  x,  A  fait  évidemment 
partie  de 

Sinon  les  inlervallcs  (a,,^,),  (aa,  jîj)  ...  correspondant  aux 
points  Mi,  Ma,  ...  rencontrent  tous,  à  partir  d'un  certain  rang/, 
la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  A  en  des  points  v,-,  y,.,.!,  . .. 


(')  J'ai  déjà  démontré  celte  proposiiion  d'une  autre  manière  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  de  1898. 
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qui  tendenl  vers  A.  Ces  points  y  font  partie  de 

E(«+i</<6-l), 
donc,  puisque /est  continue  en  ^,  A  fait  partie  de 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  Tenserable  fermé  (E,,,^ -f- E'„  ), 
^n,p  désignant  le  dérivé  de  E,,,^,  fait  partie  de  E(a  </<  b);  ce 
dernier  ensemble  est  la  somme  de  l'infinité  dénombrable  des 
ensembles  tels  que  (E„^^-h  E'„^),  le  théorème  est  démontré. 

11  n'y  a  pas  dans  ce  qui  précède  de  procédé  général  et  régulier 
pour  reconnaître  si  une  fonction  est  ou  non  de  classe  1  ;  un  tel 
procédé  est  d'ailleurs  impossible  à  donner  si  Ton  ne  suppose,  sur 
les  fonctions  que  l'on  considère,  rien  d'autre  que  ceci  :  elles  sont 
données.  Cependant,  comme  on  l'a  vu  par  les  exemples,  à  condi- 
tion d'employer  des  raisonnements  différents  suivant  les  cas,  le 
théorème  I  peut  être  utile  parce  qu'il  montre  l'identité  de  deux 
problèmes;  la  solution  de  l'un  de  ces  problèmes  s'aperçoit  parfois 
plus  aisément  que  celle  de  l'autre.  C'est  un  intérêt  du  môme  genre 
que  présente  la  proposition  suivante  : 

II.  Pour  qu'un  ensemble  donné  E  puisse  être  considéré 
comme  l'ensemble  des  points  de  discontinuité  d'une  fonction, 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  la  somme  d'une  infinité  dénom- 
brable d^ensembles  fermés. 

La  condition  est  nécessaire.  L'ensemble  des  points  de  disconti- 
nuité de  /  est  en  effet  la  somme  des  ensembles  fermés  E«,  E,,  étant 
formé  des  points  en  lesquels  l'oscillation  de  y  est  au  moins  égale 

à-. 
n 

La  condition  est  suffisante.  SoitE  somme  des  ensembles  fermés 

Ei,  E2,  ....Par  y  je  désigne  une  fonction  nulle  aux  points  ne 

faisant  pas  partie  de  E  et  qui,  aux  points  de  E,  est  définie  comme 

il  suit.  Soit  M  un  point  de  E/  ne  faisant  pas  partie  de 

El  -i-  Et  -t- ...  -H-  E|_| , 

si  M  est  intérieur  à  tout  un  domaine  faisant  partie  de  E/  on  prendra 
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en  M  /  égale  à  -  ou  o  suivant  que  toutes  les  coordonnées  de  M 
seront  rationnelles  ou  non;  si  M  n'est  pas  intérieur  à  un  tel 
domaine  on  prendra  /=  t-  On  vérifie  facilement  que/  est  con- 
tinue pour  tous  les  points  ne  faisant  pas  partie  de  E,  et  discon- 
tinue pour  tous  les  points  de  E,  Toscillation  de  /  en  un  point 

de  E,-,  n'appartenant  pas  à  E, -{- E^-f-. . .-+- E,..,,  étant  égale  à  t* 

Cette  proposition  va  nous  permettre  d'utiliser  un  résultat  de 
M.  Vollerra. 

On  sait  que  f  est  dite  ponctuellement  discontinue  dans  le 
domaine  A  si,  dans  tout  domaine  D  intérieur  à  A,  il  j  a  des  points 
de  continuité  de/.  Si  cela  est,  dans  tout  domaine  D  on  en  peut 
trouver  un  autre  D'  dans  lequel  /  est  d'oscillation  inférieure  à  e 
choisi  arbitrairement  positif;  cela  est  évident  puisqu'il  suffit  de 
prendre  D'  assez  petit  et  entourant  un  point  de  continuité.  La 
réciproque  est  vraie,  en  effet,  si,  dans  D,  on  peut  trouver  D|  où 
l'oscillation  de /est  inférieure  à  i ,  si,  dansD|,  on  peut  trouver  D2 
où  l'oscillation  de  /  est  inférieure  à  J,  si,  dans  D2,  on  peut 
trouver  D3  où  l'oscillation  de  /  est  inférieure  à  ^,  etc.;  à  l'inté- 
rieur de  tous  ces  domaines  on  peut  trouver  un  point  M  qui  est 
intérieur  à  D,  en  M  /  est  continue. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  une  infinité  dénom- 
brable/,  /j,  ...  de  fonctions  ponctuellement  discontinues  dans  A; 
alors  on  peut  reprendre  le  raisonnement  précédent  en  assujettis- 
sant Dp  à  être  intérieur  à  Dp_|  et  de  plus  tel  que,  dans  D^,  les 
oscillations  de  /j/a,  ...,  fp  soient  respectivement  inférieures 

à  — »      __    *  •••>  I.  Alors,   au  point  M,  intérieure  tous  les  Dp, 

toutes  les  fonctions  fp  sont  continues.  C'est  la  proposition  de 
M.  Volterra  (*). 

Concluons  de  là,  avec  M.  Volterra,  que  si  E  et  E,  sont  deux 
ensembles  partout  denses  dans  A,  c'est-à-dire  admettant  l'un  et 
Taiitre  A  pour  ensemble  dérivé,  et  n'aj'ant  aucun  point  commun, 
ils  ne  peuvent  être  l'un  et  l'autre  ensemble  de  points  de  disconti- 


(*)  En  réalité  M.  Volterra  {Giornale  de  Battaglini,  1881)  ne  s'occupait  que 
d'un  nombre  fini  de  fonctions;  c'est  M.  Baire,  en  utilisant  la  notion  d'ensemble 
de  première  catégorie,  qui  s'est  occupé  du  cas  général. 
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nulles  pourdeuK  fonctions  /et/j  ;  car  ces  deux  fonctions  seraient 
ponctuellement  discontinues  dans  A  et  n^y  auraient  cependant 
pas  de  point  de  continuité  en  commun.  Par  suite,  si  l'un  de  ces 
deux  ensembles  peut  être  obtenu  comme  ensemble  E(a  <C  ?  <  ^) 
pour  une  fonction  f  de  classe  1,  il  n'en  est  certainement  pas  de 
même  pour  l'autre. 

Considérons  par  exemple  une  fonction  f  et  supposons  qu'elle 
soit  supérieure  à  o  pour  les  valeurs  irrationnelles  de  la  variable  x 
et  pour  celles-là  seulement.  Alors  l'ensemble  E(o<;y<;  +  oo) 
est  partout  dense  ainsi  que  son  complémentaire;  celui-ci  est 
d*ailleurs  la  somme  de  l'infinité  dénombrable  des  ensembles 
fermés  définis  chacun  par  une  égalité  de  la  forme  x  =  constante 
rationnelle,  par  suite  E(o</<H-oo)  n'est  pas  la  somme  d'une 
inGnité  dénombrable  d'ensembles  fermés.  /  n'est  donc  ni  de 
classe  0  ni  de  classe  1. 

La  proposition  de  M.  Volterra  nous  permet  donc  d'utiliser  le 
théorème  I  pour  démontrer  que  certaines  fonctions  ne  sont  pas  de 
classe  1.  Celte  proposition  est  généralisable  de  plusieurs  ma- 
nières; en  utilisant  ces  généralisations,  on  reconnaîtra  qu'il  y  a  un 
rapport  étroit  entre  le  théorème  de  M.  Volterra  et  la  condition 
nécessaire  pour  qu'une  fonction  soit  de  classe  1  qu'a  fait  connaître 
M.  Baire. 

Soit/une  fonction  de  classe  1.  Reprenons  les  nombres  m/qui 
ont  servi  pour  la  démonstration  de  la  première  partie  de  I.  Le  do- 
maine A  où  /  est  définie  est  la  somme  de  l'infinité  dénombrable 
des  ensembles  E(m/</<; /w/^j);  d'ailleurs,  on  peut  définir  les 
fonctions  œ/  de  manière  que  l'ensemble  des  points  de  discon- 
tinuité de  cp/  soit  E(m/<;/<;  m/^a).  Toutes  ces  fonctions  ne 
peuvent  être  ponctuellement  discontinues  dans  D,  intérieur  à  A, 
sans  quoi  elles  auraient  un  point  de  continuité  en  commun,  point 
qui  n'appartiendrait  à  aucun  des  E(/w/<;y<[  '^114.2  )•  Cela  revient 
à  dire  qu'il  existe  un  certain  domaine  D',  intérieur  à  D,  et  faisant 
tout  entier  partie  de  Tun  des  E(m/</<  771/^2);  en  d'autres 
termes,  dans  D',  /  est  d'oscillation  inférieure  à  e.  Puisque  e  est 
quelconque,  on  conclut  de  là  que  /est  ponctuellement  discontinue 
dans  A. 

Pour  aller  plus  loin,  remarquons  : 

i**  Que  la  partie  commune  à  un  ensemble  parfait  C  et  à  un  en- 
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semble  £,  somme  d'ensembles  fermés  E|,  E^,  ...,  est  la  somme  des 
ensembles  fermés  parties  communes  à  C  d'une  part  et  à  E| ,  E2,  . . . 
d'autre  part; 

2**  Que  le  raisonnement  du  théorème  II  légèrement  modifié 
prouve  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  en- 
semble E,  formé  de  points  d'un  ensemble  parfaite,  soit  l'ensemble 
des  points  de  discontinuité  d'une  fonction  /définie  seulement 
sur  C  est  qu'il  soit  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'en- 
sembles fermés; 

3"  Que  le  théorème  de  M.  Volterra  peut  être  démontré  pour 
les  fonctions  définies  sur  un  ensemble  parfait  C  et  ponctuellement 
discontinues  sur  C,  c'est-à-dire  avant  des  points  de  continuité  dans 
tout  domaine  contenant^  à  son  intérieur,  des  points  de  C. 

Dès  lors,  on  peut,  dans  le  raisonnement  précédent,  remplacer 
le  domaine  A  par  un  ensemble  parfait  C  contenu  dans  A  et  le?  en- 
sembles E(m/</<;  /w/4.2)  pa»'  leurs  parties  communes  avec  C, 
On  voit  ainsi  qu^une  fonction  de  classe  1  est  ponctuellement 
discontinue  sur  tout  ensemble  par/ait.  C'est  la  condition  néces- 
saire donnée  par  M.  Baire. 

La  méthode,  tr.ès  détournée,  qui  nous  y  a  conduits  montre 
que,  théoriquement  du  moins,  la  remarque  de  M.  Volterra,  jointe 
au  théorème  I,  permet,  tout  aussi  bien  que  l'énoncé  de  M.  Bairc, 
de  reconnaître  qu'une  fonction  donnée  est  de  classe  1.  Mais  cet 
énoncé  est  pratiquement  plus  simple  à  employer  dans  la  plupart 
des  cas  à  cause  de  l'habitude  que  nous  avons  d'étudier  la  conti- 
nuité ou  la  discontinuité  d'une  fonction  en  un  point. 

On  sait  que  la  condition  nécessaire  de  M.  Baire  est  aussi  suffi- 
sante en  sorte  que  : 

III.  Pour  qu'une  fonction  soit  de  classe  0  ou  l,  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  soit  ponctuellement  discontinue  sur  tout  en- 
semble parfait. 

C'est  ce  que  je  vais  démontrer. 

Il  a  été  démontré  que  la  condition  est  nécessaire,  je  vais  dé- 
montrer qu'elle  est  suffisante,  c'est-à-dire  que,  si  /  n'est  pas  de 
classe  0  ou  1,  il  existe  un  ensemble  parfait  sur  lequel  /est  totale- 
ment discontinue. 

Puisque  /  n'est  pas  de  classe  I,  on  peut  trouver  une  valeur  po- 
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silive  e  telle  qaele  domaine  A  où /est  définie  ne  soit  pas  la  somme 
d^une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  sur  chacun  des- 
quels y  est  d'oscillation  inférieure  à  e. 

On  peut  alors  distinguer  entre  les  points  de  A.  Les  uns,  les 
points  a^  ne  peuvent  être  intérieurs  à  un  domaine  D,  si  petit 
qu'il  soit,  sans  que  D  jouisse  de  la  même  propriété  que  A;  les 
autres,  les  points  6,  sont  intérieurs  à  des  domaines  S  assez  petits 
pour  être  sommes  d'infinités  dénombrables  d'ensembles  fermés  sur 
lesquels /est  d'oscillation  inférieure  à  e. 

Si  M  est  un  point  b^  tous  les  potnts  du  8  correspondant  sont 
aussi  des  points  b\  par  suite,  l'ensemble  A  des  points  a,  s'il  en 
existe,  est  fermé.  Montrons  que  A  existe. 

Si  A  ne  contenait  aucun  point  a,  tous  ces  points  étante  seraient 
intérieurs  à  des  S;  d'après  un  théorème  de  M.  Borel,  on  doit  con- 
clure de  là  que  d  serait  la  somme  d'un  nombre  fini  de  S  et,  par 
suite,  la  somme  de  l'ensemble  dénombrable  des  ensembles  fermés^ 
en  lesquels  se  décomposaient  ces  8,  et  pour  chacun  desquels/ est 
d'oscillation  inférieure  à  e;  cela  est  contraire  à  Thypothèse. 

Montrons  même  qu'il  y  a  plus  d'un  point  a.  S'il  n'y  avait  qu'un 
tel  point,  le  point  M,  on  déduirait  du  théorème  de  M.  Borel  que  A, 
moins  M,  serait  la  somme  d*une  infinité  dénombrable  de  8,  donc 
aussi  comme  précédemment  d'ensembles  fermés  où /est  d'oscilla- 
tion inférieure  à  e.  Mais  M  est  lui-même  un  ensemble  fermé  d'os- 
cillation inférieure  à  e  pour  /,  donc  M  ne  serait  pas  un  point  a, 
mais  un  point  b  et  Ton  pourrait  prendre  A  pour  8  correspondant. 
Concluons  de  là  que  l'ensemble  A,  qui  existe  certainement,  ne 
contient  aucun  point  isolé,  car,  si  M  était  un  tel  point,  à  condition 
de  prendre  autour  de  M  un  domaine  D  assez  petit,  M  serait  le 
seul  point  a  de  D. 

Donc,  V ensemble  A  est  parfait. 

Je  dis  que,  sur  A,  l'oscillation  de  /est,  en  tout  point,  au  moins 
égale  à  e.  Supposons,  en  efiet,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  pour  le 
point  M  de  A.  En  prenant  le  domaine  D,  contenant  M,  assez  petit, 
/  sera  d'oscillation  inférieure  à  e  sur  l'ensemble  parfait  a,  partie 
commune  à  D  et  A. 

L'ensemble  des  points  de  D  ne  faisant  pas  partie  de  a  est  la 
somme  d'une  infinité  dénombrable  de  domaines,  par  exemple  des 
carres  dont  les  sommets  ont  des  coordonnées  rationnelles  et  qui 
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ne  conliennent  pas  de  points  de  a.  Chacua  de  ces  carrés  est  la 
somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  sur  les- 
quels f  est  d'oscillation  inférieure  à  e,  donc  il  en  est  de  même  de 
leur  somme.  Et,  si  l'on  ajoute  a  à  ces  ensembles,  on  voit  que  D 
est  aussi  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés 
d'oscillation  inférieure  à  e  pour  y.  Ceci  est  impossible  puisque  D 
contient  des  points  a,  par  suite /e^^  discontinue  sur  A  en  tout 
point  de  ^ ensemble  parfait  A. 

La  démonstration  qui  précède  (*)  montre  que  le  théorème  I 
peut  être  utilement  employé  pour  l'étude  des  fonctions  déclasse  1. 
Voici  deux  théorèmes  auxquels  il  conduit  facilement  : 

IV.  Une  série  uniformément  convergente  de  fonctions  de 
classe  Q  ou  \  a  pour  somme  une  fonction  de  classe  (S  oui. 

En  effet,  supposons  que  la  somme  fn  des  n  premiers  termes 
diffère  de  sa  limite  /  de  moins  de  s;  le  domaine  où /est  définie 
est  la  somme  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  fermés  sur 
chacun  desquels  /«  est  d'oscillation  inférieure  à  e,  puisque /«  est 
de  classe  0  ou  1.  Or,  sur  un  tel  ensemble  fermé,/  est  d'oscilla- 
tion 3  e  au  plus;  donc /est  de  classe  0  ou  1  (^). 

Ce  théorème,  qu'il  est  aisé  de  prouver  directement,  aurait  pu 
nous  servir  à  simplifier  la  démonstration  de  I. 

V.  Pour  qu^une  fonction  soit  de  classe  1  dans  un  domaine, 
il  faut  et  il  suffit  qu^elle  soit  de  classe  0  ow  1  sur  toutes  les 
courbes  du  domaine  et  effectivement  de  classe  1  sur  Vune  des 
courbes. 

On  sait  que,  dans  le  cas  de  deux  variables  x^y^  par  exemple? 
une  courbe  est  définie  par  les  équations 

(G)  ^=/(0,      y  =  g{t\ 

on  f  et  g  sont  définies  et  continues  dans  un  intervalle  fini.  Une 

(')  Cette  démonstralion  ne  diffère  que  par  la  forme  de  celle  que  j'ai  donnée 
dans  la  Note  du  Livre  de  M.  Borcl  ;  comme  clic,  elle  n'utilise  pas  la  notion  de 
nombre  transfini.  Dans  la  Note  du  Livre  de  M.  Borel,  la  preuve  que  la  con- 
dition énoncée  est  nécessaire  est  exposée  d'une  manière  beaucoup  plus  directe 
et  rapide. 

(')  On  voit  que  le  raisonnement  suppose  seulement  la  convergence  uniforme 
simple  de  la  série  considérée. 
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courbe  pent  remplir  on  domaine  et  il  existe  une  infinité  de  courbes 
remplissant  chacune  tout  le  domaine  donné  A  quel  qu'il  soit. 

Si  ^(x^y)  est  une  fonction  donnée,  par  convention,  je  dis 
qu'elle  est  de  classe  1  ou  0  sur  la  courbe  définie  plus  haut  si 
la  fonction  composée  de  ^  ^[/{i)j  g{i)'\  =  ^{^)  est  de  classe  0 
ou  1. 

Je  suppose  que  la  courbe  C  soit  contenue  dans  le  domaine  A 
où  ^  est  définie.  Alors,  à  tout  point  a  de  S  correspond,  par  les 
formules  de  définition  de  C,  un  point  A  de  A,  à  un  point  A  de  C 
correspond  un  point  au  moins  a  de  8.  A  un  ensemble  e  de  points 
de  S,  nous  faisons  ainsi  correspondre  un  ensemble  £  de  points 
de  A  et  à  un  ensemble  E  de  points  de  C  nous  faisons  correspondre 
l'ensemble  e^  de  tous  les  points  de  S  correspondant  à  ceux  de  E. 
Je  dis  que,  si  e  (ou  E)  sont  fermés,  E  (ou  e«)  le  sont  aussi. 

Supposons  e  fermé  et  soit  DIL  un  point  limite  de  E.  Soient  M|, 
M2,  . . .  des  points  de  E  tendant  vers  DXL  et  soit  m/  l'un  des  points 
correspondant  à  M/.  Les  /?}/  ont  au  moins  un  point  limite  m 
dont  le  correspondant  M.  est,  puisque  /  ei  g  sont  continues,  le 
point  limite  de  Mi,  Ma,  ....  Les  points  M  et  OÏL  coïncident  donc, 
et,  puisque  m  fait  partie  de  e,  D\t  fait  partie  de  E. 

Supposons  E  fermé  et  soit  m  un  point  limite  des  points //2|, 
/W2,  •..  de  e|.  A  ces  points  correspondent  M  et  M^,  M2,  •..; 
d'ailleurs,  M  est  évidemment  point  limite  de  M^,  Mj,  ...,  donc 
fait  partie  de  E,  m  fait  partie  de  e. 

Si  ^{Xy^)  est  de  classe  0,  il  en  est  de  même  de  <p(/).  Car 
si  ®(/n)  n'était  pas  la  limite  de  îp(/W|),  mi  tendant  vers  m, 
^(M)  =  cp(m)  ne  serait  pas  la  limite  de  4>(M/)  =  ©(m/),  bien 
que  Mf  tende  vers  M  ;  cela  est  impossible.  Supposons  maintenant 
que  ^  soit  telle  que  <p  soit  continne  sur  toute  courbe  G  et  choisis- 
sons pour  C  une  courbe  remplissant  tout  le  domaine.  Si  ^  n'était 
pas  continue,  on  pourrait  trouver  une  suite  de  points  M|  tendant 
vers  un  point  limite  M  et  de  manière  que  ^(M/)  ait  une  limite 
déterminée  différente  de  *(lM).  Soient  E  l'ensemble  fermé  formé 
des  M|  et  de  M,  et  l'ensemble  correspondant,  m  un  de  ses  points 
limites;  m  correspond  à  M.  et  étant  fermé  et  cp  continue,  cp  est 
continne  sur  e^  en  m;  or  cela  est  impossible  puisque  <p(m)  =  *(M) 
et  que  cp(mi)  =  4>(M/)  a  une  limite  déterminée  diflérenle  de  ç(/w). 
Il  y  a  là  une  contradiction  qui  montre  que,  pour  qu'une  fonction 
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soit  continue  dans  un  domaine,  il  faut  et  il  suffit  qu^elle  soit  con- 
tinue sur  toute  courbe  de  ce  domaine. 

Si  ^(x^y)  est  de  classe  1,  A  est  la  somme  d*une  infinité  dé- 
nombrable  d'ensembles  fermés  E,  sur  chacun  desquels  ^  est  d'os- 
cillation inférieure  à  e.  A  E  correspondant  l'ensemble  fermé  e^y 
o  a  sur  e«  même  oscillation  que  O  sur  E  et  3  est  la  somme  des  e^  ; 
donc  CD  est  de  classe  0  ou  1. 

SI,  quelle  que  soit  C,  o  est  de  classe  0  ou  1,  prenons  pour  C 
une  courbe  remplissant  A  et  supposons  que,  sur  C,  o  soit  de 
classe  1  (le  cas  où  o  serait  de  classe  0  a  été  étudié).  Alors  S  est  la 
somme  d'ensembles  fermés  e  en  nombre  fini  ou  dénombrable  et 
sur  chacun  desquels  ^  est  d'oscillation  inférieure  à  e,  A  est  alors 
la  somme  des  ensembles  fermés  E  correspondant  aux  6,  donc  ^  est 
de  classe  0  ou  1  et  l'on  sait  déjà  que  ^  ne  peut  être  de  classe  0. 

Cela  démontre  le  théorème  V;  c'est  ce  théorème  qui  m'a  per- 
mis, dans  une  Note  des  Comptes  rendus  de  mars  1899,  d'étendre 
au  cas  général  le  théorème  III  démontré  tout  d'abord  par  M.  Baire 
pour  les  fonctions  d*une  variable  seulement. 


RÉSOLUTION  D'UN  PROBLÈME  AUX  LIMITES  POUR  LES  ÉQUATIONS 
LINÉAIRES  DU  TYPE  HYPERBOLIQUE; 

Par  M.    Hadamard. 

1.  Soit  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles,  à  deux  va- 
riables indépendantes 

,  .  d^z  dz        ,dz 

ôxOjr  dx  dy 

dont  nous  voulons  déterminer  une  solution  par  des  données  aux 
limites  relatives  à  une  certaine  ligne  L. 

Celle-ci  peut  se  comporter,  par  rapport  aux  caractéristiques, 
de  trois  façons  difi'érentes  : 

I.  Chacune  des  coordonnées  x  el  y  varie,  sur  L,  toujours 
dans  le  même  sens  :  autrement  dit,  L  n'admet  aucune  tangente 
(sinon  tangente  d'inflexion)  parallèle  aux  axes,  et,  si  elle  présente 
un  point  anguleux  A,  les  deux  arcs  AB,  AC  issus  de  ce  point  sont 
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si  lues  dans  deux  angles  opposés  par  le  sommel  formés  par  les 
caractérisliques  qui  passent  en  A. 

Dans  ce  cas,  les  données  propres  à  déterminer  la  solution  sont 
celles  de  Cauchy,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées 
premières;  et  la  méthode  par  laquelle  on  calcule  eflectivement  la 
solution  ainsi  déterminée  est  celle  de  Riemann. 

II.  La  ligne  L  présente  un, point  anguleux  A  (ou  un  point  pour 
lequel  la  tangente  est  parallèle  à  l'un  des  axes)  tel  que,  des  quatre 
angles  formés  par  les  caractéristiques  qui  passent  en  A,  ceux  qui' 
contiennent  les  arcs  AB,  AC  de  L  sont  adjacents. 

Dans  ce  cas,  on  devra  (*)  choibir,  a  priori,  les  données  de 
Cauchy  sur  Tun  des  arcs,  AB  par  exemple,  et  la  valeur  de  z  seul 
sur  Taulre  arc. 

Le  problème  ainsi  posé  se  ramène  d'ailleurs  (moyennant  ce 
qa*on  sait  sur  le  cas  I)  à  un  autre,  pour  lequel  M.  Picard  (^)  a 
démontré  l'existence  de  la  solution,  celui  dans  lequel  on  se  donne 
les  valeurs  sur  deux  lignes,  l'une  caractéristique,  l'autre  quel- 
conque, se  coupant  à  angle  aigu. 

Pour  résoudre  l'un  ou  l'autre  de  ces  problèmes  et  calculer  la 
valeur  de  z  en  un  point  quelconque  O,  ainsi  que  nous  l'avons  fait 
dans  un  précédent  article  (^),  il  ne  suffit  plus  de  considérer  la 
fonction  u  de  Riemann.  Celle  qu'il  convient  d'introduire,  et  que 
nous  avons  appelée  U  dans  l'article  en  question,  coïncide  avec  u 
dans  une  partie  du  plan,  mais  en  est  distincte  dans  une  autre, 
séparée  de  la  première  par  une  certaine  caractéristique  (*)  dépen- 
dant du  point  O  et  suivant  laquelle  la  discontinuité  qui  existe 
entre  ces  deux  fonctions   est  proportionnelle  à  l'exponentielle 

Çbdx 

er       ,  soit 

I     bdx 

(2)  U(0,M)  =  M  — Mpe*^»*       , 

P  étant  le  point  où  la  caractéristique  en  question  coupe  l'arc  AC 


(*)  Voir  un  Mémoire  précédent  :   Sur  ^intégrale  résiduelle  (ce  Bulletin, 
t.  XXVni,  1900,  p.  89  et  suiv.). 
(»)  In  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  IV,  Note  1. 
(')  Sur  un  problème  mixte  aux  dérivées  partielles  (ce  Bulletin,  t.  XXI,  igoS). 
(*)  PR,  iîgure  I  de  Particle  qui  vient  d'èlre  cité. 
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(et  qui  n'est  d'ailleurs  autre  que  celui  où  cet  arc  est  coupé  par  la 
caractéristique  de  l'autre  système  issue  du  point  O). 

U  est  défini  par  cette  condition  et  celle  de  s'annuler  sur  AP. 

m.  Enfin,  lorsque  les  deux  arcs  AB,  AG  sont  situés  dans  un 
seul  et  même  angle  formé  par  les  caractéristiques  issues  de  A, 
M.  Goursat  a  montré  (*)  que  la  fonction  z  est  déterminée  lorsqu'on 
donne  des  valeurs  (sans  aucune  dérivée)  sur  AB  et  sur  AG. 

Quoique  la  question  n'offre  plus  le  même  intérêt  que  pour  les 
problèmes  I  et  II,  en  raison  de  la  signification  physique  de  ceux-ci, 
on  est  conduit  à  chercher,  pour  le  problème  ainsi  posé,  une  solu- 
tion effective,  par  le  moyen  d'intégrales  définies,  analogue  à  celles 
qui  sont  acquises  pour  les  précédents. 

2.  Si  le  problème  III  n'a  pas  une  origine  physique,  nous  allons 
voir  qu'il  dérive  néanmoins,  comme  cas  limite,  d'une  catégorie  de 
questions  qui,  au  contraire,  sont  introduites  naturellement  par 
les  applications. 

Nous  avons  d'ailleurs  fait  allusion  à  celle-ci  incidemment  (^), 
dans  l'article  cité  :  c'est  celle  à  laquelle  appartient  le  problème  de 
la  propagation  de  l'électricité  dans  un  câble  limité  dans  les  deux 
sens. 

Il  s'agit  encore,  dans  ce  cas,  de  déterminer  une  solution  d'une 
équation  de  la  forme  (i).  La  ligne  L  présente,  cette  fois,  la  dispo- 
sition représentée  par  la  figure  i .  Elle  se  compose  de  deux  arcs 
^B,  yG  le  long  desquels  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
garde  un  signe  invariable,  le  même  pour  les  deux  (nous  suppo- 
serons que  ce  signe  est  -4-),  reliés  par  un  troisième  arc  Py  constam- 
ment incliné  en  sens  contraire  (par  conséquent  avec  3^  <o)  qui 

les  laisse  tous  deux  d'un  même  côté.  Autrement  dit,  elle  offre  deux 
points  anguleux  de  l'espèce  II. 

Les  données  sont  celles  de  Cauchy  sur  Py»  les  valeurs  de  z  sur 
{3B  et  y  G.  La  fonction  cherchée  s'obtient  par  une  combinaison 
des  méthodes  qui  conviennent  aux  cas  I  et  IL  Menons,  en  effet. 


(  '  )  Comptes  rendus,  8  juin  1903  ;  Annales  Fac.  de  ToulousCy  2'  série,  Tome  VI, 
p.  117-144. 
(-)  Sur  un  problème  mixte  aux  dérhees  partielles,  n"  6,  noie. 
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par  p  et  Y  les  caractéristiques  p^i  et  yy,  (dont  le  point  d^intersec- 
tion  sera  désigné  par  i)  jusqu'à  rencontre  en  ^i,  y^  avec  yC,  pB 
respectivement  (Jlg-  i);  puis,  par  p,   et  yi?  'es  caractéristiques 

Fig.  1. 


Pi  ^2?  YiY-i  q"^  coupent  pB,  yC  en  ga,  Vj,  et  ainsi  de  suite.  Nous 
divisons  ainsi  l'aire  S  comprise  entre  nos  trois  arcs  de  courbe  en 
une  série  de  régions,  les  unes  médianes,  I,  11,  ...  {Jig»  0>  ^"^ 
sont  des  rectangles  (sauf  la  première),  les  autres  latérales,  1,2,  ...; 
1^  2',  ...,  qui  sont  des  triangles  mixtilignes  limités  chacun  par 
deux  segments  de  caractéristiques  et  un  arc  de  ligne  pB  ou  yC. 

Dans  la  région  I  (triangle  mixtiligne  P^y),  on  est  dans  le  cas  l 
et  ^  se  détermine  par  la  méthode  de  Riemann;  moyennant  quoi, 
on  le  calcule  dans  les  régions  i,  1'  par  la  résolution  du  pro- 
blème II(*);  dans  la  région  II,  de  nouveau  par  la  méthode  de  Rie- 
mann (*);  dans  les  régions  2,  2'  par  la  résolution  du  problème  II; 
et  ainsi  de  suite. 

Les  caractéristiques  qui  séparent  les  unes  des  autres  nos  diffé- 
rentes régions  correspondent,  physiquement,  aux  ondes  et  à  leurs 
réflexions  successives  aux  limites  (limites  représentées  par  les 
ligues  pB,  yC). 

(*)  Pour  abréger  le  discours,  nous  ne  distinguons  pas  entre  le  problème  II  et 
le  problème  équivalent  de  M.  Picard,  auquel  nous  avons  fait  allusion  tout  à 
l'heure;  ni,  de  mèuie,  entre  le  problème  de  Cauchy  et  la  détermination  de  l'in- 
connue par  SCS  valeurs  sur  deux  caractéristiques  (  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie 
des  sur/aces,  t.  Il,  n"  359),  tous  deux  justiciables  de  la  méthode  de  Riemann.  De 
même  encore,  dans  le  problème  actuel  (problème  III)»  l'arc  jàv  peut  se  réduire  à 
un  segment  de  caractéristique  sur  lequel  z  seul  sera  donné. 

XXXI I.  16 
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•3.  Noiis  présenleiK)ns  ce  calcul  sous  une  forme  (IJflrércnte,  en 
partant,  non  des  eiLtréinités  ^  et  y,  tnaii  du  point  quelconque  O 
où  nous  nous  proposons  de  calculer  z. 

Par  ce  point  menons  les  deux  caractéristiques  OP,  OQ.  En 
supposant  (comme  il  est  représenté  sur  les  figures  i  et  2)  : 


Fi  g.  2. 


0^ 

4', 

f 

— - 

p 

Ôj^^ 

? 

r 

^a 

"Pi 

^^3 

' 

r 

7: 

1 

I**  Que  -^  est,  comme  nous  l'avons  déjà  admis,  toujours  posi- 
tif sur  pB  ou  sur  y(]; 

î>/'  Que  X  ely  vont  tous  deux  en  croissant  de  ^  en  B  et  aussi  de 
7  en  C  ; 

3"  Que  le  point  ,3  a  une  abscisse  plus  petite  et  une  ordonnée 
plus  grande  que  le  point  y,  ces  deux  caractéristiques  devront  être 
menées,  l'une  OP  parallèlement  à  Taxe  des  x  et  dans  le  sens  des  x 
décroissants,  l'autre  OQ  parallèlement  à  Taxe  désuet  dans  le  sens 
des  y  décroissants  :  la  première  jusqu'en  son  point  d'intersection  P 
avec  ^B,  la  seconde  jusqu'en  son  point  d'intersection  Q  avec  yC, 

De  même,  par  le  point  P  menons  la  caractéristique  PP«  paral- 
lèle à  OQ  jusqu'à  sa  rencontre  en  P^  avec  yC,  et  la  caractéris- 
tique QQi  parallèle  à  OP,  jusqu'à  sa  rencontre  en  Qi  avec  ^B,  le 
point  d'intersection  de  PP|,  QQi  étant  désigné  par  0|.  Par  les 
points  P|,  Qi,  nous  mènerons  les  caractéristiques  P|  Pj,  Q1Q2, 
qui  se  coupent  en  O2  et  rencontrent  en  P^,  Q2  les  arcs  j3B,yC,  etc. 

Nous  considérerons  alors  : 

i"  La  fonction  u  de  Riemann  relative  au  point  O  (solution  de 
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Toqualiou  donnée  par  rapport  au  point  O  cl  de  Téqnalion  adjointe, 
par  rapport  à  uo  second  point  M); 

2^  La  fonction  i4|,  également  solution  de  Téquation  adjointe 

qui  est  nulle  sur  ^P  et  é^le,  sur  PPi,  à  u  —  WpC*  •* 

Celte  double  condition  définît  Ui   dans  Fespace  compris  entre 

Tare  JiP,  la  droite  PPi   et  la   parallèle  ^P'  à  PP|    menée  par  le 

point  p. 

3"  La  fonction  i^i,  solution  de  réqualion  adjointe,  qui  est  nulle 

sur  vQ  et  égale  à  u  —  UqC^^         sur  QQi . 

Cette  double  condition  la  définit  dans  Tespace  compris  entre 
YQ,  QQi  et  la  parallèle  W  à  QQi  menée  par  v. 

4'^  La  fonction  (Vi  =  «i  -+-  Vi  —  //. 

Puis,  de  même,  les  fonctions  u^,  V2  ^Y^^  se  déduisent  de  \\\  à 
Taîde  des  droites  P1P2»  Q1Q29  comme  ii|,  v^  se  déduisent  de  a  à 
l'aide  des  droites  PP,,  QQ,  (ce  qui  définit  u^  dans  Taire  comprise 
entre  y'v,  vP,  et  P|  P2,  ^2  dans  l'aire  comprise  entre  ^'^y  ^Qi  et 
QiQa)»  ^^  '^  fonction  «'3=  «2+  t^a —  <^'i- 

Les  fonctions  W3,  ^3  se  déduiront  de  u^  comme  Wj;  «'2  de  a,  (à 
l'aide  des  caractéristiques  P2P3,  Q2Q3)  et  Ton  aura 

wj=  W3-»- ^'3— «^4, 
et  ainsi  de  suite.    < 

Enfin  notre  fonction  U  sera  égale  à  u  dans  le  rectangle  OPOiQ, 
à  i/|  dans  le  triangle  mixtiligne  POiQi,  à(^i  dans  le  triangle  QO|P|, 
à  ir«  dans  le  rectangle  OiPiOaQi,  à  u^  dans  le  triangle  P1O2Q2Î 
à  Ta  dans  le  triangle  Q1O2P2J  etc. 

On  voit  que  U  s'annule  sur  les  deux  lignes  pB,  yC  et  que, 
d'autre   part,    il   est   discontinu  sur  chacune  des   lignes   P/P/^.!, 

Q<Q'+«>  '^  discontinuité  étant  proportionnelle  à  ^        pour  celles 

qui  sont  parallèles  à  Taxe  des  x^  et  à  e*^  pour  celles  qui  sont 
parallèles  à  l'axe  des  y,  La  valeur  de  cette  discontinuité  ne  subit 
d'ailleurs  aucune  variation  brusque  lorsque  la  ligne  correspondante 
est  traversée  (en  un  point  0|^_i)  par  une  autre  de  système  opposé. 
On  voit  aussi  que  les  fonctions  //a/^i,  i'2/  s'annulent  sur  ^13,  les 
fonctions  Wj/j  <'2/+i  suryC. 
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4.   Posons 

(3)  Wi-«'/-,  =  (-iy-»-i(p„ 

la  fonction  iio»  qiii  intervient  dans  la  déGnition  de  0|,  étant  prise 
égale  a  u. 

Si,  dans  la  relation  que  nous  venons  décrire,  nous  remplaçons 
<V|_,  par  sa  valeur,  elle  devient 

et,  comme  m  et  p/_,  sont  tous  deux  nuls  sur  un  même  arc  de  ^B 
ou  de  yC  (suivant  la  parité  de  /),  on  a,  sur  cet  arc, 

(4)  ?/=?<-i, 

pendant  que,  sur  la  caractéristique  P|_i  P/,  'fi  est  proportionnel  à 

ÇbdjL  Cad) 

e*^       ou  à  (?*^      y  le  facteur  de  proportionnalité  étant  tel  que  la 
relation  (4)  soit  vérifiée  au  point  P/_|. 
De  même,  en  posant 

on  aura,  sur  un  arc  de  ^B  ou  de  yC, 

pendant  que,  sur  Q/.i  Qi,  i^i  sera  égal  à  une  exponentielle  de  la 
forme  précédemment  indiquée  ayant  la  valeur  iji_^  au  point  Qi-i« 

Ces  conditions  définissent  les  fonctions  f/  indépendamment 
des  A/,  et  inversement. 

Comme  on  a,  d'autre  part,  en  vertu  de  la  définition  de  (vv, 

(—  I)'-^»  Çi  =  Ui—  W/-,  =  Wi  —  P/, 

la  différence  cv/ — tr/_,  est  égale  à  ( — i)''*'*(?i-h  ^<)î  ^^  ^^""^^ 
qu'on  a 

/    (V/  =  M  H-  Çi  — •  9j  H- .  .  .  ±  y/ 

l  -^'^x  —  ^x-^'-'^^h 

Çi  =  w  -h  cpi  —  <p|  -+-...  di  ©1-1 


(5) 
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en  un  mot 

(6)  U(M,  0)  =  U  =a-hO|— ©j-t-...±«pi-4-4'i  — <^j-f-...ifc^A, 

où  I  et  k  (qui  diffèrent  entre  eux  au  plus  d*une  unité)  sont  respec- 
tivement les  nombres  de  ligues  P>i_,  P^  et  Qa_i  Qa  qu'il  faut  traver- 
ser pour  aller  de  O  en  M. 
On  peut  encore  écrire 

(7)  U  =  w-4-*-f-^^, 
où 

4>  =  ^i-+-(pj-4-...±  Çi, 


(8) 

^  (  V  =  tj;,  +  4;,-|-...±4.A. 

5.  La  fonction  U  ainsi  définie  est  celle  qui  donne  la  solu- 
tion du  problème  précédemment  posé.  Il  suffit  d'appliquer  à 
celle  fonction  et  à  la  fonction  z  la  formule  fondamentale  dans 
l'aire  OPfSyQO. 

L'arc  ^Y  coupe  toujours  deux  (exactement)  des  lignes  P/P14.1, 
Q/Qi-i-f  :  soient  I  son  point  dMntersection  avec  un  arc  P/P/^.,, 
K.  son  point  d'Intersection  avec  un  arc  QaQa+i  (A*  étant  égal  à 
I  —  I,  à  t'ou  à  £  +  1);  on  aura 


A=o  /r=o 

où  s  désigne,  comme  dans  l'article  :  Sur  un  problème  mixte  aux 
dérivées  partielles^  Tare  de  contour  et  v  la  conormale  à  ce  con- 
tour, définie  comme  dans  Tarlicle  en  question  (*}. 

5  bis.  En  substituant  à  l'arc  Py,  comme  limite  de  Taire  d'inlé- 


('}  Cette  formule  est  relative  à  la  disposition  de  figure  admise  dans  le  texte, 
c'eslrà-dire  suppose  que  OP  est  parallèle  à  l'axe  des  x  et  OQ  à  l'axe  des  y.  Dans 
le  cas  contraire,  il  faudrait  changer  les  signes  des  termes  intégraux. 
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gration,  deux  caraclérisliques  menées  (dans  le  sens  des  x  et  des  j^' 
croissants,  celle  fois)  par  un  second  point  O',  on  reconnaîtra, 
absolument  comme  nous  l^âvons  fait  pour  le  problème  II,  dans 
l'article  cité  ('),  que  noire  fonction  U  ne  change  pas  quand  on 
permute  les  deux  points  dont  elle  dépend,  en  même  temps  que 
l'équation  donnée  avec  son  adjointe. 

U,  considéré  comme  fonction  du  point  O,  satisfait  donc  à  l'équa- 
tion donnée.  Il  a  la  (orme  i//,  i'i  ou  (V/  suivant  que,  considéré 
comme  fonction  de  O',  il  avait  la  forme  i'/,  ui  ou  «v. 

6.  La  situation  de  Tare  ^y  par  rapport  aux  lignes  de  disconti- 
nuité de  U  est,  de  même,  liée  très  simplement  à  la  position  du 
point  O  dans  Tune  ou  l'autre  des  régions  énumérées  au  n^  2.  Les 
deux  caractéristiques  P,P|.|.|,  QaQa+i  rencontrées  par  py  sont 
parallèles  entre  elles  si  O  est  dans  une  des  régions  latérales,  per- 
pendiculaires s'il  est  dans  une  des  régions  médianes. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  est  vrai  (où  /:  =  £),  deux  dispositions 
sont  possibles;  l'arc  ^y  pouvant  laisser  le  point  0/^.|  en  deçà  (c'est- 
à-dire  du  même  côlé  que  O)  ou  au  delà;  et  cette  disposition 
dépend  d'autre  chose  que  des  régions  précédemment  énumérées. 
Il  pourrait  sembler,  au  premier  abord,  qu'elle  intervient  d'une 
façon  essentielle  dans  la  solution,  si  l'on  se  bornait  à  définir  U 
comme  nous  l'avons  fait  au  n"  3.  Les  résultats  du  n"  4  et  la  for- 
mule (9)  montrent  qu'il  n'en  est  rien,  les  termes  introduits  res- 
pectivement par  les  deux  séries  de  discontinuités  étant  totalement 
indépendants  les  uns  des  autres. 

7.  De  la  solution  qui  vient  d'être  développée  on  passe  très  sim- 
plement à  celle  du  problème  de  M.  Goursat  pour  la  figure  formée 
par  les  deux  arcs  AB,  AC,  situés  dans  un  même  angle  formé  par 
les  caractéristiques  issues  de  A.  11  suffit  de  supposer  que  l'on 
prenne  sur  AB,  AC  respectivement  deux  points  p,  y,  qu'on  les 
joigne  par  un  chemin  quelconque  (incliné,  par  rapport  aux  carac- 
téristiques, comme  nous  l'avons  supposé  dans  ce  qui  précède), 
puis  que  cet  arc  ^y  devienne  infiniment  petit,  ses  deux  extrémités 
tendant  simultanément  vers  le  point  A.  Dans  ces  conditions,  les 

(  '  )  Sur  un  problème  mi  je  te  aux  dérives  partielles,  »•  5. 
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points  Vil  Qi  seront  évidemment  en  nombre  infini  ainsi  que  les 
fonctions  o/,  '}/  vX  les  sommes  qui  figurent  dans  la  formule  (9) 
seront  transformées  en  séries. 

8.  Il  reste  à  savoir  comment  les  fonctions  U,  '^z,  i/  se  compor- 
teront a  la  limite.  Nous  remonterons,  pour  cela,  à  la  formation 
de  ces  fonctions  par  la  méthode  d'approximation  employée  par 
M.  Picard  pour  résoudre  le  problème  dont  nous  avons  parlé  plus 
haut. 

En  appelant  PP|  et  P^  deux  lignes,  Tune  caractéristique,  Tautre 
quelconque  (*),  se  coupant  h  angle  aigu,  et  sur  lesquelles  on  donne 
les  valeurs  de  Tinconnue  z  (concordantes  en  P),  cette  méthode 
consiste,  on  le  sait,  à  déterminer  tout  d'abord,  par  ces  données 

aux  limites,  une  solution  Zq  de  l'équation  - — p  =  o,   c'est-à-dire 

une  quantité  de  la  forme  X  H-  Y  (où  X  ne  dépend  que  de  :r  et  Y 

Supposons,  comme  nous  l'avons  fait,  que  PP|  soit  parallèle  à 
Taxe  des^  :  alors  Y  sera  la  valeur  donnée  z  au  point  m'y  projec- 
tion du  point  considéré  M(x,y)  sur  PP|.  Quant  à  X,  on  l'ob- 
tiendra en  menant  par  M  une  parallèle  à  PP|,  jusqu'à  rencontre 
en  nii  (fig*  3)  avec  P^,  et  projetant  à  son  tour  le  point  m,  en  m', 


KiR.  3. 


sur  PP|.  X  est  alors  la  dillerence  (nulle  en  P)  de$  valeurs  de 
en  nxx  et  m\. 


(•)  M.  Picard  prend,  pour  équalion  de  P?,  y  —  x.  La  iiiélhodc  est  la  ménic 
pour  le  cas  de  Pp  quelconque,  les  deux  cds  :ic  dcduisanl  d'ailleurs  l'un  de  l'autre 
par  un  changement  de  variable  évident  opéré  sur  jc  ou  sur  y. 
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:«  étant  ainsi  défini,  on  aura 


iio) 


•••« •••«..••• ••••••} 


les  intégrales  doubles  étant  étendues  au  rectangle  Mm|/7t'm',; 
puis 

(il)  ^  =^oH-5i-+-..  .-h^it-H 

L^intégrale  double 

\^J  Jfdxdy, 

étendue  au  rectangle  Mmim'm',,  considérée  comme  fonction  des 
coordonnées  x^  y  du  point  M,  a  les  dérivées  suivantes  : 


en  désignant  par/?  le  coefficient  angulaire  —^  de  la  tangente  à  la 

ligne  P^  au  point  /7i|. 

Nous  supposerons  que  ce  coefficient  p  est  inférieur  en  valeur 
absolue  à  un  nombre  fixe  K  (*).  Cette  condition  est  vérifiée  pour 
pour  nos'deux  lignes  AB  et  âC  si,  ayant  une  courbure  déterminée, 
elles  ne  sont  tangentes  en  A  à  aucune  des  caractéristiques  issues 
de  ce  point.  Nous  ferons  donc,  dans  ce  qui  suit,  cette  hypothèse 
restrictive. 

Soient,  dans  ces  conditions,  M  le  maximum  du  module  de  z^\ 
M|  celui  de  la  dérivée  X';  Mj  celui  de  la  dérivée  Y';  H  celui  des 
coefficients  de  Féquation  ;  \  =  Mm'  et  r,  =  Mnii  les  deux  dimen- 


(*)  Le  calcul  actuel  ^ubsistc  dune  pour  le  cas  où  la  lij^nc  P^  est  normale  â 
W^y  mais  non  pour  celui  ou  elle  lui  est  tangente. 
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sioDS  du  rectangle  d 'intégra lion ,  dans  les  formules  (lo).  On  aura 
^|<ÇH(M4-M,4-Mo, 
Ê|<(/^5-^'l)H(M-f-M,-+.M,), 
l^.l   <(/>^  +  5t,)h{M-+-M,  +  M,). 

Cette  dernière  valeur  est  d'ailleurs,  avec  la  précédente,  dans  un 
rapport  que  Ton  peut  limiter  a  priori,  connaissant  des  limites 
supérieures  de  ^  et  de  7|,  et  qui  est  même  aussi  petit  qu'on  le  veut 
si  ces  limites  sont  suffisamment  petites.  On  peut  donc  en  faire 

abstraction  pour  majorer  l'expression  ^"3-^  ■+"  ^^-^  4-C5,,  sous 

condition  d'augmenter  convenablement  H. 

De   la  limitation  ainsi  obtenue  pour  cl-—  -h  ^ -t^  4- C2|,    on 

déduit  par  intégration  de  o  à  ^  par  rapport  à  £,  ou  de  o  à  7|  par 
rapport  à  yj,  des  limites  supérieures  pour  z^  et  ses  dérivées  pre- 
mières; en  poursuivant  ce  calcul,  on  voit  sans  difficulté  que  Zp  et 
ses  dérivées  soQt  inférieurs  à  la  quantité 


A! 

H|  ne  dépendant  que  des  coefficients  de  l'équation  et  de  la  quan- 
tité  désignée  précédemment  par  K  (autrement  dit,  de  la  forme  de 
la  ligne  P^). 

z  —  Zq  et  ses  dérivées  premières  sont  donc  inférieurs  à 
(MH-M,-f-M2)[e"»'^-*-^'»  —  i],  ou  (du  moment  qu'on  a  limité  \ 
et  •r\)  à 

(12)  H,(M4-M,-hM,)(5-Hri), 

Hs  ne  dépendant  que  des  coefficients  de  l'équation,  de  la  quan- 
tité K  et  des  limites  supérieures  de  i,  t,. 

9.  Nous  ne  nous  servirons  toutefois  de  celte  première  évalua- 
lion  que  pour  l'appliquer  à  la  fonction  U  qui  figure  dans  Tarticle 
cité  :  Sur  un  problème  mixte  aux  dérivées  partielles  (autre- 
ment  dit  à  celle  que  nous  appelants   Us  ou  v^   dans  notre  nola- 
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lion  actuelle ).  Celle  Ibnclion  élant  définie  par  ses  valeurs  sur 
Tare  de  courbe  et  celles  qu'elle  prend  sur  un  segmenl  de  caracté- 
ristique (valeurs  dont  les  premières  sont  nulles  et  les  secondes 
iininédialemenl  liées  à  la  fonction  deUiemann),  nous  voyons,  par 
ce  qui  précède,  que  l'on  connaîl  des  limites  supérieures  de  U  et 
de  ses  dérivées  premières  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  M, 
si  Ton  a  limité  les  coordonnées  des  deux  points  et  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  à  la  ligne  P^.  Des  calculs  tout  semblables 
étendraient  cette  conclusion  aux  dérivées  d'ordre  supérieur. 

D'autre  part,  nous  verrons  plus  loin  qu'elle  subsiste  également 
lorsqu'on  différentie,  non  seulement  par  rapporl  aux  coordonnées 
du  point  M,  mais  aussi  par  rapport  à  celles  du  point  O. 

Ces  résullats  relatifs  à  la  fonction  U  nous  permettent  d'assigner, 
à  la  fonction  z  que  nous  avons  considérée  au  numéro  précédent, 
une  limite  supérieure  plus  avantageuse  que  la  première.  Il  suffit 
pour  cela  partir  de  la  formule  (*) 


(i3) 


/VM, 
/  bd.V 

qui  peut  s'écrire 


zu  =  (.uz  )„,,  -t-  « 
03')     ■ 


j..e»  qiiuiiiues  w„,^  —  1 ,    ii„i'—ii,„^c   '"»  , aU,     ^   ont 

toutes  des  limiles supérieures  de  la  formeH3  7i(où  H3  est  limilédela 
même  façon  que  Hj  et  H2).  Cela  résulte,  pour  les  deux  premières, 
de  la  forme  de  la  fonction  de  Riemann;  pour  les  deux  dernières 
(moyennant  les  limitations  obtenues  au  numéro  précédent)  de  ce 
que  les  valeurs  (2)  de  U  sont  nulles  sur  Pm,  el  proportionnelles  à  yj 


(  '  )  Sur  un  problème  mixte  aux  ddriçces  parliellesj  n«  4. 

C)  ma.,  n»  2. 
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sur/iit  m\.  Si  Ton  remarque  que  -3,,,  —  w,„;  esl  le  produit  de  r,  par 
une  valeur  de  -^  sur  PP|,  on  peul  écrire 

(•4)  I  ^yL-^m,  I  <  IUr,(  I  5,„,  I  -H  M) 

ou 

(i4')  |5M|<(n-IUTi)|;;,„J  +  Hi7iM, 

H4  clant  une  quantité  analogue  à  11|,  IL.,  H3  ;  INI,  une  limite  supé- 
rieure des  modules  de  z  et  de  sa  dérivée  sur  PP|  ;  niii  /"s,  des 
points  de  Tare  P/Wi. 

La  formule  (i3)  fournit  également  des  limites  supérieures  des 
dérivées  de>5,  savoir  : 

Pour  -T^-,  une  combinaison  linéaire  à  coefficienls  finis  de  M  et  du 
dy 

maximum  de  |5|  sur  P//«,  ; 
ôx 


Pour  — ->  une  combinaison  des  mêmes  quantités  et  de  la  dérivée 


^  prise  en  nix  suivant  la  courbe  P/;i|.  On  a 


(•'>  Or  -    rfx 


dZtr, 


OÙ  la  dérivée  -^*  est  prise  le  long  de  la  ligne  Pmi,  m-^  étant  \\n 
point  de  cette  ligne;  H3,  H^  des  nombres  finis. 

10.  Cela  posé,  revenons  aux  fonctions  ©/  et  ^/.  Nous  pouvons 
en  indiquer  immédiatement  les  valeurs  sur  les  lignes  de  disconti- 
nuité correspondantes.  On  a,  évidemment,  sur  une  ligne  P|P/^i, 

/     hdr-^f      ttdy-^l      hd.r-k-... 

Il  est  clair  que  la  série  des  intégrales  est  absolument  conver- 
gente si  les  coefficients  restent  finis.  Donc  les  valeurs  considérées 
des  ©I   tendent  vers  une  limiïe  A  différente  de  zéro,  et  même  la 

série  V[©i4.i  (Pi+i)  —  ?/(r^i)]  converge  absolument. 

Ceci  nous  permet,  tout  d^abord,  de  voir  ce  que  devient,  lorsque  / 
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augmenle  indéfiniment,  la  somme 

0 

qui  figure  dans  la  formule  (g)  et  peul  s'écrire  sous  Tune  ou  Taulre 
des  deux  formes  équivalentes 

0  0 

Pour  1  =  00,  on  a  une  série,  laquelle  est  divergente,  puisque  le 
terme  général  ne  tend  pas  vers  zéro.  Mais,  en  groupant  les  termes 
deux  à  deux,  on  obtient  au  contraire  les  deux  séries 

(i8)  —  [(-?o)p  — ('»?i)p.]-I(«?î)p,— (^?i)p,]— ..., 

(,8')  — (^<po)p-4-[(^oi)p.  — (-s©j)p.]-»-[(«o,)p,-^(«<p0p4] 

qui  sont  toutes  deux  convergentes.  Du  moins,  il  en  est  ainsi  si  les 
valeurs  de  z  sur  chacun  des  deux  arcs  donnés  tendent,  lorsqu^on 
s'approche  du  sommet  de  Tangle,  vers  une  même  limite  w^,  et  cela 

de  manière  que  la  série  y](^p,+,  —  Sp)  soit  absolument  conver- 
gente. 

Dans  ces  conditions,  en  un  mot,  la  série  (17)  a  deux  sommes, 
suivant  qu'on  s'arrête  à  un  terme  de  rang  pair  ou  à  un  terme  de 
rang  impair. 

La  difierence  de  ces  deux  sommes  étant  X^j^,  la  quantité 

i 

(19)  ^(»'h^)Pk'*'^('-lY(^M^)l 

0 

qni  figure  dans  la  formule  (9),  tend  vers  une  limite  parfaitement 
déterminée,  à  savoir  la  mojenne  des  deux  sommes  en  question  ('). 
Cette  limite  [somme  généralisée  de  la  série  (17)  au  sens  de  Leibniz- 
Borel]  sera  désignée  par  S. 


(')  Nous  admeltoos  ici,  comme  nous  serons  conduits  à  le  faire  plus  loin,  que  les 
valeurs  de  z  tendent  vers  zx  lorsqu'on  s'approche  de  A  d'une  manière  quelconque 
à  rinlérieur  de  l'angle  13AC. 
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De  même  les  quantités  '|i(Q/)  tendront  vers  une  limite  (*)  [x, 

et  la  quantité 

k 

0 

vers  uneliraite  S'. 

H.  Les  valeurs  (i6)  d^une  fonction  quelconque  o/  jouent, 
dans  sa  détermination,  le  rôle  de  la  fonction  que  nous  appelions 
tout  à  l'heure  Y  :  il  est  donc  certain  que  cette  fonction  et  sa  dé- 
rivée ont  une  limite  supérieure  indépendante  de  i. 

Nous  allons  montrer  que  les  valeurs  des  |  (p,  |  (mais  non,  cette 
fois,  de  leurs  dérivées)  sur  les  arcs  AP,  AQ,  et,  par  conséquent, 
aussi  dans  toute  la  région  qui  nous  intéresse,  sont  aussi  infé- 
rieures à  un  nombre  fixe. 

Appelons,  pour  abréger,  conséquent  d'un  point  de  l'arc  AB,  le 
point  de  l'arc  AC  qui  a  même  abscisse,  et  conséquent  d'un  point 
de  l'arc  AC,  le  point  de  AB  qui  a  même  ordonnée,  le  premier 
point  étant,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  appelé  ^antécédent  du  se-- 
cond.  L'antécédent  et  le  conséquent  occupent,  l'un  par  rapport  à 
l'autre,  la  situation  des  points  mi  et  M,  considérés  au  n^9;  c'est, 
en  particulier,  l'antécédent  de  M  qui  joue  le  rôle  du  point  m^ 
lorsqu'on  calcule  une  fonction  Oi  en  M  à  l'aide  des  fonctions  pré- 
cédentes par  la  formule  (i3).  Le  segment  désigné,  au  n®  9,  par  r^ 
est  parallèle  tantôt  à  l'axe  des  x  (si  le  point  M  est  sur  AB),  tantôt 
à  l'axe  des  y  (si  M  est  sur  AC). 

Cela  posé,  la  valeur  d'une  fonction  o-ii  (p^i*  exemple)  en  un 
point  M  de  l'arc  AP  est  liée,  par  l'inégalité  (i4')f  à  '^  valeur  de 
cette  même  fonction,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  02f_i  en  un 
point  niz  de  AQ  plus  éloigné  de  A  que  l'antécédent  de  M.  Cette 
dernière  valeur  est  liée  d'une  manière  analogue  à  la  valeur  de  ©2/-2 
en  un  point  de  AP  plus  éloigné  de  A  que  l'anlécédent  de  7^3,  le 


(')  Cette  limile  est  égale  à  la  précédente  lorsque  l'équation  esta  invariants 
égaux.  Alors,  en  effet,  bdx  -\-  ady  est  une  différentielle  exacte,  et  l'on  a 


/     b  ftx- 
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nouveau  scgmenl  y^  éianl,  celle  fois,  celui  qui  joint  m^  à  son  anlé- 
cédenl,  el  ainsi  de  suite. 

Il  est  claii'  que  les  différents  segments  t^  forment  une  série  con- 
vergente, dont  la  somme  est  toujours  inférieure  à  la  somme  o*  des 
deux  coordonnées  du  point  O,  rapportées  aux  axes  ^^',  -r^/.  Il 
en  résulte  sans  difficulté  (*)  que  les  'fi  sont  Jinis,  comme  nous 
l'avions  annoncé. 

12.  On  peut  même  aller  plus  loin.  Considérons  les  conséquents 
successifs  d'un  point  quelconque  Mq  de  AB  ou  de  AC  et  la  valeur 
que  prend,  au  t^^"'*'  de  ces  conséquents,  la  fonction  o/.  On  a  ainsi, 
en  faisant  varier  i,  une  série  de  quantités  gui  tendent  vers  une 
limite  L  C'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  partant  non  plus 
de  l'inégalité  (i4')i  "i&îs  de  l'inégalité  (i4)i  1^  second  membre  de 
cette  inégalité  étant  le  terme  général  d'une  série  convergente.  La 
différence  entre  /  et  le  terme  initial  Oo(^Io)  ^^t  ?u  plus  de  l'ordre 
de  la  somme  de  cette  série,  c'est-à-dire  de  2H4drca'o,  «Te  étant  le 
maximum  des  |  9|  |  et  «"o  la  somme  des  deux  coordonnées  de  Mq. 

Mais,  quoique  les  conséquents  successifs  tendent  toujours  vers 
le  point  A,  la  limite  l  est  variable  avec  le  point  M©.  En  elTel, 
lorsque  M<|  coïncide  avec  P,  /  est  donné  par  la  formule  (i6);  et, 
d'autre  part,  lorsque  M©  tend  vers  A,  /  tend  vers  —  Uj^  [puisqu'il 
en  est  ainsi  pour  Ço(Mo)  et  que  o"o  ^^^à  vers  zéro].  Or  ces  deux 
valeurs  de  /  sont  évidemment  différentes  en  général. 

13.  Passons  aux  dérivées  premières  des  es/.  Ces  dérivées  sont 
de  deux  sortes.  Nous  appellerons  dérivées  parallèles  les  dérivées 
des  ©2/  par  rapport  à  x^  ou  des  ^2i+\  par  rapporta  j^,  qui  jouent  le 
rôle  de  ce  qui  était,  au  n**  9,  une  dérivée  par  rapport  à  y\  dérivées 
perpendiculaires,  les  dérivées  des  o^i  par  rapport  à^,  on  des 
?2/+i  par  rapport  à  x. 

Les  dérivées  parallèles  restent  finies^  en  vertu  de  l'évaluation 

obtenue  au  n"  9  pour  —• 

(')  Eu  eiïei,  soit  11^  le  produit  des  i  premières  valeurs  de  i  +  H^t,.  Ce  produit 
est  toujours  inférieur  à  e^*".  Il  en  résulte  [en  divisant  l'inégalité  (i^i)  par  H,] 
que  o-  est  inférieur  à 
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Il  ne  saurait  évidemment  en  être  de  même  pour  les  dérivées  per- 
pendiculaires, d'après  ce  que  nous  venons  de  trouver  au  n°  12. 

On  peui,  d'ailleurs,  vérifier  directement  cpie  ces  dérivées 
augmentent  indéfiniment.    Partons,   par  exemple,  de   l'équation 

= .;,  en  supposant  que   \B  et  AC  soient  deux  droites,  de 
coefficients  angulaires  a>>  i  et  a'=  -•  Les  o/  successifs  sont  tous 

égaux  à    I    sur  les  segments   correspondants    de  la   ligne   brisée 
OPP|P.j...,  et  leurs  dérivées  parallèles  sont  nulles  dans  les  mêmes 

conditions.  Soient/?,,,  </i  les  dérivées  perpendiculaires -p  et  -'-  au 
point  P;  p^J  92  les  dérivées  -^>  -^  au  point  P,  ;  etc.  On  a 

/>o=ÏÏÏÏ, 
yi  =  a/'o, 


en  général 
d'où 


Pt—^Px-r-  1*1  l*j, 


pi^i  —  a/?|=  1*1  iVi  =  — p  , 


avec 


a*  —  I 


Pi  croît  donc  indéfiniment  comme  a'. 

Nous  pouvons,  par  contre,  limiter  la  croissance  de  ces  dérivées 
perpendiculaires  à  l'aide  de  l'inégalité  (i5)  (n"9).  Supposons  que 
les  deux  lignes  données  AB  et  AC  ne  soient  pas  tangentes  entre 
elles,  de  sorte  que  leurs  coefficients  angulaires  soient  a  et  a  <[a. 
L'inégalité  en  question  montre  (*)  que  le  maximum  de  la  dérivée 

perpendiculaire  de  ©,  croît  au  plus  comme  (i/-?  )  • 


(<)  Le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  la  dérivée  perpendiculaire  de  9^  en 
un  point  pour  obtenir  [abstraction  faite  d'un  terme  additif  provenant  des  termes 
HsZm,+  II^M  qui  figurent  dans  la  formule  (i5)]  celle  de  9, ^2  ^^  deuxième  con- 
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Des  évaluations  ainsi  failcs  sur  les  Oi  résultent  celles  qui  con- 
cernent U,  savoir  : 

I**  U  croît  au  plus  comme  l'indice  i; 

Puis,  en  supposant  toujours  que  nos  deux  lignes  ont  des  tangentes 
distinctes  : 

2"  Les    dérivées    premières    de  U  croissent   au    plus    comme 


(vf) 


Considérons  un  segment  de  caractéristique  tracé  entre  AB  et  AC. 
S'il  est  compris  dans  la  région  d'existence  de  cp/,  sa  longueur  est 

au  plus  de  l'ordre  def  — j  •  Donc  la  variation  totale  (Jordan> 
Cours  d  Analyse)  de  U  le  long  de  ce  segment  est  finie. 

14.  Dans  ces  conditions,  nous  sommes  en  mesure  de  passer  à  la 
limite  dans  la  formule  (9).  Nous  prendrons  à  cet  eflfet,  pour  ^y,  un 
segment  de  caractéristique,  de  sorte  que  Tintégrale  suivant  ^y  peut 
s'écrire  (*) 

(20)  f   \jz{bdx  —  ady)±}-{\}dz-^zd\}), 

le  signe  -h  devant  être  pris  si  Py  est  parallèle  à  l'axe  x^  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire.  Le  terme  riz -Urfs  sera  intégré  par  parties, 
ce  qui  donnera  un  terme  tout  intégré 

(2r)  ±^y^(U^)=5(-iy(?/+i^),-+-^(-i)*(?A-4.,5)K 


séquent  de  ce  poiot  peut  être  ua  peu  plus  grand  que  ~  en  raison  :  i<>  du  facteur 

(X 

exponentiei  eJ'"'/;  a*  de  la  courbure  des  lignes  données.  Mais  il  est  aisé  de 
voir  que  les  facteurs  supplémeniaires  qu'il  serait  nécessaire  d'introduire  pour 
tenir  compte  de  cette  circonstance  donnent  un  produit  convergent,  si  AB  et  AC 
ont  une  courbure  fînie,  et  même  si  ces  lignes  ont  en  A  une  singularité  algébrique. 
Il  suffit  même  (on  s'en  convainc  aisément),  pour  que  le  produit  du  maximum  de 
la  dérivée  perpendiculaire  de  «p^  par  le  segment  P^  P,+|  reste  fini,  que  la  cour- 
bure de  chacune  des  lignes  AB,  AC  garde  un  sens  invariable  au  voisinage  de  A; 
plus  généralement,  encore,  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  soit  à 
variation  bornée. 
(  '  )  La  conormale  v  est  définie,  rappelons-le,  par  les  relations 

dx  __  dx  dy  ^      dy 

Jv  ~"  dt  </v   ~       ds 
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(puisque  U  est  nul  aux  exlrémilés),  terme  qui  viendrait  doubler 
le  terme  semblable  de  la  formule  (9),  et  un  terme  intégral 

(ai')  f   Vz(bdX'-'adjr)zf:zdV. 

Nous  imposerons  à  la  /onction  inconnue  z  la  condition  cTélre 
parfaitement  continue  au  voisinage  de  A,  de  sorle  que 
z  =  VA  H-  e,  ou  e  est  infiniment  petit.  Alors  dans  l'intégrale  (21'), 
la  partie  provenant  de  e  tend  vers  zéro,  puisque  la  variation  totale 

f     du.  li 

change  donc  le  signe  des  termes  (21).  (Tout  se  passe,  en  somme, 
comme  si  nous  avions  intégré  par  parties,  non  le  terme  U  dz,  mais 
le  terme  zdU^  sauf  que  le  détour  employé  nous  dispense  de  faire 
des  hjpothèses  sur  Tordre  de  grandeur  des  dérivées  de  z,) 

On  voit  donc  que,  si  Téquation  (i)  admet  une  solution  z  satis- 
faisant aux  conditions  aux  limites  données  et  continue  en  A,  cette 
solution  est  forcément  donnée  par  la  formule 

I  (     A  =  0 


(--)      ^ 


A'=o 


les  termes  ( —  0'(?'+«^)i"+' ( —  i)*{<J'a+i«)k  ayant  disparu  comme 
nous  venons  de  le  voir. 

io.  Il  y  a  lieu  de  se  demander  si  la  restriction  que  nous  venons 
d'imposer  à  z  n'est  pas  purement  artificielle.  Il  n'en  est  rien  :  cette 
restriction  (ou,  du  moins,  une  restriction  de  cette  espèce)  est  im- 
posée par  la  nature  des  choses.  On  pourrait  rechercher  des 
fonctions  z  satisfaisant  à  notre  équation  et  tendant  (quoique  non 
uniformément  au  voisinage  de  A)  vers  les  valeurs  données  lorsqu'on 
s'approcherait  d'un  point  quelconque  de  AB  ou  de  AC;  mais  le 
problème  ainsi  posé  est  tout  à  fait  indéterminé. 

Il  suffit  en  effet,  pour  obtenir  une  telle  solution  5,  de  la  déter- 
miner par  les  valeurs  données  sur  AB,  AC  et  par  des  données  de 
Cauchy  arbitraires  sur  une  ligne  BC  reliant  les  arcs  donnés  :  c'est 
XXXII.  17 
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le  problème  posé  au  n"  2  et  résolu  aux  n"*  2-6,  Tare  BC  jouant, 
cette  fois,  le  rôle  de  Py. 

On  peut,  d'ailleurs,  imposer  à  i^  la  condition  d'être  continu 
(ailleurs  qu'en  A)  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  un  ordre  déter- 
miné quelconque,  pourvu  que  des  conditions  de  continuité  cor- 
respondantes (supposées  vérifiées  sur  AB  et  sur  AC)  soient  aussi 
imposées  en  B,  en  C  et  le  long  de  l'arc  BC. 

16.  Si  le  second  membre  de  la  formule  (22)  ne  tend  pas  vers  une 
limite  déterminée,  le  problème  est  impossible. 

Nous  allons  voir  que  la  limite  existera  si  les  maxima  de  |^  —  Zj^\ 
sur  les  arcs  Pj  Qi+i,  Qi  Pt+i  forment  deux  séries  convergentes.  C'est 
ce  qui  arrivera,  en  particulier  (puisque,  dans  nos  hypothèses,  les 
segments  AP|,  AQ/  décroissent  en  progression  géométrique)  si  les 
valeurs  données  vérifient  la  condition  de  Lipschilz  ou  même  la  con- 
dition moins  restrictive 

(:»3)  |^m--»a|<ÂM^        (P>o). 

Pour  établir  la  conclusion  que  nous  venons  d'énoncer,  nous 
aurons  à  étudier  les  intégrales 


U  élaat  donné  par  la  relation  (7),  nous  pouvons,  par  exemple, 
nous  boraer  à  l'élude  de 


Posons 

4>  =  *'  —  *% 


X 


^'  désignant  [dans  le  second  membre  de  la  première  formule  (8)] 
la  somme  des  termes  pris  avec  le  signe  -h  (c'est-à-dire  d'indice 
impair)  et  4'^  la  somme  des  termes  pris  avec  le  signe  — .  On  peut 
écrire 

— --  as  =  —  ax dy  =  d^  —  a  ---  dy, 

dt  Ox  ày     ^  ày     -^ 

--—  d$r=i^  d^  -1-2  -T—  dx. 
«v  àx 

la   transformation  étant,  chaque  fois,  dirigée  de  manière  à  faire 
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apparaître,  au  second  terme,  une  dérivée  parallèle.  Les  dérivées 
de  cette  espèce  croissant,  pour  ^'  et  pour  ^,  au  plus  comme  t, 
les  intégrales  correspondantes  sont  évidemment  finies.  Dans  l'inté- 
grale 


.{ 


P         *'-h4>' 


zd 

nous  remplacerons  z  par  (s  —  ^a)  +  ^A)  ^^  '^  partie  correspondant 

à  5  —  Zj^  sera  finie  (puisque  la  variation  totale  de sur  chacun 

des  arcs  PiQ/^.! ,  Q/  Pz+i  est  finie)  moyennant  l'hypothèse  faite  il  y  a 
un  instant.  Si  Ton  tient  compte  des  termes  analogues  en  -j-  et  de 
ceux  qui  sont  relatifs  à  Tare  AC,  —  en  remarquant  que,  la 
fonction — ; — ,  par  exemple,  s'augmente  de  ifi  chaque  fois  qu  on 
traverse  (en  se  dirigeant  vers  A)  un  point  P/,  —  la  formule  (22) 
s'écrira 


QAP 

zx)d 

'«AP 


f     (---A 


formule  dont  tous  les  termes  ont  un  sens. 

17.  Nous  avons  ainsi  établi  Tunicilé  de  la  solution  cl  la  convor- 
gence  de  l'expression  (22),  moyennant  les  hypothèses  suivantes  : 
1**  aucune  des  lignes  AB,  AC  n'est  tangente  à  une  caractéris- 
tique; 2**  ces  lignes  ont,  eu  A,  des  tangentes  distinctes;  3®  la  va- 
riation totale  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  sur  chacune 
d'elles  est  finie  (n®  13,  note);  4**  1»  valeur  de  z  sur  chacune 
d'elles  satisfait  à  l'inégalité  (28). 

Il  y  aurait,  sans  doute,  lieu  d'examiner  ce  qui  se  passerait  si  l'on 
renonçait  à  quelques-unes  de  ces  conditions,  qui  ne  sont  probable- 
ment pas  toutes  nécessaires,  surtout  la  première.  Je  laisserai  toute- 
fois cette  question  de  côté  et  m'occuperai  seulement  d'établir  que 
la  fonction  formée  comme  nous  venons  de  l'indiquer  remplit  bien 
les  conditions  de  l'énoncé. 

XXXII.  ►7» 
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En  premier  lieu,  si  le  point  O  est  sur  AB  ou  AC,  il  est  aisé  de 
voir  que  tous  les  termes  de  (22)  se  détruisent,  à  Texception  d'un 
seul,  égal  à  la  valeur  donnée  en  ce  point. 

Ceci,  il  est  vrai,  ne  serait  pas  suffisant  pour  affirmer  que  z  prend 
cette  valeur,  ceci  impliquant  la  continuité.  Nous  établirons  cette 
dernière  en  calculant  les  dérivées  de  z. 

18.  Reprenons  pour  cela,  comme  nous  Tavons  fait  au  n*^  8,  une 
fonction  :;,  solution  d\ine  équation  de  la  forme  (i),  déterminée 
par  ses  valeurs  suivant  les  deux  lignes  PP|,  Pp.  Supposons  que 
ces  valeurs  dépendent  continûment  (ainsi  que  les  dérivées  pre- 
mières X',  Y')  d'un  paramètre  t.  Si  les  quantités  M,  M,,  M,  du 
n"  8  sont  toujours  finies,  z  sera  une  fonction  continue  de  t.  Cela 
est,  en  efiet,  vrai,  pour  chaque  terme  de  la  série  (1 1),  laquelle  est 
uniformément  convergente. 

Cette  conclusion  reste  vraie  si  [la  courbe  P^  restant  fixe  (*)] 
Pabscisse  de  la  verticale  PP|  dépend  (continûment)  de  t. 

On  déduit  aisément  de  là  que,  si  les  données  sont  dérivables  par 
rapport  à  f ,  il  en  est  de  même  de  z  (pourvu  que  les  M,  M, ,  Mj  relatifs 

à  -7-  soient  finis).  Si  l'abscisse  de  VP^  est  indépendante  de  t,  cette 
dérivée  sera  la  solution  de  (i)  qui  prend,  sur  VP^  et  P^,  les  va- 
leurs —  •  Si,  au  contraire,  l'abscisse  de  PPt  a,  par  rapport  à  /,  une 

dérivée  égale  à  t,  la  dérivée  de  z  sera  la  fonction  qui  prend,  sur  Pp, 

dz 
les  valeurs  ~  et,  sur  PPi,  les  valeurs 


(■24) 


\àt)       'dx' 


dans  laquelle  la  dérivée  ( -ttj  s*obtient  en  prenant  pour  variables 

indépendantes    t   et  z   (x   étant   constamment  égal   à    Tabscisse 
de  PP,). 

19.  Dans  le  cas  qui  nous  intéresse  actuellement,  t  désigne  l'une 
ou  l'autre  des  coordonnées  du  point  O. 


(')  Kien   n 'empire h erail,  bien  entendu,  dVlabiir  un  lliéorènio  analogue  en  fai- 
sant \arier  In  courlx".  Mais  00  iliôorènno  ne  nous  sera  pas  utile. 
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La  dérivation  de  la  valeur  de  ^o  înlroduira  évidemment  les  dé- 
rivées de  z  par  rapport  à  Tare  s  du  contour  donné  et  il  est  mani- 
festement nécessaire  que  ces  dérivées  existent.  Nous  supposerons 
de  plus  que  (le  point  M  tendant  vers  A.)  elle  ne  croissent  pas  plus 

vite  que^rrj^^;  ce  qui  entraîne  Tinégalité  (23). 
AM 
Dans  ces  conditions,  la  série 

2:<-)'*'('«»x.-2:<-)-(t.ëi),. 

sera  convergente  (et  cela  uniformément  pour  toute  position  du 
point  O  non  infiniment  voisine  de  A)  parce  que  —  tendra  vers  zéro 

A 

{-)  9    tandis    que  -^    n^augmentera    indéfiniment    que 


comme 

\a 

comme 


(.■)■ 

Les  autres  termes  de  ^^(^o)  ne  contiennent  que  les  -^ y  -Jj--  Or 

ces  dernières  quantités  sont  finies  ainsi  que  leurs  dérivées  paral- 
lèles. 

Sur  la  ligne  P|_i  P/,  en  effet,  -^  a  l'expression  (24)?  où  le  second 

terme  peut  être  nul.  —  est  une  dérivée  perpendiculaire,  qui  croît 
f 

comme  ( -7)  ;  mais  t  (s'il  n'est  pas  nul)  tend  vers  zéro  d'une  ma- 
nière précisément  inverse.  D'ailleurs,  les  dérivées  de  cette  expres- 
sion (24)  par  rapport  à  y  (dérivées  partielles)  sont  également 

finies,  grâce  à  ce  fait  que      y  s'exprime  linéairement  en  fonction 

D'autre  part,  sur  BAC,  les  relations  cp,==  0|_,  donnent 

dt    ^     dt    ' 

Donc  on  peut  faire,  sur  les  ^,  les  mêmes  évaluations  que  sur 
les  <p/(n-»  11-13), 
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En  un  mol,  les  séries  obtenues  en  diiFé rendant  la  formule  (2^) 
convergent  uniformément  et  représentent,  par  conséquent,  les 
dérivées  premières  de  z  au  point  O. 

20.  D'autre  part,  en  ce  qui  concerne  le  problème  ÏI,  ou  le  pro- 
blème posé  au  n^  2  du  présent  travail,  on  sait  que  la  fonction  z 
obtenue  [formule  (9)  du  travail  actuel,  ou  Sur  un  problème 
mixte  aux  dérivées  partielles,  formule  (4)]  vérifie  l'équation  aux 
dérivées  partielles.  Cela  résulte  de  ce  que  la  possibilité  des  deux 
problèmes  en  question  est  acquise,  et  cela  se  voit  d'ailleurs  sans 
aucune  difficulté  en  se  servant  de  la  remarque  du  n'^  5  bis. 

Comme  on  est  ramené  à  notre  problème  du  n"  2  en  limitant  AB, 
AC  par  le  segment  ^y»  ^^  résulte  de  là  :  1°  qu'en  diflférentiant  la 
formule  {'Xi)  par  rapport  à  a?  et  à  ^simultanément,  on  obtient 
encore  une  série  uniformément  convergente,  puisqu'elle  est  une 
combinaison  linéaire  de  l'expression  (22)  et  de  ses  dérivées  par 
rapport  à  x  et  à^*,  2**  que,  par  conséquent,  celte  série  représente" 
la  dérivée,  par  rapport  k  x  ei  k  y^  de  la  fonction  z,  laquelle  est 
bien  solution  de  l'équation  (i). 

21.  Je  terminerai  par  une  remarque  relative  aux  résultais 
exposés  aux  n***  3-6. 

Ces  résultats  concernent  un  problème  déjà  résolu,  comme  nous 
l'avons  expliqué,  au  n®  2.  Mais  il  ne  faudrait  pas  en  conclure  qu'ils 
ne  nous  apprennent  rien  de  nouveau. 

Si,  en  effet,  les  opérations  indiquées  au  n**  2  permettent  de 
calculer  la  valeur  de  l'inconnue  dans  chacune  de  nos  régions  suc- 
cessives I,  r,  1',  H,  2,  2',  ...,  ce  but  n^est  atteint  que  par  une 
série  d'applications  de  la  méthode  générale,  c'est-à-dire  par  une 
série  de  quadratures  superposées. 

Au  contraire,  si  nous  avons  pu  calculer,  une  fois  pour  toutes, 
les  fonctions  1//,  c^/,  ïv/,  la  formule  (9)  donnera  z  par  des  quadra- 
tures différentes,  comme  cela  est  dans  la  nature  de  la  question, 
pour  les  différents  arcs  que  nous  avons  été  conduits  à  distinguer, 
mais  portant  directement  sur  les  données. 

Or  il  est  des  cas  intéressants  au  point  de  vue  des  applications 
et  pour  lesquels  on  connaît  la  forme  des  fonctions  en  question. 
Tel  est,   en   particulier,   le  problème  dont  nous  avions  parlé  au 
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n**  2,  celui  de  la  propagation  de  réleclricilé  dans  un  câble  limité 
dans  les  deux  sens. 

L'équation  du  problème  est  alors 


d^z 


dx  dy 


et  donne  pour  u  une  fonction  de  Bessel  bien  connue. 

Les  lignes  pB,  yC  sont  alors  deux  droites  parallèles  à:r — ^  =  o; 
l'arc  Py>  "**  segment  de  droite  parallèle  à  x  -\-y  =  o. 

Nous  avons  établi  précédemment  (*)  que,  dans  ces  conditions, 
la  fonction  Ut  s'obtenait  en  retranchant  de  //(M,  O)  la  quanlilé 
tout  analogue  i/(M,  (0|),  où  co,  est  l'image  du  point  O  par  rapport 
à  pB.  De  même,  on  aura 

t»,  =  u(M,  O)  — m(M,  (o'i) 

en  désignant  par  u>',  l'image  de  O  par  rapport  à  yC. 

Il  est  aisé  maintenant  de  voir  que  le  calcul  des  fonctions  sui- 
vantes n'offre  pas  plus  de  difficulté.  Soient  CO2  Timage  de  (Oi  par 
rapport  à  yC,  (ti^  l'image  de  coj  par  rapport  à  ^B,  ...  ;  soient,  de 
même,  co^  l'image  de  <ù\  par  rapport  à  ^B;  co^,  l'image  de  lo'^  par 
rapport  à  vC,  ....  Les  fonctions 

satisfont  à  toutes  les  conditions  que  uous  avons  imposées  aux 
quantités  désignées  par  ces  notations,  dans  les  raisonnements  qui 
précèdent.  En  particulier,  ces  quantités  ^a,  ij/^'  sont  égales  à  i  sur 
les  lignes  de  discontinuité  correspondantes.  Ce  sont  elles  qu'il 
faudra  substituer  dans  les  formules  (6),  (9),  pour  obtenir  la 
solution  cherchée. 

Soit,  par  exemplei,  2 /la  longueur  du  câble.  Adoptons  les  mêmes 
notations  que  dans  l'article  Sur  un  problème  mixte  aux  dé- 
rivées partielles  (n®"  6  et  suivants),  à  ceci  près  que  nous  dési- 
gnerons par  —  /  et  +  /  les  abscisses  des  extrémités  de  ce  câble, 
Tabscisse  S  d'un  de  ses  points  devant  ainsi  être  comprise  entre 

(  '  )  Sur  un  problème  mixte  aux  dérivées  partielles,  n"  8. 
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—  /et  H-  /.  Sî  l'on  veut  calculer  la  valeur  de  z  pour  Tabscîsse  Ç' 
et  à  l'instant  /',  on  devra  prendre  les  images  successives  du 
point  (i',  /')  par  rapport  aux  lignes  Ç  =  dr  /.  Toutes  ces  images 
correspondront  à  la  même  valeur  /'  de  t]  mais  leurs  abscisses 
seront 

pour  les  points  iau+u  ?  =  Çi/h-i  =      (4« -*- 2)/  — 5'; 

pour  les  points  b)t/y  6  =  ?t/     =  —  4*^-^5'; 

pour  les  points  w'j,+i,  ^  =  Ç;/+i  =— (4»-^  a)/  — {'; 

pour  les  points  coj/,  Ç  =  Ç'î/     =     4  *^  -^  5'» 

après  quoi,  on  aura  [en  désignant,  comme  dans  l'article  cité, 
pary(X)  la  fonction  Jo(2  ^ —  X),  où  J©  est  la  fonction  de  Bessel, 
et  par  t,  ^  les  coordonnées  courantes] 

?A=-yîi[(^-0*-(?-ÇA)«]j,      +A'=-yiI[(^-0'-(«-«A')*lî. 
Les  lignes  ^B'^  yC  seront  ^  =dr  /  et  l'on  aura,  sur  elles^ 

La  ligne  Py  sera  ^  =  o;  on  aura,  sur  elle. 

Enfin,  les  points  Pa  correspondront  à 

Ç  =(-!)*/,  f  =  f'+Ç'--(2A  +  l)/, 

les  points  Qa',  à 

5=_(_,)/*7,        <=<'-{'-(2A'-4-i)/, 

les  entiers  /i,  A'  devant  prendre  toutes  les  valeurs  positives  qui 
donnent  /^o.  a  et  b  élant  nuls,  on  a  ainsi  tous  les  éléments 
nécessaires  pour  calculer  les  formules  (5),  (6),  (9). 
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SUR  UNE  CERTAINE  CLASSE  DE  CUBIQUES  GAUCHES 
ET  SUR  DES  SYSTÈMES  ARTICULÉS  QUI  ST  RATTACHENT; 

Par  M.  R.  Bricard. 

1.  J'ai  signalé,  dans  un  travail  antérieur  (*),  certaines  relations 
entre  les  cubiques  focales  (cubiques  planes  circulaires  qui  con- 
tiennent leur  fojer  singulier)  et  le  quadrilatère  articulé.  Ces 
résultats  s'appliquent  en  particulier  à  la  strophoïde,  qui  est  une 
cubique  focale  à  point  double. 

Je  rae  propose  d'étudier  ici  une  classe  de  cubiques  gauches, 
auxquelles  je  donne  le  nom  de  cubiques  strophoïdaleSy  parce  que 
leurs  propriétés  généralisent  celles  de  la  strophoïde,  qu'elles  com- 
prennent d'ailleurs  comme  cas  particulier.  Le  principal  intérêt  de 
ces  courbes  me  paraît  résider  dans  le  fait  qu'on  peut  j  rattacher 
divers  systèmes  articulés  gauches  :  en  premier  lieu,  Voctaèdre 
aplalissable  auquel  j'ai  été  conduit  autrefois  par  des  considéra- 
tions toutes  différentes  (*)  et  c'est  l'obtention  de  ces  systèmes 
articulés  qui  constituera  l'objet  essentiel  de  cette  Note.  J'attirerai 
cependant  l'attention  sur  un  résultat  d'un  caractère  analogue  au 
théorème  de  Poncelet,  qui  se  trouve  énoncé  au  n^  7. 

2.  Voici  la  définition  des  cubiques  gauches  strophoïdales  (ou^ 
plus  simplement,  des  strophoïdales).  J'appelle  ainsi  une  cubique 
gauche  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

I®  Elle  rencontre  l'ombilicale  en  deux  points  i  et  H] 
2**  Sa  projection  orthogonale  sur  un  plan  (II)  ayant  pour 
droite  de  V infini  ii  a  son  point  double  à  tangentes  rectangu- 
laires :  cette  projection,  qui  contient  les  points  cycliques  du 
plan  (0),  est  donc  une  strophoïde  ('). 


(»)  Ce  Bultetin,  t.  XXVIII,  1900,  p.  89. 

(')  Mémoire  sur  la  tfiéorie  de  Voctaèdre  articule'  {Journal  de  Math,  pures 
et  appL,  1897  ). 

(')  Il  existe  une  corde  unique  de  la  slrophoYdale,  perpendiculaire  au  plan  (II); 
si  les  deux  extrémités  de  cette  corde  viennent  à  se  confondre,  la  stroplioïdale  se 
réduit  à  une  cubique  plane  circulaire,  ayant  un  point  double  à  tangenles  rec* 
tangulaires,  cest-à-dire  à  une  sU-ophoïde. 
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Une  cubique  gauche,  pour  êlre  strophoïdale,  est  assujettie,  on 
le  voit,  à  trois  conditions.  La  strophoïdale  la  plus  générale  dépend 
donc  de  12  —  3  =  9  paramètres,  dont  trois  seulement  sont  des 
paramètres  de  grandeur,  les  six  autres  étant  des  paramètres  de 
position. 

3.  Soient  V  une  strophoïdale,  et,  conservant  les  désignations 
précédentes,  i  et  i*  les  points  où  elle  rencontre  l'ombilicale,  (II)  un 
plap  dont  la  droite  à  l'infini  est  il.  Il  existe  une  corde  unique  de  F 
perpendiculaire  au  plan  (II).  Soient  a  et  ^  les  extrémités  de  cette 
corde. 

Les  points  a,  p,  /,  C  forment  une  division  harmonique  sur  la 
strophoïdale  V  {les  deux  premiers  points  étant  conjugués). 

Soient,  en  effet,  at  et  pu  les  tangentes  à  F,  en  a  et  ^.  Les 
plans  {oL^t)  et  (ol^u)  sont  rectangulaires,  d'après  la  définition 
même  des  strophoïdales.  Autrement  dit,  les  quatre  plans  (a^<), 
(a^i/),  (oc^c))  (tt^e')  forment  un  faisceau  harmonique  (les  deux 
premiers  plans  étant  conjugués);  mais  le  rapport  anharmonique  de 
ces  quatre  plans  est  égal  à  celui  des  points  a,  ^,  i,  i';  donc,  etc. 

La  plupart  des  propriétés  ultérieures  seVattachentàl'involution 
définie  sur  F  par  cette  condition  que  a  et  ^  sont  ses  points  doubles. 
Je  dirai  que  deux  points  de  F  qui  se  correspondent  dans  cette 
involution  sont  associés. 

Le  théorème  précédent  apprend  que  les  points  i  et  H  sont 
associés. 

4.  Considérons  deux  points  associés  variables,  m  et  m'.  La 
corde  mm'  engendre  une  quadrique  (P)  qui,  ayant  une  généra- 
trice ii'  rejelée  tout  entière  à  l'infini,  est  un  paraboloïde.  Je  dirai 
que  les  cordes  mm'  sont,  dans  ce  paraboloïde,  les  génératrices  (  1  ). 
Les  autres  génératrices  seront  dites  :  génératrices  (2);  chacune 
de  ces  dernières  ne  rencontre  F  qu'en  un  seul  point. 

Soient  alors  s  un  point  quelconque  de  F,  sx  la  génératrice  (2) 
de(P)  qui  passe  en  ce  point.  Cette  génératrice  sx  est  un  axe 
principal  du  cône  (S)  qui  a  son  sommet  en  s  et  qui  a  pour 
directrice  F. 
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Considérons  en  effet  {^Jig*  i)  la  trace  T  du  cône  (S)  sur  le 
plan  (n).  T,  qui  contient  les  points  cycliques  i  et  !  de  ce  plan, 
est  un  cercle.  Menons  5a  et  5^  et  soient  ao  et  ^q  les  traces  de  ces 
droites  sur  le  plan  (II);  i  et  i  doivent  être  conjugués,  sur  le 
cercle  T,  dans  une  involution  do  qui  a  pour  points  doubles  ao  et  ^0  \ 
cela  exige  que  les  points  ao  et  ^0  soient  diamétralement 
opposés  sur  T. 

Fig.  I. 


Cela  posé,  soient  m  et  m'  deux  points  associés  de  F;  sm  et  sm' 
ont  pour  traces  sur  le  plan  (H)  les  points  Mq  et  mj^,  qui  appar- 
tiennent au  cercle  T  et  sont  conjugués  dans  Tinvolution  do;  la 
corde  m^m\  est  donc  perpendiculaire  au  diamètre  ao^o*  On  voit 
ainsi  que  tous  les  plans  tels  que  (^momo)  contiennent  la  droite  jx, 
menée  par  le  point  s  perpendiculairement  au  plan  (^a^)  :  toutes 
les  cordes  mm'  rencontrent  cette  droite  sx^  qui  est  par  consé- 
quent  la  génératrice  (2)  de  (P),  issue  de  s. 

Mais  le  plan  (^a^)  est  un  plan  principal  de  (S);  sx  est  donc 
bien  un  axe  principal  de  ce  cône.  c.  q.  f.  d. 

Les  considérations  précédentes  mettent  encore  en  évidence  les 
faits  suivants,  dont  il  suffit  d'énoncer  les  deux  premiers  : 

Si  m  et  m'  sont  deux  points  associés  de  F,  les  droites  sm 
et  sm'  qui  joignent  ces  deux  points  à  un  point  quelconque  s 
de  F  sont  également  inclinées  sur  le  plan  (II)  et  font,  par 
conséquent,  des  angles  égaux  avec  a^. 

Tout  point  de  a^  est  équidistant  des  droites  sm  et  sm'. 

Enfin,  si  (m,  m')j  (/i,  n')  sont  deux  couples  quelconques  de 
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points  associés,  s  un  point  quelconque  de  F,  les  angles  msn, 
m'sn  sont  égaux  ou  supplémentaires ,  et  y  de  même,  les  angles 

m'sn^  msn'. 

Cela  résulte  Immédiatement  de  ce  que  la  droite  sx  est  bissec- 
trice, intérieure  ou  extérieure,  de  chacun  des  angles  msm\  nsn'. 
Ce  dernier  énoncé  peut,  d'ailleurs  être  précisé. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que  la  cubique  T  ayant  deux  asymptotes 
Imaginaires,  n'a  qu'une  seule  branche  réelle,  et  que  (/n,  m'), 
(/i,  /i'),  formant  sur  F  deux  couples  de  points  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  réels  a,  ^,  se  succèdent  nécessaire- 
ment dans  un  ordre  tel  que  les  arcs  mm'j  nn*  n'aient  aucune 
partie  commune,  ou  bien  que  Fun  de  ces  deux  arcs  soit  entière- 
ment contenu  dans  l'autre.  On  peut  évidemment  supposer  les 
notations  tellement  choisies  que  l'ordre  dans  lequel  les  quatre 
points  en  question  se  succèdent  sur  F  soit  Fun  des  deux  suivants  : 

m,  71,  /i',  m'        ou        m,  tn\  n,  n\ 

Considérons,  par  exemple,  la  première  hypothèse;  si  le  points 

est  très  éloigné  sur  F,  les  angles  m^/i,  m'sn  sont  tous  deux  très 
voisins  de  zéro  et  sont,  par  suite,  égaux;  il  en  est  ainsi,  par  raison 
de  continuité,  jusqu'au  moment  où  le  point  s  franchit  le  point  m 

pour  entrer  dans  Farc  mn.  Alors  l'angle  msn  passe  brusquement 

d'une  valeur  à  la  valeur  supplémentaire  tandis  que  Fangle  m!sn^ 
varie  toujours  d'une  façon  continue.  On  a  donc,  à  partir  de  ce 
moment,  et  tant  que  le  points  reste  dans  l'arc  mn^ 

msn  =  iî  —  m'sn  f 

et  ainsi  de  suite.  On  raisonnera  de  même  sur  la  seconde  hypothèse, 
et  l'on  se  rend  aisément  compte  que  l'énoncé  suivant  s'applique  à 

tous  les  cas  possibles  :  les  angles  msn,  m'sn'  sont  égaux  si  le 
point  s  appartient  à  la  fois  aux  arcs  mm'j  nn'  ou  s^ il  n'est  sur 
aucun  de  ces  arcs;  les  mêmes  angles  sont  supplémentaires  si  le 
point  s  est  sur  un  seul  des  arcs  mm\  nn'. 
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5.  Outre  les  points  i  et  i',  la  strophoïdale  Y  possède  un  point  à 
l'infini  ^.  Soil  o-  le  point  de  F  associe  à  a'.  Je  vais  montrer  que  : 

Le  cône  (S),  qui  a  pour  sommet  <t  et  pour  directrice  F,  est  de 
révolution;  son  axe  est  parallèle  à  a^. 

Joignons,  en  effet  {fig»  2),  chacun  des  points  a  et  ^  au  point  7 
et  au  point  o-'. 

D'après  un  résultat  précédent,  ao*  et  7.^  sont  également  incli- 

Fig.  2. 


nées  sur  ap,  de  même  Po-  et  p^';  mais  cl^s^  et  pT'  sont  parallèles  :  le 
triangle  aaP  est  donc  isoscèle  (aa=:  9^), 

Par  conséquent,  si  Ton  construit  à  nouveau  la  figure  1,  en  rem- 
plaçant le  points  par  le  point  o-,  on  voit  que  le  triangle  aaopo  ^^^ 
aussi  isoscèle  ((Tao  =  o'po)i  et  que  le  point  o*  se  projette,  sur  le 
plan  (II),  au  centre  du  cercle  T.  Le  cône  (S)  est  donc  de  révolu- 
tion, et  son  axe  est  parallèle  à  ap.  c.  q.  f.  d. 

Tous  les  cônes  du  second  ordre  qui  contiennent  F  ont,  comme 
on  Ta  vu,  une  série  de  plans  cycliques  perpendiculaires  à  a^.  On 
est  donc  conduit  à  la  nouvelle  définition  que  voici  des  cubiques 
strophoïdales  : 

Une  telle  cubique  est  l^ intersection  incomplète  d^un  cône  de 
révolution  et  d^un  cône  du  second  ordre  ayant  une  série  de 
plans  cycliques  parallèles  à  Vaxe  du  premier  cône,  les  deux 
cônes  ayant,  d^ ailleurs,  une  génératrice  commune. 

Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  où  le  sommet  du  cône 
de  révolution  est  rejeté  à  l'infini  :  la  slrophoïdale  est  alors  le 
cercle  cubique  dont  M.  Schœnflies  a  signalé  l'intérêt  pour  l'étude 
du  déplacement  infiniment  petit  d'une  figure  de  grandeur  inva- 
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riable  (').  M.  Schœuflies  avait  reconnu  l'existence  des  couples  de 
points  associés  sur  le  cercle  cubique,  et  démontré,  relativement  à 
ces  couples,  le  théorème  obtenu  plus  haut,  à  la  fin  du  n^  4. 

6.  Soient  (m,  m'),  (/i,  /i')  deux  couples  de  points  associés 
der. 

Le  quadrilatère  mnm'n'  est  circonscrit  à  une  inanité  de 
sphères  dont  chacune  a  son  centre  sur  ap. 

En  effet,  comme  on  Ta  vu  au  n*'  4,  tout  point  co  de  a^  est  équi- 
distant  de  mn  et  de  m/i'.  Il  existe  donc  une  sphère  de  centre  w 
qui  touche  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  mnm' n'. 

On  peut  dire  aussi  que  le  quadrilatère  mnm'n'  est  tracé  sur 
un  hyperboloïde  de  révolution  ayant  pour  axe  a^. 

En  rapprochant  ce  résultat  du  théorème  obtenu  à  la  fin  du  n^4, 
on  voit  que  : 

Étant  donné  un  quadrilatère  mnm' n'  tracé  sur  un  hyper- 
boloïde de  révolution  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  circons^ 
criptible  à  une  infinité  de  sphères),  le  lieu  des  points  s  tels  que 

les  angles  msn,  m'sn  soient  égaux  ou  supplémentaires^  et^  de 

même,  les  angles  msn'^  m'sn,  comprend  une  strophoïdale  T 
qui  passe  par  les  points  m,  m',  /i,  n'  (^). 

Ce  théorème  ne  peut  encore  être  considéré  comme  démontré 
en  toute  rigueur  :  on  pourrait  craindre,  en  effet,  que  le  quadrila- 
tère mnm'n\  ayant  pour  sommets  deux  couples  de  points  asso- 
ciés d'une  strophoïdale,  ne  possède  quelque  propriété  autre  que 
celle  d'être  circonscriptible  à  une  infinité  de  sphères.  Il  faut 
montrer  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  et,  à  cet  effet,  établir  directement 
le  théorème  énoncé. 

Soient  donc  (H)  l'hvperboloïde  dont  il  est  question  dans 
l'énoncé,  X  son  axe.  Effectuons  une  projection  orthogonale  sur  le 


('  )  Voir  la  Géométrie  du  mouvement,  de  M.  Scliœndies,  pp.  119-iaa  de  la  tra- 
duction française. 

(')  Le  lieu  coiiiplct  comprend^  outre  la  strophoïdale  F,  une  courbe  dont  il  y 
aurait  pcut-<^lrc  lieu  de  faire  l'étude. 
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plan  équatorial  (II)  de  (H),  supposé  horizonlal,  pour  simplifier 
le  langage  (yî^.  3). 

Le  quadrilatère  mnm! n!  est  circonscrit,  en  projection,  au  cercle 
de  gorge  de  Thyperboloïde. 

Fig.  3. 


Menons,  dans  Tespace,  les  tangentes  en  m,  m',  ai,  n',  aux  paral- 
lèles de  (H)  qui  passent  par  ces  points  respectifs.  Les  quatre  droites 
ainsi  obtenues  sont  celles  «des  bissectrices  des  angles  m,  /i,  m\  n'y 
qui  ne  rencontrent  pas  X. 

Elles  appartiennent  à  un  même  paraboloïde  {9)  :  en  effet, 
toutes  sont  parallèles  à  (D)  et  rencontrent  les  deux  droites  de 
Fespace  mm\  nn^ . 

Menons  les  perpendiculaires  communes  à  X  et  aux  diverses  gé- 
nératrices horizontales  du  paraboloïde  (P).  Le  lieu  des  pieds  de 
ces  perpendiculaires  sur  les  génératrices  de  (P)  est,  comme  l'on 
sait,  une  cubique  gauche  F,  qui  contient  évidemment  les  points  m, 
m\  n,  n\  Je  dis  que  c'est  une  slrophoïdale. 

En  effet,  et  tout  d'abord,  F  contient  les  points  cycliques  du 
plan  (n)  :  ce  sont  les  points  qui  correspondent  aux  génératrices 
horizontales  isotropes  de  (P).  En  outre,  X  est  une  corde  de  F, 
parce  qu'il  existe  deux  génératrices  horizontales  D  et  D',  rencon- 
trant X,  en  des  points  a  et  ^  qui  appartiennent  visiblement  à  F. 
Les  plans  tangents  menés  à  F  par  X  sont  respectivement  perpen- 
diculaires à  D  et  à  D^  Je  dis  que  ces  plans  tangents  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  les  génératrices  D  et  D'  sont  rectangu- 
laires. 

En  effet,  les  droites  mm',  nn'  sont  conjuguées  par  rapport  à  (H), 
puisque  l'une  de  ces  droites  est  l'intersection  des  plans  (angents  à 
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rhyperboloïde  aux  points  où  Tautre  droite  le  rencontre.  Il  en 
résulte  que  D  et  D'  sont  aussi  conjuguées  par  rapport  à  H.  En 
effet,  D  rencontre  mm\  nn!,  X  et  la  droite  à  Tinfini  du  plan  (II). 
Sa  conjuguée  doit  rencontrer  les  conjuguées  de  ces  droites,  qui 
sont  respectivement  n/i',  m/n',  la  droite  à  Tinfini  du  plan  II,  et  X: 
ce  ne  peut  être  que  D'. 

D'  doit  donc  contenir  en  particulier  le  pôle  du  plan  (D,  X). 
Or,  ce  pôle  est  rejeté  à  l'infini  dans  la  direction  horizontale  per- 
pendiculaire à  celle  de  D.  D  et  D'  sont  donc  bien  rectangulaires. 

Il  résulte  de  là  que  F  a  bien  les  caractères  d'une  strophoïdale  ; 
(m,  m')  et  (/i,  n')  sont,  sur  cette  courbe,  deux  couples  de  points 
associés,  puisque  mm!  et  nn!  sont  deux  génératrices  non  horizon* 

taies  de  (P),  et  tout  point  5  de  F  est  tel  que  msn  =  m^sn!  ou 

n  —  m^sn ,  m'sn  =  msn!  ou  7t  —  msr?.  La  proposition  que  nous 
avions  en  vue  est  ainsi  complètement  établie. 

7.  Considérons  maintenant  sur  F  ^roes  couples  de  points  asso- 
ciés  (m,  m'),  (/i,  /i'),  {p^  p').  Joignons  ces  six  points  deux  à  deux, 
en  évitant  de  joindre  les  points  d'un  môme  couple.  On  forme  ainsi 
un  octaèdre  à  faces  triangulaires  :  je  l'appellerai  Voctaèdre 
(mnpm'n'p^). 

Fig.  4. 


Cet  octaèdre  est  circonscrit  à  deux  sphères  dont  les  centres  w 
et  co'  appartiennent  à  F. 

Soient,  en  effet  (Jiff-  4)»  w  et  w'  les  deux  points  où  les  plans  bis- 
secteurs du  dièdre  mn  de  Toclaèdre  rencontrent  la  droite  ap.  Consî- 
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dérons,  par  exemple,  le  poinlo)  :  il  esl  équidistanl  des  plans  (mn/))^ 
(mnp^).  D'autre  part,  le  plan  (maj3)  qui,  on  l'a  vu,  est  un  plan 

bissecteur  de  chacun  des  angles  nm/i^  pmp  ,  est  un  plan  de  symé- 
trie pourTangle  tétraèdre  m.npn'p'.  Le  point  w,  qui  appartient  à 
ce  plan,  est  donc  équidislant  des  faces  (mnp)  et  (m/i'/?'),  ainsi 
que  des  faces  (mnp')  et  (mn'p).  En  résumé,  le  point  w  est  équi- 
dislant des  quatre  faces  de  Toctaèdre  qui  se  rencontrent  au  som- 
met /72,  et  il  existe  une  sphère  (û),  de  centre  co,  et  tangente  à  ces 
quatre  faces.  En  appliquant  le  même  raisonnement  aux  autres 
angles  tétraèdres,  ou  voit  que  (ù)  est  tangente  aux  quatre  autres 
faces  de  l'octaèdre.  On  reconnaîtra  de  même  qu'il  existe  une 
sphère  (û'),  de  centre  w',  tangente  aux  huit  faces  de  l'octaèdre 
(mn/>/n'/i'//). 

Remarque  I.  —  Toute  face  de  l'octaèdre,  étant  tangente  aux 
deux  sphères  (Q)  et  (IV),  doit  contenir  un  de  leurs  centres  de 
similitude.  Or,  deux  faces  qui  ont  en  commun  une  arête  de 
l'octaèdre,  mn  par  exemple,  ne  peuvent,  en  général,  contenir  un 
même  centre  de  similitude  :  il  faudrait  en  effet  que  mn  rencontrât 
oL^y  ce  qui  n'a  pas  Heu,  si  m  et  n  sont  arbitraires  sur  F.  On  en 
conclut  l'énoncé  suivant  : 

Les  faces  de  l'octaèdre  peuvent  être  réparties  en  deux 
groupes  de  quatre  faces,  deux  faces  quelconques  d'un  même 
groupe  ayant  en  commun  un  sommet  et  un  seul  de  C octaèdre  ; 
Les  quatre  faces  d'un  même  groupe  contiennent  un  même 
centre  de  similitude  des  deux  sphères  (Û)  et  (il'),  et  les  quatre 
autres  faces  contiennent  Vautre  centre  de  similitude. 

Remarque  //.  —  Il  existe  oc^  octaèdres  ayant  pour  sommets 
opposés  des  couples  de  points  associés  de  F.  Les  sphères  qui  leur 
sont  inscrites,  en  vertu  du  théorème  démontré  plus  haut,  ont 
toutes  leurs  centres  sur  aj3,  elles  ne  sont  par  conséquent  qu'en 
nombre  00-.  On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Soit  (û)  une  sphère  ayant  son  centre  sur  a^  :  il  existe 
x'  octaèdres  inscrits  àV  et  circonscrits  à  (ii). 

On  peut  rappi^ocher  ce  résultat,  dont  le  caractère  est  analogue  à 
xxxn.  18 
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celui  du  ihéorème  de  Poncelet,  de  ceux  que  MM.  Humbert  et 
Fonlené  ont  obtenus  dans  des  travaux  récents. 

8.  J'arrive  maintenant  aux  propriétés  métriques  et  aux  relations 
avec  certains  systèmes  articulés  qui,  ainsi  que  je  l'ai  dit,  me  pa- 
raissent donner  aux  strophoïdales  leur  principal  intérêt. 

Soient  encore  (m,  m'),  (n,  /i'),  {py  p')  trois  couples  de  points 
associés  sur  F,  et  {mnprn! n' p')  l'octaèdre  considéré  au  n°  7. 

Imaginons  que  les  arêtes  mn^  mp,  mn! ^  mp\  np^  pnl ^  n!p\  p'  n 
(marquées  en  traits  plus  forts  sur  la  figure4)  soient  réalisées  par  des 
tiges  rigides,  articulées  en  leur  point  de  rencontre.  Les  quatre 
triangles  mnp^  mpn! ^  mn! p\  mp' n  sont  invariables,  mais  leur 
ensemble  constitue  un  angle  tétraèdre  m,npn' p\  évidemment  dé- 
formable  (la  déformation  dépendant  d'un  paramètre). 

Le  quadrilatère  npn'p'  étant,  comme  on  Ta  vu,  circonscriptible 
à  une  infinité  de  sphères,  on  sait  qu'il  existe  entre  les  longueurs 
de  ses  quatre  côtés  une  relation  de  la  forme 

(i)  np±:pn'dz  n'p'àzp' n  =  o. 

Imaginons  que  Ton  déforme  d^une  façon  continue  l'angle 
tétraèdre  m, npn'p'.  La  relation  (i)  étant  constamment  satisfaite, 
le  quadrilatère  npn'p'  sera,  à  un  moment  quelconque,  circonscrit 
à  une  infinité  de  sphères.  D'autre  part,  on  aura  toujours 

nmp  =  n!  mp'        ou        ir  —  n'  mp' 
et 

nmp'  =  n  mp        ou         iz  —  n' mp] 

par  conséquent,  le  point  m  appartient  toujours  à  la  strophoïdale, 
lieu  partiel  des  points  d*oii  l'on  voit  les  côtés  opposés  du  quadri- 
latère npn'p',  sous  des  angles  égaux  ou  supplémentaires  (le  point 
m  ne  peut  appartenir  à  une  branche  de  ce  lieu  autre  que  la  stro- 
phoïdale, parce  qu'il  était  sur  cette  dernière  courbe,  dans  les  con- 
ditions initiales,  et  que  Ton  suppose  continue  la  déformation). 

Cela  posé,  construisons,  à  un  moment  quelconque,  le  point  m'^ 
associé  à  m  sur  la  strophoïdale  dont  il  s'agit.  On  a 

p  n  m'  =  pn  m         ou         t:  —  pnm , 
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et,  toujours  à  cause  de  la  contiouitë  de  la  déformalion,  la  relation  à 
choisir  est  celle  qui  se  trouve  satisfaite  dans  les  conditions  initiales. 

Autrement  dit,  V angle  p' nm!  conserve  une  grandeur  con- 
stante. 

On  reconnaît  qu'il  en  est  de  même  pour  tous  les  angles  des 
quatre  triangles,  faces  de  l'angle  tétraèdre  m' .npnp'  :  ces  quatre 
triangles  sont  donc  invariables,  et  il  est  démontré  que  l'octaèdre 
{mnpm' n^p')  peut  être  déformé  avec  conservation  de  ses  faces, 

9.  Cet  octaèdre  prend  un  aspect  particulièrement  remarquable, 

quand  Tun  de  ses  dièdres,  mn  par  exemple,  devient  égal  à  o  ou 
à  tz.  On  se  rend  immédiatement  compte  que  tous  ses  autres 
dièdres  devront  prendre  en  même  lempsi  l'une  ou  l'autre  de  ces 
valeurs;  autrement  dit,  l'octaèdre  est  complètement  aplati.  Cette 
circonstance  pouvant  se  présenter  de  deux  manières,  suivant  que 
Ton  a 

mn  =  o        ou         nin  =  «, 

on  voit  que  t octaèdre  {ninpm^n' p')  peut  être  aplati  de  deux 
manières. 

Considérons-le  dans  une  de  ces  positions  d'aplatissement.  La 
cubique  F  est  alors  une  strophoïde,  et  les  quadrilatères  mnm' n' ^ 
npn^ p\  mpm'p^  sont  chacun  circonscrits  à  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  double  de  la  stroptioïde. 

Réciproquement,  donnons-nous  deux  cercles  concentriques  et 
deux  points  quelconques  m,  m'.  Construisons  les  quadrilatères 
mnm!n\  mpm! p\  circonscrits  respectivement  à  ces  deux  cercles. 
Il  est  facile  de  voir  que  les  (m, m'),  {tiTn')j{p,p')  constituent  trois 
couples  de  points  associés  sur  une  strophoïde  ayant  pour  point 
double  le  centre  commun  des  deux  cercles;  le  quadrilatère  npn'p' 
est  donc  circonscrit  à  un  cercle  concentrique  aux  deux  premiers. 
On  a  ainsi  construit  simplement  un  octaèdre  articulé,  dans 
Vune  de  ses  formes  aplaties  y  et  il  est  évident  que  la  construc- 
tion est  aussi  générale  que  possible. 

10.  On  peut  établir  la  déformabililé  de  Vociaièdre  (m np  m' n' //) 
par  une  autre  méthode,  qui  présente  l'avantage  de  conduire  ù  lu 
connaissance  de  nouveaux  systèmes  articulés. 
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La  courbe  Y  élant  iiniciirsale,  on  peul  faire  correspondre,  d^ine 
façon  univoque,  un  paramètre  à  un  point  variable  de  cette 
courbe,  et  cette  correspondance  peut  être  établie  de  manière  qu'à 
trois  points  donnés  de  F  soient  attachées  trois  valeurs  quelcon- 
ques, données  a  priori,  du  paramètre.  Supposons  la  correspon- 
dance telle  qu'aux  points  a,  ^  et  au  point  réel  à  Tinfini  de  F  soient 
attachées  respectivement  les  valeurs  o,  oo  et  i  du  paramètre.  Deux 
points  associés  m  et  m'  étant  conjugués  harmoniques  sur  F  par 
rapport  à  a  et  |3,  leurs  paramètres  u  et  |jl' satisfont  à  la  relation 

(l)  |x-hi/  =  o. 

Cela  posé,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

i"  Soient  m,  /i,  n',  trois  points  de  F,  les  deux  derniers  étant 
associés.  On  a,  entre  les  longueurs  mn  et  mn' ,  la  relation 

..  nui    __  (fJL  —  V)(|  — V>  _   (fJL  — v)(i-f-v) 

^^'  mn'       (fx  — v)(i— v)        (|ji~Hv)(i--v)' 

[x  et  V  élant  les  paramètres  des  points  m  et  /2. 

En  effet,  mn  et  mn'  sont,  comme  on  Fa  vu,  également  inclinées 
sur  la  droite  a^.  Si  donc  Fon  désigne  par  mi,Ai|,/i'j  les  projec- 
tions orthogonales  des  points  m,  /i,  /i',  sur  a^,  on  a 

mn        mini 
mn'       niin'i 

Or,  il  est  clair  que,  lorsqu'un  point  parcourt  F,  sa  projection 
orthogonale  sur  mn  lui  correspond  homographiquement.  Soit 
donc  <y'^  le  point  à  Finfîni  de  a^  (projection  du  point  à  Finfini  a-' 
de  F).  On  a  Fégalité  entre  rapports  anharmoniques 

d'où  résulte  bien  Fégalité  (2). 

Cette   relation,    on   le   voit,    conduit    à   attribuer  un  signe  au 

rapport r*  Ce  rapport  est  positif  quand  le  point  m  est  extérieur 

à  Farc  nn,  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 

•2"  Soient  m,  n^p  trois  points  quelconques  de  F;  jjl,  v,  ro  leurs 
paramètres  respectifs.  On  «,  entre  les  longueurs  np^  pm^  mn, 
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la  relation 

l   (I-+- tx)(v -f-ro) — ï        (l-h  v)(T!J-f-  ja) » 

W.-,.)(v-.)">'-^(.-v)(.-,.)^'» 
(3)  < 

(i-+-tn)(fJi-hv) » 

l  (I--T3)((X--V) 

Soient,  en  effet,  /i'  et/>'  les  points  de  F,  associés  respectivement 

à  71  età/>.  Les  angles  nmp^  nfmp'  étant  égaux  ou  bien  supplémen- 
taires, écrivons  que  leurs  cosinus  sont  égaux  ou  bien  égaux  en 
valeur  absolue  et  de  signes  contraires;  on  a  ainsi  l'une  des  deux 

relations 

" — î      — j      — t  — i      — -i     -^i 

mn  -i-  mp  —  np    __       mn    •+■  mp    —  n  p 


ou 

mn 


\mn 1 1  mp |  |  mn'  \  \  mp'  | 

i       — »      — *       ,     \fnn\\mp\  ( -,»      ;»      "7-,*^ 

-\-mp  —np   —àz-i ,  .\mn'  -h  mp'  —  np'  )\ 

^  ^  \mn\\mp  \^  ^  ^    '» 


les  longueurs  des  segments  mn^  mp,  etc.,  sont  écrites  entre  traits 
verticaux  pour  montrer  que,  dans  la  relation  précédente,  elles  ne 
figurent  que  par  leurs  valeurs  absolues.  Mais,  diaprés  la  discus- 
sion qui  termine  le  n**  4,  les  angles  nmp,  n' mp  sont  égaux  si  le 
point  m  appartient  à  la  fois  aux  arcs  np,  n'p',  ou  bien  s'il  est 
extérieur  à  tous  les  deux;  les  mêmes  angles  sont  supplémentaires 
si  le  point  m  est  sur  un  seul  de  ces  arcs  ;  d'autre  part,  le  rapport 

mn .  mp 
mn'  ,mp' 

est  positifdans  le  premier  cas,  négatif  dans  le  second.  On  a  donc, 
dans  tous  les  cas,  en  grandeur  et  en  signe  : 

(4)  mn  ^mp  —  np   =  ,nn'  mp'^'^^    '^  ^^    ^^^    ^' 

Cela  posé,  on  a 

,  (|JH-V)(I  —  V) 

/w/i'=  -i '-] {mn, 

^    ,  _  (fJL-f-cy)(l  — TO) 
'^P        ({A  — m)  (14-©)"*^' 

,,       (— vH-roXi  — TO),                 ,          (td-4-v)(i  — v) 
n  p  =. n  p.         n  p  = np. 
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d'où 

,    ,  (i  — v)(i  — m) 

'  (i^v)(i-4-nT)    ' 

En  remplaçant,  dans  la  relation  (4),  /«/i',  nip\  n! p^  par  les 
valeurs  prëccdenles,  on  trouve,  toutes  réductions  faites,  la  rela- 
tion (3). 

11.  Cela  posé,  considérons,  sur  une  strophoïdale  F,  variable, 
trois  points  m,  /i,  />,  de  pur  a  me  très  fixes  [jl,  v,  u).  Comme  on  l'a 
remarqué  au  début,  F  dépend  de  trois  paramètres  de  grandeur; 
on  peut  donc  déformer  cette  cubique  en  l'assujettissant  à  deux 
conditions  ;  je  choisirai  les  suivantes  :  mn  et  mp  restent  de  lon- 
gueurs constantes. 

Il  résulte  alors  de  la  relation  (3)  que  np  reste  aussi  de  longueur 
constante,  et  de  la  relation  (q),  que  toutes  les  autres  arêles  de 
Foctaèdre  {mnpm'nJp')  sont  aussi  de  longueurs  constantes;  par 
exemple,  il  en  est  ainsi  pour  les  arêtes  mn',  n'm!^  m!n^  à  cause 
de 

mn'  n'm'  m'n 

=  consl.,         — ; —  =  const.,         — r— »  =  const. 

mn  n  m  m  n 

On  a  donc  bien  retrouvé  que  Foctaèdre  (mnp  m'n'p')  estdéfor- 
mable  avec  conservation  de  ses  arêtes. 

Mais  ce  n'est  pas  tout.  Soit  l  un  nouveau  point  de  F,  de  para- 
mètre fixe  X.  On  a 

1  — -î  2 

Al  /m    -^  Bi  in   -H  Ci  mn   =  o 


ou 


—  1  — s 

Al /m   -4-B1//1   =  const., 


Al  et  B|  étant  des  constantes.  U  en  résulte  (théorème  de  Stewart) 
((uc  le  point  /  reste  à  distance  constante  d'un  certain  pointdem/}  ; 
je  dirai,  plus  brièvement,  que  le  point  /  est  lié  à  un  certain  point 
de  mn. 

Le  même  raisonnement  peut  se  répéter,  en  considérant,  au  lieu 
de  mriy  les  diverses  arêtes  de  Foctaèdre  {mnp  m' n' p'). 

En  résumé  : 

On  petit,  sans  gêner  la  iléformation  de  C  octaèdre  (m  np  m'n'p)^ 
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lier  un  point  l  à  douze  points  com>enablement  choisis  sur  les 
arêtes  rie  l'octaèdre,  et  cela  d'une  infinité  de  manières. 

Les  points  des  arêtes  de  Toclaèdre,  qui  sonl  liés  au  point  /, 
forment  une  configuration  qu^il  faut  signaler  :  les  trois  points  qui 
appartiennent  aux  trois  arêtes  limitant  une  même  face,  par 
exemple  aux  arêtes  /i/>,  pm^  mn,  sont  nécessairement  en  ligne 
droite,  sans  quoi  la  figure  formée  par  le  triangle  mnp  et  le  point  / 
seraient  évidemment  rigides.  En  partant  de  cette  remarque,  on 
reconnaît  aisément  que  les  douze  points  en  question  sont  répartis 
trois  par  trois  sur  huit  droites  formant  deux  quadrilatères,  tels 
que  chaque  côté  de  Fun  rencontre  un  côté  de  Tautre,  ainsi  que 
rindique  le  schéma  suivant  (fig.  5)  : 

Fig.  5. 


Ces  douze  droites  forment  donc  un  système  articule  gauche, 
analogue  à  celui  que  MM.  Hart  et  Kempe  ont  étudié  dans  le 
plan  (•). 

12.  On  peut,  pour  l'obtention  de  nouveaux  sj'stèmes  articulés, 
tirer  un  autre  parti  des  relations  (2)  et  (3),  et  du  fait  que  T  dépend 
de  trois  paramètres  de  grandeur.  Par  exemple,  considérons  sur  F 
quatre  couples  de  points  associés  [ni^ni')^  (n^n')^  (/n<,m,), 
(fii,  Ai<),  et  supposons  que,  les  paramètres  |jl,  v,  [jl,,  V|  des  points 
m,  /i,  niiy  /i|  ayant  des  valeurs  fixes,  on  déforme  F  de  telle  ma- 
nière que  les  longueurs  mn,  m^n^  soient  constantes.  On  voit,  par 


(«)  M.  FoNTKNÈ  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1904,  p.  io5)  a  déjà 
déterminé  les  cas  où  le  syslcme  articulé  représenté  par  le  schéma  de  la  figure  5 
est  déformable,  avec  deux  paramètres. 
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le  raisonnement  du  n"  M,  que  les  deux  quadrilatères  mmn!ii\ 
msnsm\n\  conservent  tous  deux  des  côtés  de  longueurs  con- 
stantes; en  outre,  chaque  sommet  de  Tun  reste  lié  à  un  point  de 
chaque  côté  de  l'autre  quadrilatère. 

Considérons,  par  exemple,  le  côté  mn  du  premier  quadrilatère 
et  le  côté  ntsii^  du  second;  le  point  m  et  le  point  n  sont  liés 
chacun  à  un  certain  point  de  mf/ii,  le  point  m^  et  le  point /Z|  sont 
liés  chacun  à  un  certain  point  de  mn  ;  en  définitive,  quatre  points 
de  mn  se  trouvent  liés  à  autant  de  points  de  m^n^  ;  mais  on  sait 
que  si  deux  droites  sont  en  déplacement  relatif  tel  que  trois  points 
de  Tune  soient  liés  à  trois  points  de  l'autre,  tout  point  de  Tune 
est  lié  à  un  point  de  l'autre;  les  deux  droites  sont  des  généra- 
trices d'un  même  système  d'un  hyperboloïde  articulé.  Les  consi- 
dérations qui  précèdent  conduisent  donc  à  une  combinaison  de 
seize  hyperboloïdes  articulés,  sur  laquelle  je  ne  m'étendrai  pas 
davantage. 


SUR 

L'EXTENSION  DU  THÉORÈME  DES  POLYGONES  DE  PONCELET  A  LESPAGE, 

PAR  DES  POLYÈDRES  DE  GENRE  un; 

Par  M.   G.  Fontené. 

L'extension  du  théorème  des  polygones  de  Poncelet  à  l'espace 
peut  être  tentée  avec  des  polygones  gauches  ou  avec  des  polyèdres. 
M.  Darboux  a  donné  pour  le  premier  point  de  vue  le  théorème 
des  routes  de  lumière;  je  donne  ici  pour  le  second  point  de  vue 
une  prévision  générale,  dont  je  démontre  l'exactitude  dans  un  cas 
particulier,  suffisant  pour  inspirer  confiance. 

Je  tiens  à  dire  que  la  première  idée  de  l'emploi  de  polyèdres  de 
genre  un  pour  l'objet  indiqué  ici  s'est  présentée  au  cours  d'une 
conversation  avec  M.  R.  Bricard. 


I. 

Ce  premier  paragraphe  est,  à  peu  de  chose  près,  la  reproduction 
d'une  ISote  qui  a  paru  dans  les  Nou^^elles  Annales  en  igo.^- 

1.  Appelons  polyèdre  homogène  un  polyèdre  dont  toutes  les 
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faces  ont  le  même  nombre  x  de  côtés,  dont  tous  les  angles  solides 
ont  le  même  nombre^  d'arêtes.  Un  polyèdre  homogène  de  genre 
un  donne  Heu  aux  trois  relations 

F  -+.  S  =  A, 

homogènes  par  rapport  à  F,  S,  A.  L'élimination  de  ces  trois 
quantités  donne 


-  -+-  — =1 

X       y 

ou 

(^  — a)(r  — a)  = 

ne  avoir 

J7=4, 

r  =  4 

avec         F  =  S, 

^  =  3, 

r  =  6 

avec        F  =2  S, 

r=3, 

ar  =  6 

avec        S  =  2F, 

c'est-à-dire  trois  classes  de  polyèdres,  que  Ton  peut  appeler  respec- 
tivement tétragonaux,  trigonaux^  hexagonaux • 

Parmi  les  polyèdres  tétragonaux  sont  des  polyèdres  à  un  trou 
ou  polyèdres  toriques  {fig.  i),  dont  les  faces  sont  des  quadrilatères 


Fig.  I. 


assemblés  4  ps^i*  4  autour  de  chaque  sommet.  Si  p  est  le  nombre 
des  sommets  sur  un  contour  tel  que  ABCD...  et  si  q  se  rapporte 
au  conlour  AA'A"A"^..,  le  nombre  des  sommets  ou  des  faces  est 
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/^  7j/^>^>  7>^'[M- '^*''^^**^  a  envisagé  (No iwe lies  Annales,  1904) 
un  polyèdre  télragonal  à  8  sommets.] 

Mobius,  qui  paraît  s'être  occupé  le  premier  de  polyèdres  de 
genre  un,  a  indiqué  une  construction  du  polyèdre  Irigonal  à  7  som- 
mets (^).  M.  Bricard  en  a  indiqué  une  autre,  qui  a  été  étendue 
par  M.  Deltour  [Nouvelles  Annales,  1904)  au  cas  de  S  quel- 
conque. 

2.  De  combien  de  paramètres  dépendent  les  polyèdres  consi- 
dérés? Les  sommets  donneraient  lieu  à  3S  paramètres,  sijies  faces 
étaient  nécessairement  des  triangles;  mais  il  faut  défalquer  x  —  3 
paramètres  pour  chaque  face  lorsque  les  faces  ont  x  côtés;  le 
nombre  des  paramètres  restant  est 

3S  — F(r  — 3), 
ou 

3(F4-S)  — 7.A, 

ou 

F  M- s. 

Si  donc  le  polyèdre  doit  être  circonscrit  à  une  quadrique 
et  inscrit  à  une  autre,  ce  qui  forme  F  4-  S  conditions,  il  est 
déterminé,  au  moins  en  apparence.  Il  y  a  lieu  de  se  demander 
si  la  recherche  d'un  tel  polyèdre  n'est  pas  un  problème  généra- 
lement impossible,  qui  ne  devient  possible  qu'en  devenant  indé- 
terminé. 

Les  choses  pourront  d'ailleurs  se  passer  un  peu  différemment,  et 
l'on  en  aura  un  exemple  dans  le  cas  traité  plus  loin.  Les  F  (a: — 3) 
conditions  indiquées  ci-dessus  peuvent  n'êlre  pas  distinctes;  si  A: 
d'entre  elles  sont  les  conséquences  des  autres,  le  polyèdre  dépend 
de  paramètres  en  nombre  F  -+-  S  -f-  A;  quand  on  l'astreint  à  être 
circonscrit  à  une  quadrique  et  inscrit  à  une  autre,  il  paraît  dépendre 
encore  de  k  paramètres.  Il  est  possible  que  les  deux  quadriques 
doivent  satisfaire  à  une  condition  invariante,  et  que  le  polyèdre 
dépende  alors  de  A*  -i-  i  paramètres. 


(')  Voir   rOuvragc  de  M.  Max   Brùckner  (ViciecAe  und  Vieijlache^  Leipzig. 
1900,  p.  aai  ). 
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II. 


3.  Considérons  le  polyèdre  lélragonal  torique  qui  correspond 
aux  valeurs  />  =  3,  y  =  3  {fig*  2). 


Il  a  9  faces  quadrangulaircs 


B'Cr/B',     C'A'A''C^        A'B'B''A% 

B'C'GB,     G'A^AG,  A'B'B  A  ,     ou    a\b\c, 

B  r  r/R'.    r  AAT'.        vrr'a'. 


A'B'B''A%     ou     a,b,c, 
t.  L.  »,     i^'AAU,  A'B'B  A  ,     ou    a',  b\  c  , 

C  C'B',     C  AA'C,  A  B  B' A',     ou     a%  h\  c% 


assemblées  4  par  4  autour  de  9  sommets 

A,     B,     C, 
A' ,    B',     G' , 

A-,     B',     G'; 

à  chaque  face  correspond  un  sommet. 

Nous  appellerons  D  le  point  commun  aux  trois  plans  a,  by  c,  ou 
encore  le  point  de  concours  des  trois  droites  A' A",  B'B",  C'C",  et 
Ton  aura  de  même  les  points  D'  et  D";  les  plans  ABC,  A'B'CS 
A'B^C  seront  désignés  par  rf,  rf',  if. 

L'arête  (a',  «")  ou  BC  correspond  à  l'arête  A' A',  etc.  Nous 
appellerons  X  le  point  commun  aux  trois  plans  a,  a',  a",  ou  encore 
le  point  de  concours  des  trois  droites  BC,  B'C,  B^C,  et  l'on  aura 
de  même  \^»  et  G;  les  trois  points  X^  Ht),  G  sont  sur  une  même 
droite,  intersection  des  plans  c/,  d\  d\  ou  ABC,, . .  On  peut  de 
même  désigner  par  a  le  plan  A  A' A",  etc.;  les  trois  plans  a,  P,  y 
passent  par  la  droilc  DD'D". 
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Le  polyèdre  en  question  semble  dépendre  de  parainelres  en 
nombre  Sxg  —  9,  ou  18,  chaque  face  quadiangulaire  donnant 
lieu  à  une  condition;  il  dépend  en  réalité  de  19  paramètres,  Tune 
des  9  conditions  étant  une  conséquence  des  8  autres.  En  effet,  si 
l'on  se  donne  une  droite,  3  points  X,  ill>,  3  sur  cette  droite,  3  plans 
rf,  cP,  d^  passant  par  cette  droite,  et  si  l'on  trace  dans  le  plan  d  un 
triangle  ABC  dont  les  côtés  passent  respectivement  en  X^  ifî», 
8,  etc.,  on  a  les  9  sommets  d'un  polyèdre  de  l'espèce  indiquée; 
or  la  figure  ainsi  construite  dépend  de  19  paramètres. 

Je  montrerai  que  la  quadrique  S  inscrite  à  ce  polyèdre  etlaqua- 
drique  S' qui  lui  est  circonscrite  sont  liées  par  une  relation  inva- 
riante. Dès  lors,  si  l'on  se  donne  deux  quadriques,  la  recherche  d'un 
polyèdre  de  l'espèce  indiquée,  circonscrit  à  l'une  et  inscrit  à  l'autre, 
est  un  problème  indéterminé  en  apparence,  impossible  en  réalité 
si  les  quadriques  sont  quelconques,  et  qui  ne  devient  possible  qu'en 
devenant  doublement  indéterminé. 

i.  Pour  ne  pas  interrompre  dans  la  suite  le  développement  du 
calcul,  je  dirai  immédiatement  ceci  : 

La  quadrique  inscrite  S  se  présentera  par  son  équation  tangen- 
tielle,  et  la  quadrique  circonscrite  S' par  son  équation  ponctuelle  : 

( 2 )  aw'  -f- . . . -^  ifvw  '^-,.,'\-'i lur  -h . . .  =  o, 

(S')  a' a?* -h. . .-+-  i-f'yz  -h. .  .-^il'xt  -♦-...=  o. 

Soit  pour  un  instant 

(S)  tw:« -h . . .  H- ^./^^î -+- . . . -h  a/jTi -4- . . .  =  o 

l'équation  ponctuelle  de  S;  l'équation  en  X  pour  la  combinaison 

XS-+-S'  =  o 
est 

AX*-f-  ex>-4-  4»x«-4-  e'X  +  y  =  o; 

A  se  rapporte  à  a,  6,  . . . ,  et  l'on  a  avec  les  notations  habituelles 
e  =  a'Â -h. .  .H- 2/F -f-. .  .-i- 2/'L -4-. . ., 

sans  qu'il  soit  utile  pour  le  moment  d'écrire  tous  les  termes  de  4>. 
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Pour  introduire  les  coefficienls   de   Téqualion  (S),   rappelons 
que  a,  6,  ...   sont  les  premiers  mineurs  A,  B,   ...   du  détermi- 
nant 

a    h     ff    l 

h  h  f  m 
g  f  c  n 
l      m     n     d 

mineurs  afTectés  de  signes  convenables.  On  a  donc  d'abord 

A  =  8'. 

Ensuite,  les  premiers  mineurs  affectés  de  signes  A,  B,  ...  sont 
simplement  les  produits  de  a,  6,  . . .  par  o-,  et  Ton  a 

e  =  <î«(aa'-i-. .  .-h  iff-^-..  .-4-2//'-+-. . .)  =  o»0, 

en  désignant  par  6  la  quantité  placée  dans  la  parenthèse.  Enfin, 
Ton  a 

(ïc-7î)  =  S(ac/~/«),  ... 
et,  par  suite, 

*  =  o[(a  «;—/»)  (a'  d—  n)  -H. . .]  =  8cp, 
en  posant  (Salmon,  Géométrie  à  trois  dimensions,  p.  254), 

<p=        {ad  —  l^    Xa'ûT— /'ï)-4-., 

^    (6c   -/«   )( )-+-., 

-^i{gm  —  lin  )( )-^-' 

-4-2(/c    —ng){ )-+-.. 

-^-^(mh  —  lb    )( )-i-., 

-^2{gh^a/  )( )-h., 

^'x{fd--mn){ )-+-.. 

5.  Par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu  dans  le  plan  pour  les  triangles 
de  Poncelel,  on  peut  s'attendre  (et  cette  précision  se  confirme)  à 
ce  que  la  relation  invariante  annoncée  au  n"  3  soit 

v^dz  /Vit  ^r±L  y/Tr  =  o, 

ou,  S|  désignant  la  somme  des  X,  . . ., 

(Sf  —  4 Sj)'  —  <>4 >^À' >''X  '  =  o, 
ou 

«2—  4A*  =  ±«Av/Ây. 
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En  introduisant  S,  0,  <fy  et  en  metlant  alors  S'  au  lieu  de  M, 
on  a  enfin 

io«— o=±:?Vo8"'. 
4 

III. 

6.  Nous  prendrons  comme  tétraèdre  de  référence  le  tétraèdre 
lyABCf  D'  étant,  comme  on  Ta  dit,  le  point  de  concours  des 
droites  AA.',  BW,  GC;  les  plans  des  faces  sont  <f ,  a'^  V ^  d' \  on 
passe  donc  du  poipl  de  vae  ponctuel  au  point  de  vue  tangentiel 
en  remplaçant,  par  exemple,  A,  A',  A"  par  a^ ^  a\  a. 

Les  neuf  sommets  du  polyèdre  sont  : 

I"  A,  B,  G,  sommets  de  référence; 

2«  A',  B',  G',  sur  les  arêtes  de  référence  DA,  DB,  DG; 

3"  A",  B^  C\ 

Les  neuf  plans  des  faces  du  polyèdre  sont  : 

i"  a",  i"',  r",  plans  de  référence; 

'À^'  rt',  b\  c',  passant  par  les  arêtes  de  référence  (rf,  «),  ...  ; 

3"  a,  é,  c. 

7.  On  a  les  équations  suivantes  : 

(d')    ou    (A'B'G),  ax^by-^cz-^dl        =o, 

{(f)    ou    (A'BT/),  ax-^by^cz-^-lt        =  o, 

(DM,B'C'),         ax-^by^cz-^^x=Oy 

(D'UHC'A'),        ax-^by^cz-^^  y=.o, 

(D'GA'B'>,        ax-^by^cz-^  —  z^o, 

outre  les  douze  paramètres  du  tétraèdre  de   référence,  on  a  les 
sept  paramètres  <i,  é,  c,  5,  a',  b\  c\ 
On  a,  pour  le  point  A", 


comme  on  le  vérifie  aisément;  nous  définirons  une  constante  d 
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par  la  relation 

(R)  aa' -^  hb' -^^  ce'  —  dd' -\-  id'  ^  ->r  d^')  =  o, 

et  nous  aurons 

^  aa'-^d{l'^d')  '^  b'  '^  c''~  d" 

ou  encore,  Téqualion  tangenlielle  de  ce  point  est 

8.  Après  avoir  considéré  les  sommets  du  polyèdre,  considérons 
les  plans  de  ses  faces. 

Les  trois  plans  BCB^^C,  ...  ont  pour  équations 

X  _  t  y  ^   ^  ^_' 

a'"!'         b'~'d''         ?~5"'^ 

ces  trois  plans  se  coupent  au  point  D'  dont  les  coordonnées  sont 
rt',  6',  c',  rf',  et  Téquation  tangentielle  de  ce  point  est 

(D')  a' M -4- 6V -h  c' w -+- rf' r  =  o. 

Les  trois  plans  B"CB'C',  . . .  ont  pour  équations 

(a)  ou  (B'CB'C)     ax-\-by-^cz->rdt-^  —,{^-'d)x=zo, 

(ô)  ou  (C'A'C'A')    ax-^by-^cz-^dt-\'       (^^d)y  =  o, 
(c)  ou  (A'B'A'B')     ; 


le  second  plan,  par  exemple,  passe  au  point  A'  pour  lequel  on 
a  y  =  o,  2  =  o,  ax  -I-  rf^  =  o,  et  il  passe  de  même  au  point  C; 
il  passe  au  point  A^,  car  on  a 

{aa'-^  dà'—  dd')-^bb'->r  ce' -^  dd' -^  d ^  ^  dd' =  o 

en  vertu  de  la  relation  qui  définit  la  constante  o^ 
Ces  trois  plans  se  coupent  au  point 

comme  on  le  vérifie  par  celte  même  relation;  Péquation  tangen- 
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tielle  de  ce  point  est 
(D)  a'w -h^'p -4- c'w-h  8'r  =  o. 

On  voit  que  Von  passe  des  sommets  aux  faces  du  polyèdre 
en  échangeant  j?  el  m,  . . . ,  a  et  a',  . . . ,  S  et  S'. 

9.  Considérons  la  quadrique  S'  circonscrite  au  polyèdre  consi- 
déré. Comme  elle  passe  aux  points  A,  B,  C,  A',  B',  C,  son  équation 
est  de  la  forme 

{ax  -^r  by  ->r  c z '\-  dt)t  4-  Kyz  -h  ^zx  H-  Q»xy  =  o. 
La  section  de  cette  conique  par  le  plan  A''B"C"  est  sur  le  cône 
(d--^)- ^ -h  \yz-h  Bzx-^Cxyz^o. 

En  écrivant  que  ce  cône  contient  le  point  A",  on  a 
(d-^^)d'^-^  Xb'c'-^hc'  I  a' -h  ^(5'— rf')l  -h  C//  ïa'-^  -  (ô'-  d)\  =  u 
ou 

(rf  — 5)rf'«-f.  Ab'c'-^-Bc'a'-hCa'b'-^  -(8— rf  )  (Bc'-h  C6')=  o; 

les  points  B''  elC  donnent  deux  relations  analogues,  que  Ton  peut 
remplacer  par  celles-ci  : 

Bc'-^Cb'  _  Ca'-^\c'  _  \b'-\-ha' 
a         '^  b  "  c         * 

on  conclut  de  là,  en  tenant  compte  de  (II), 

A  B  C  X' 


a' {bb' -\- ce' —  aa' )        b\cc -i- aa' —  bb' )       c'(aa' -h  bb'  —  ce' )        a'b'c'' 

d'Hd-^) 
(dd'-^d'à--(Pj')' 
Si  l'on  pose 

p  =1  bb' -\- ce' — aa  ,         q=...,         r=,.,^ 
Téquation  de  la  quadrique  S'  est  donc,  en  doublant, 
(S')     'la  b' c' ( a X  -^  by  -h  c z  -^  dt ) t  -^  7.y^' {a' pyz  4-  b'/jzx  h-  c'rxy)  =  Oj 
V  ayant  la  valeur  ci- dessus. 
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La  quadrique  S  inscrite  au  polyèdre  a  de  même  pour  équa- 
tion langenlielle 

(2)     aabc{a' u-h  b'v  -h  c'w  -hd'r)r  -^iik(apvvp  ■+-  bqwu-h  cruç)=  o, 

avec 

^-  dd'-hdà'—d^' 

10.  Comme  les  constantes  o  et  S',  liées  aux  autres  par  la  relar 
tion  (R),  n'entrent  que  dans  "k  et  V,  celte  relation  (R)  équivaut  à 
une  relation  entre  X,  V  et  les  aulres  constantes  a,  .. .,  rf,  a', ...,  d'. 
Les  expressions  de  V  et  de  X  donnent 

(X'  +  rf').cf8—  \',do'=dd'{d'-'k'), 

—  X.rf'8-4-(X-+-rf).rfo'=rfrf'(rf  -X), 


d'où  l'on  tire 


aXX'-t-éfX  +  rfrf' 


-iW'-^dV'hdd' 
dk.^d\-^dct    ' 


dl^^dd'- 

dl'^dd 
la  relation  (R)  devient 

(R')  4^^XX'— (rfX'H-rf'X)2aa'=rft/'(^^'-H£aa'), 

le  signe  S  s'élendant  à  a,  6,  c,  ou  encore 
(R')  (4rfX'— 2aa')(4rf'X  — 2aa')  =  (2rf^'-hSaa')». 


IV. 


11.  ]1  s'agit  de  vérifier  la  relation 

i  6»-©  =  ±2/0$^. 


On  a  d'abord 


8'  = 


o  Vc'r  \'b'q  a'b'c'a 

Vc'r  o  Va'p  a'b'c'b 

Vb'ç  Va'p  o  a'b'c'c 

a'b'c'a  a'b'c'b  a'b'c'c  la'b'c'd 


Divisons  les  trois  premières  lignes  par  X'6'c',  \'da\  Va^b\  la 
XXXII.  19 
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dernière  par  a'b'c\  el  multiplions  les  trois  premières  colonnes 
par  a',  b\  c\  la  dernière  par  2X';  il  vient 


a'i6'«c'«X'« 


o  r  q  laa 

r  o  p  ibb', 

g  p  o  ICC* 

aa'  bb'  ce'  \dV 


A  cause  de  y-i-r=2aa',  retranchons  de  la  dernière  colonne 
la  somme  des  trois  premières;  nous  avons 


a'»6'>c'«>.'* 


o  r  q 
r  o  p 
q    p     o 


X  HdX'—'Laa'), 


le  signe  S  s'étendant  à  a,  6,  c.  Finalement  : 

On  a  pour  0  une  expression  analogue.  Par  suite,  en  tenant 
compte  de  la  relation  (R''),  le  produit  8S'  est  un  carré,  comme 
cela  est  nécessaire  : 

)/U'=abc.a'b'c'.\y.pqrx('idd'-^i:aa'). 

13.  On  a  ensuite 

i  e  =  abc  m' b' c' (^dd ^  l»aa!) 

13.  Reste  le  polynôme  ^ .  L'équation  (S')  manquant  de  terme 
en  x^j  y^y  ^*,  Téquation  (S)  manquant  de  termes  en  m^,  v^,  tv*, 
on  a  (fin  du  n®  4) 

-1-2(^/11—  hn){ff'm'—  h'n')  -h... 
^a//'(^^'-hA/i')+... 

-h  2(/rf  -  m/i)(/  rf'—  m'n')  -*-. .  •  ; 

la  quatrième  ligne  contient  les  termes  qui  proviennent  de  la  qua- 
trième et  de  la  cinquième  ligne  dans  l'expression  générale  de  cp. 
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On  trouve,  en  développant, 

dvec 

K  =  -^fl\gn%  -h  A/i  -//)  — . ..—... 

-mn/'rf'-...  — ... 
-  m' n'/rf— ...-..., 

d  représentant  ici  le  coefficient  de  r*  dans  Véquation  (S), 
c*est'à-dire  2  abcd\  etc;  on  en  déduit 


ou 


<p  =  [a6c.a'6'c'2aa'-+.XV(aa>«-f-...)]'H-2K, 

14.  La  relation  à  vérifier  devient,  en  prenant  le  signe  4-  devant 
le  radical, 

=  labc.a' b' cWV.pqr  X  {^dd'-^Zaa'), 
ou 

abc^'b'c'  =^^'(^  — a«*<î-«'^'c'.</<j?')  — XX>^r(2rfrf'-4-Saa') 
=  2£/^/'[a6c.a'6'c'(rfcf'-4-  Laa')  -+-  XÀ'(aa>«-4.. . .)] 
—  XX>^r(2<ié^'-t-2aa'). 

Or  on  a,  diaprés  l'expression  de  K  donnée  au  n*  13, 

K  =  —  Xk'.abc.a'b'c'[aa'p(bb'q  ■+-  ce' r  ^  aa' p) -^ , .  .-t-, . .] 
H-4XX'a6c.a'6'c'.rf^f[aa>«4-...-4-...] 
—  aa«6«c«.a'»6'«c'»(û?X'+  d'\)(p  -f-  ^  4-  r), 

ou,  en    remplaçant   p  +  q-h^  par  Xaa%   et  en  tenant  compte 
de  (R'), 

———-,=:  —\\'[aa'p{bb' q  -^  ce' r  —  aa'p)  ^. .  .^. . .] 
H- 4XX'.rfûr(aa>»-+-. .  .-H. . .) 

il  faut  donc  vérifier  que  le  second   membre  de  cette  égalité  ne 
diffère  pas  de  Texpression 

^dd'[abc.a'b'e'{dd'^laa')'h  XX'(aa>«  -+-. . .)]  —  XX>^/('2rfrf'-+-2  aa'). 
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Les  termes  indépendants  du  produite)/  sont  d'abord  identiques. 
Il  reste  à  vérifier  : 

—  aa'p{bb'q  -4-  ce  r  —  fici'p)  — . ..  — . . . 

-h  idd {aa' p^ -^ . ,  ,-^ , , . —  iabc.a'b'c')  =  ^ pqr(idct-hZaa'), 

Pour  les  termes  indépendants  du  produit  dd'^  si  Ton  pose 

aa' =^  OLf         bb'=^f        ce' =  7, 
d'où 

on  a.  par  exemple, 

bb'q-^cc'r-^aa'p^z  ?(yH-«  — P)-I-t(*-^?~*Y^  — *(?^-T— *) 

=  a»-(p-Y)«  =  (a-f.p-Y)(a-?-h7). 

et  l'on  doit  vérifier 

-  a(p -h  Y  —  «)(a -+- ?  -  T)(«  -  ? -^- Y)  - . . .  — . . .  = -/'9'-2:i, 

ce  qui  est  une  identité. 

Pour  les  termes  en  rfrf',  on  doit  vérifier 

«(?■+- Y  -  «)"-H  Mr -+-«-?)• -H  Y(«-t-P- Y)*- 4«{iY  =  -W; 

or,  le  premier  membre  admet  le  facteur/?,  comme  on  le  voit  en  y 
faisant  a  =  jî  4-  y,  etc.  ;  il  est  donc  divisible  par  />yr,  et  les  deux 
membres  de  l'égalité  ne  peuvent  différer  que  par  une  constante; 
ils  ne  diffèrent  pas,  puisque  les  termes  en  a'  par  exemple  sont 
les  mêmes. 


SUR  QUELQUES  GROUPES  D'ORDRE  p^  ; 
Par  M.  M.  PoTRON. 

Cette  Note  a  pour  but  de  rectifier  et  de  compléter  les  résultats 
obtenus  dans  ma  Thèse  de  Doctorat  touchant  les  gp*  (groupes 
d'ordre  p^)y  et  de  réparer  en  particulier  une  omission  de 
quelque  importance,  commise  dans  la  détermination  des  types 
de  figure  (11)  (11 1 1)  dans  le  cas  de/>  >  2  (Thèse,  p.  94,  gS). 

II  s'agit  des  types  de  gp*G  ayant  pour  commutant  le  central  et 
ne  contenant  pas  de  gp>  de  figure  (m)  (ii).  Leurs  équations 
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peavent  toujours  (Thèse,  p.  92)  être  mises  sous  la  forme 

aP=bP=i,        cP=b?a^,        dP=b?',        eP^b^\       fP=b?'", 

(a  =  o,  I), 

rf-t  cd  =  c,        e-*  ce  =  ca,       /-»  cf  =  cô,        6-«  cfe  =  û?ô^, 

J^^d/  =  da,       /-«<?/=  e. 

Nous  n^avons  à  nous  occuper  ici  que  du  cas  (Thèse,  p.  gS)  a  =  i , 
^'ouP'^ou  P'"^o. 

Le  changement  de  générateurs  le  plus  général  conservant  la 
forme  des  équations  de  G  est  de  la  forme  (Thèse,  p.  76) 

Oi  =  ftTQa^,        bt  =  b^'al'y 
Cl  =if^e*dyc'b^a'^,        di  =  f^'e^'dïc'b^af^'y 

avec  les  conditions  (Thèse,  p.  89,  90,  91 ,  N  désigne  un  non  carré 
arbitraire)  : 

Ç'scûîî,         7j'=a)NÇ,         (i)N=iiii, 

rp'scoN»^,        ^'swNar,        V^coNit,        u'scoN*^, 

ar^swNy,        y^swa:',        -s'^scoa',         a"'=wN-3', 

{  ^  x^*  —  Zûp'  -+•  yu'  —  a^',        T,  =  ara'  —  wa?^  -t-  N  (yz"  —  ^^* ), 

et  il  opère  sur  les  exposants  des  équations  de  G  une  transformation 
définie  (Thèse,  p.  94)  par 

{H-P,a>7)  =a?,  TîH-PiwNÇ  =par      -+-p>  -i-p"'^  -i-p'^u, 

P",  CU7)  S  ar*,  p>  N  Ç  =  pa;'     H-  p>'  -+-  P";;"  H-  p*"  m', 

P771     =Ny,  P7N5     =pNyH-P'a:'+P'tt'+P"'Ny. 

Si  Ton  fait  ^\  =  P'J'=  o,  il  vient 

x'^  y=  Ç^'z'-h  P"a'=  P'u-h  p'\\«'=  o, 

donc  p"^P'"==o;  ainsi  on  peut  faire  p'J=P'J'=o  toujours  et 
seulement  si  P''=  p'"=  o. 

Supposons  d'abord  ^'' ou  ^"^^o;  en  prenant 

T)  =  ^  =  a:'=y=u'=o,         ^rsapïTr^'m, 

P  H-  P'^  -H  P'-'as  p'4-  N  p"4;  -h  P'tt  =  o, 
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on  peut  faire  ^i  =  p\  =  o,  et  le  calcul  s'achève  comme  dans  la 
Thèse  (p.  94,  gS). 

Supposons  maintenant  P",  =  p;=  P''=  P'"=  o  donc  P'P;  ^  o  et 

{  -t-  PiCOT)  s  ar,         ij  -4-  Pi  wNÇ  s  far  -f-  ?>, 

L'élimination  de  Ç,  tj  puis  de  a?,  ^  entre  les  quatre  dernières  équa- 
tions donne 

C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  (^i,  P\)  four- 
nisse le  même  type  de  G  que  (P,  ^'), 

Considérée  comme  une  équation  en  ^^  Téquation  (6)  a  des 
solutions  rationnelles  toujours  et  seulement  si 

(p'«-  NP«-H  N«)«-h  4NP'»( Pî  -  N  ) 

est  carré  ou  ^  o.  On  pourra  donc  faire  ^1  =  0  toujours  et  seule- 
ment si  (P'=»  —  Npa^  N»)»—  4N2p'»  que  l'on  peut  écrire 

est  carré  ou  ^  o. 

Supposons  d'abord  cette  condition  remplie  et  soit  p,  =  p  =  o, 
la    condition  (b)  qui  devient  (p'^  —  P')(p'p;  —  N»)  =  o   montre 

qu'il  y  a  pour  G l}'pcs  qui,  en  prenant  pour  N  une  racine 

primitive  i  de  />,  correspondent  à  (Cf.  Thèse,  p.  94) 

Supposons  maintenant  (p'*  —  Np^-4-N2)'  —  4N^P'*  non  carré, 
donc  pPi^o,  les  types- distincts  de  G  correspondent  aux  sys- 
tèmes (P,  P')  vérifiant  cette  condition  et  tels  que 

N(P'APî-P);pi)+(N»-p;Pi)(pi.-p;)?io,     h^k. 

Pour  trouver  le  nombre  des  types  de  G,   cherchons  d'abord  le 
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nombre  des  systèmes  (^i,  p\)  solutions  de  (6).  En  posant 

ar=:PJ~  C 'j^. ,  J'  =  p„ 

(b)  devient 

et  l'on  sait  (*)  que  cette  équation  admet  p  -h  i  systèmes  de  so- 
lutions. Cherchons  ensuite  le  nombre  des  systèmes  (^,  P')  tels 
que  (P'»— Np»  +  N»)*--4N3p'a  soit  non  carré,  c'est-à-dire  tels 

que  (  lyff )    s^'*^  précédé  d'un  non  carré.  L'équation 

où  c^ —  I  désigne  un  non  carré  et  qui,  en  posant 

ar  =  ?'~cN,        ^  =  P, 
devient 

a  comme  précédemment  p  + 1  systèmes  de  solutions  pour  une 

valeur  donnée  de  c.  Comme  c^ — i   parcourt  (*)  T(/>4-e—  2) 

(e  désignant  le  caractère  quadratique  de  — 1)  valeurs  distinctes 
auxquelles  il  faut  ajouter  la  valeur  —  i  si  €  =  — 1,  il  eu  résulte 

que  c  parcourt  toujours  — —  valeurs  distinctes.  Les  sys- 
tèmes (P,  P')  que  nous  avons  à  considérer  se  répartissant  en  caté- 
gories de  />  -f-  I   qui  fournissent   pour  G  le  même  type,  il  y  a 

exactement  pour  G  ^-p-  t^pcs  distincts. 

Dans  la  liste  des  gp*  (Thèse,  p.  i64)il  faut  donc  supprimer  dans 
les  types  (27)  celui  qui  correspond  à  P'=o  et  ajouter  les  - — - 
types  pour  lesquels  les  seconds  membres  des  équations  sont 

I,     I,     ôPfca,     bP'h,     I,     I,    c,     ca,     cb,    db^,    da,    e, 

('  )  De  Séouier,  Éléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits,  n"  44. 
(')llya^(/?4-e  —  a)  non  carrés  ^f  o  suivis  d'un  carré  7«i  o  (De  Séguier, 
loc.  cit.). 
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ph  et  p^  parcourant  pour  A  =  i,  2,  . . . ,  ^'~'  les  -(/>  — 1)  sj^s- 
lèmes  de  valeurs  telles  que  Ton  ait 

(Py?  N  ?/,-»-  N«)«-  4N*Pa*     »on  carré, 


LES  G;,!»  (/?  PREMIER)  DONT  TOUS  LES  Gp>»-«  SONT  ABÉLIENS; 
Par  M.  PoTROw. 

1.  Ayant. rencontré  dans  ma  Thèse  de  doctorat  quelques  types 
de  gpn*  (/?  premier)  caractérisés  par  cette  propriété,  j'aî  élé 
amené  (*)  à  chercher  tous  les  gy» (/> premier)  qui  la  possèdent;  je 
me  suis  toutefois  restreint  aux  groupes  métabéliens.  De  nouvelles 
recherches  m'ont  permis  de  m'affranchir  de  cette  restriction  et 
d'arriver  à  la  détermination  complète  des  g^w  {p  premier)  carac- 
térisés par  la  propriété  énoncée.  Je  les  expose  dans  le  présent 
travail,  me  bornant  à  rappeler  (4)  (5)  les  résultats  partiels  obtenus 
dans  ma  Thèse,  afin  de  les  relier  (12)  au  résultat  général. 

2.  Outre  les  théorèmes  de  la  théorie  des  groupes  employés  et 
cités  dans  ma  Thèse  (*),  je  me  servirai  principalement  des  sui- 
vants : 

I  (*).  Si  G  désigne  le  commutant  et  P  le  p.  p.  c.  m.  des  jd*^"*' 
puissances  des  éléments  de  G,  le  groupe  CP  est  p.  g,  c.  d.  des 
gp'^^  de  G.  G  I  CP  est  d'ailleurs  abélien  principal. 

II  (*).  Soit  a,y.(/=  I,  ...,v;y  ==  I,  ..., /!/)  une  base  d'un  gp» 
abélien  G  ;  pour  qu'un  système  d'éléments  bni^^  ==  II,,,  a^/'.*^^^  forme 


(»)  Thèse  y  n'**  17-24,  p.  30-69,  159,  160,  162,  (Paris,  Gaulhier-Villars,  1904.) 
Pour  la  terminologie  et  les  notations,  voir  ma  Thèse  et  de  Seguier,  Éléments 
de  la  Théorie  des  groupes  abstraits. 

(5)  Thèse,  n-  2. 

(•^)  Baoneha,  R.  a,  L.  /?.,  1898.  A,  D.  M.  (III'  série),  t.  II,  p.  264. 

(*)  Thèse,  n"  14,  p,  2^,  aô. 
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un  système  de  générateurs  de  G,  il  faut  et  suffit  que  la  matrice 
des  X  soit  iiiod/?  de  rang  ^nc. 

III  (*).  Pour  que  tout  diviseur  d^un  gp^  non  abélien  G  soit 
abélien,  il  faut  et  suffit  que  G  |  A  soit  principal  d^ ordre  p^  et 
que,  en  désignant  par  |  Arf,  Ae  |  une  base  de  G|A,  c'est-à- 
dire  par  rf,  e  deux  éléments  non  permutables  de  G,  on  ait 
Xz=z\  dP^eP^d'^ e~^ de  \,  En  appliquant  le  théorème  II,  la 
deuxième  condition  s^exprime  ainsi  :  d  et  e  désignant  deux  élé- 
ments non  permutables  de  G,  la  matrice  des  exposants  des 
générateurs  d^une  base  de  A  dans  les  expressions  dP^  eP, 
d'^e'^de  est  mod  p  de  rang  égal  au  nombre  des  générateurs 
et  une  base  de  A.  On  a  d'ailleurs  évidemment  G  =  j  d,  e  j. 

3.  Parmi  les  gy,»  dont  tous  les  gp"^>  sont  abéliens  figurent  évi- 
demment les  ^p*  et  les  g^»»  dont  lous  les  diviseurs  sont  abéliens. 
Ces  groupes  ayant  été  déterminés  (2),  je  les  laisserai  ici  de  côté  et 
je  désignerai  toujours  par  G  un  gp"»^  [p  premier,  /w  >  4)  dont 
tout  gp'^*  est  abélien  et  dont  un  gp^^^  au  moins  n^est  pas  abé- 
lien. Soit  alors  Azy  (y  =  i,  . . .,  |jl)  un  système  de  générateurs  in- 
dépendants de  G  I  A,  je  distinguerai  les  deux  cas  :  ^>>  2,  [x=  2. 

4.  Soit  d'abord  [x  >  2.  Quel  que  soity,  les 

Gy*=  |A,zy,z*j        (A:  =  i,  ...,y--i,y -+-I,  ...,1^) 

sont  tous  <  G  et  ne  peuvent  être  lous  abéliens  sans  quoi  Zj  serait 
dans  A.  Soit  G'  un  GyA  non  abélien  ;  G'  est  d'indice/?  dans  G  et  a 
lous  ses  diviseurs  abéliens,  G'  peut  donc  (n°  2,  théorème  III)  être 
engendré  par  deux  générateurs  d^  e\  son  central  A'  est 

j  dPy  eP^  d~^  e-*  de  ! 

(on  a  d'ailleurs  A'^  A),  et  G  s'oblienl  en  adjoignant  à  G'  un  élé- 
ment/"  tel  que/ÎP  soit  dans  G'.  On  a  donc 

G'  =  I  rf,  e  }  =  j  A,  ^,  e  î,        G=\d,  ej\  =  j  A,  rf,  e,/}. 

En  considérant  les  trois  groupes  |  A,  rf,  e  |,  j  A,  rf,/t,  |  A,  e,/| 

(•)  Thèse,  n«  13,  p.  24. 

(')  Thèse,  n"  13-16,  p.  a3-3o. 
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dont  tous  les  diviseurs  sont  abéliens,  on  voit  que^^,  ^^tf^  sont 
permutables  à  d^  e,  /*,  donc  dans  A;  fP  qui  appartient  à  G'  appar- 
tient donc  à  A';  or  A'  d'indice  p^  dans  G'  est  d'ordre />*""'  ;  /étant 
hors  de  G'  et  par  suite  de  A',  |  A',/|  est  d'ordre z?"»-^  donc  akélien, 
doncA'<A.  0/iarfo/ic  A'=:  Ae/ |G,  A|=/>». 

Les  groupes  |  A,  rf,  e  j  et  |  A,  rf,/ j  sont  akéliens  ou  métabélîens  ; 
dans  ce  dernier  cas  leurs  centraux  respectifs  contenant  A  et  étant 
d'ordre  z?*"""*  sont  égaux  à  A.  Les  trois  groupes  |A,  rf,  6J, 
)  A,  rf,/l,  I  A,  e,/ j  étant  ou  abéliens  ou  métabéliens  de  central  A, 
G  est  métabélien,  U hypothèse  [x  >  2  /le  fournit  donc  que  des 
types  déterminés  dans  ma  Thèse  (•  ). 

5.  Soit  désormais  |Jt  =  2,  G=|A, e,/t;  le  groupe  non 
abélien  \eyf\  est  dans  G  d'indice  ^/>.  Laissant  de  côté  le  cas 
1  ^î/l  <  G  traité  dans  ma  Thèse  (*),  je  supposerai  \  e,/|  =  G, 
d'où  CP==  i  C^ePyfP  j,  donc  (G,  CP)^/?*;  comme  d'autre  part  il 
faut  (G,  CP)  >/>  sans  quoi  G  serait  cj^clique  ('),  on  a  (G,  CP)  =/?* 
et  CP  est  abélien.  Soit  alors  e^^f~^ef=c\  si  A  contient  c,  le 
commutant  est  |  c  j  et  G  est  mélabélien;  ce  cas  étant  traité  dans 
ma  Thèse  (^),  je  supposerai  que  A  ne  contient  pas  c  et  je  distin- 
guerai deux  cas  suivant  que  le  commutant  C  est  cyclique  ou  non. 

6.  Supposons  C  cyclique  =  j  d  |  ;  soit 

f-Uf^eS    (û^ôhors'de  A),        e-^de^d^,       f'^df^d»-^ 

on  en  tire 

eryd'ey—  d'^^       f-^d'f^  =  d^^\       f-^erf^  =  eïd^  ta-i,ip-i,  . 
Comme  CP  est  abélien,  il  faut  que  d  soit  permutable  à  eP^  fP  ;  donc 

(*)  Ces  types  sont  de  figure  («i)  (m)  ou  («11)  (m).  Leurs  équations  seront 
données  au  n«  12. 

(^)  Thèse,  n*  17,  p.  3o-3i.  Cette  hypothèse  conduit  à  des  produits  directs  et  à 
un  type  de  figure  {rs2)  (ix)  dont  les  équations  seront  données  au  n*  12. 

(*)  BuRNsiDE»  Theory  of  groups,  n"  62,  63;  De  Séouier,  Éléments  de  la 
théorie  des  groupes  abstraits,  n»  137,  p.  xi5.  Le  théorème  complet  est  :  un  g  mG 
ayant  un  seul  g^»  est  cycliquet  sauf  si  l'on  a  à  la  fois  /?  =  a,  5  =  1 ,  m  ^  3,  auquel 
cas  G  est  cyclique  ou  dicyclique.  L'exception  ne  peut  se  présenter  ici  où 
5  =  w  —  I  >  3. 

(♦)  Thèse,  u*  17,  p.  3a.  Ces  types  sont  de  figure  (rj)(22).  I^urs  équations 
seront  données  au  n"  12. 
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que  rf*'=rfP''=rf.  Comme  les  groupes  j  CP,  e  (  =  j  rf,  e,/Aj  et 
j  CP,yj  =  t  ûf,  ^^'if\  ont  tous  leurs  diviseurs  abélicns,  il  faut  que 
dP  (et  non  S)^  ^^ff^*  soient  permutables  à  e,/;  donc  que 

en  sorte  que  l'on  peut  supposera  ==  i.  En  désignant  par />T  Tordre 

de  d  il  faut  donc 

Qi^« I       ftp» I 

ot^^^  I  mod/>Y"^      aP5  p/'^i  modpY,      ^    r somodyjY. 

Il  faut  donc  d'abord  Y>  ^»  ^^""j  ^^  supposant  Y=  ">  '®s  condi- 
tions 0^^  ^^  I  exigeraient  a  ^  ^  ^  i  et  e2  serait  normal  con- 
trairement à  rfajpolbèse.  Posons  alors 

on  en  tire  (*)  (sauf  si/?Y-"*  =  2,  auquel  cas  Y=  ^) 

al»*  =  I  -+-  /i>Y+« ,        pp*  r=  I  -H  )t'/>Y+> ,        ^'  ou  if  f^  o  ; 

les  conditions  — --—  ^  "q^     ^  o  mod/>Y  exigent  donc  y  =  î^«  O» 

a  donc  toujours  y  =  2  et  rf  e^^  d^ ordre  p^. 

Un  élément  quelconque  de  G  étant  de  la  forme /^e»^d^  est  dans  A. 
toujours  et  seulement  si 

(a  — 1)47—  ^^'  ^(P--')7^-  ^^£7  =omod/)«, 
d*où 

a  — I   ^  p  —  1   ~~    ' 

et  par  suite  j/*  ^  ^  ^  o;  tout  élément  de  A  est  donc  de  la  forme 
J^^ePXd^j  donc  A  divise  CP.  D'ailleurs  le  p.  p.  c.  m.  des  commu- 
er) Si  g7  =  i-f-  hp^  {p  premier  ne  divisant  pas  A,  p=  i),  on  aura 
gT*f'  =  1  -f-/?*^?+i(  to  4-  kp  ) 

(^  premier  k  p,  7^  =  0  sauf  si  Ton  a  à  la  fois  /?  =  a,  p  =  i,  «  ^  i  auquel  cas  v^  est 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  2  divisant  h-hi),  [De  Sêquier,  Éié' 
menu,  »•  25,  p.  28,  note  («).] 
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taleurs  de  eP^  fP^  d  avec  e,  / divise  \dP\tl  par  suite  A;  CP  |  A  di- 
vise donc  le  central  de  G  |  A;  comme  CP|  A  est  d^indice  /?*  dans 
le  groupe  non  abélien  G|A,  CP|A  est  exactement  le  central 
de  G I A  et  CP  est  le  deuxième  central  de  G. 

7.  Cherchons  à  déterminer  G|  A.  Soit  d^abord p>%.  On  a 
toujours  .  ^  N/Q  JT  \  ^omod/>^,  donc  eP  et  fP  ne  sont  pas 
normaux;  ils  sont  d*ailleurs  indépendants  mod  A,  car,  si 

/p=  ePmoàK^ 

fP  permutable  à  e  et /serait  normal;  ainsi  A  est  d^'ndice  p^  dans 
I  A,  eP^fP  I  ;  je  dis  que  A  est  aussi  d'indice/?^  dans 

CP=  JA,<?p,/p,rfj, 

c'est-à-dire  que  d  est  dans  j  A,  cP^fP  j.  Dans  l'hypothèse  contraire 
en  effet  A  est  d'indice/?'  dans  G,  on  a  mod  A 

rf-t  C|  rf  s  e-^  Cl  e  =/-*  Cl / s  Cl,        d-^  c^d^  «-*  c, c  =  /-*  Cj/s  Cf, 
c-i  de  =/-»  df  s  rf,       /-»  ef^ed\ 

et  l'on  a  dans  G,  en  tenant  compte  de  toutes  les  conditions  et  hy- 
pothèses, 

aP^iy        dP=^a^        eP=Cij       fp  =  ct^ 

d-^Cid=  e-»cic  =  Ci,        /-*Ci/  =  Cia, 

d-^ctd—  C|,        c-«c,c  =  C|a-S       f-^ctf—  c,, 

c-ïû?c  =  rfa\        f-^dj-day,       f-^ef=^ed,        (XouX'^éo). 

Tout  élémentde  GestdoncmodA  de  laforme/^e^rf^cjc^;  Aétant 
d'indice/?'  dans  G  il  faut  que  ré<»alilé  f^e^d^c^<f^  ^  i  mod  A  en- 
traîne X  =^y  ^z^  u^{^'=iO.  Or  celte  condition  n'est  pas  rem- 
plie, car  rfCjCy^'  est  normal.  Ainsi  G|A  est  de  figure  (ii)(u); 
comme  eP  el/P  sont  indépendants  mod  A,  un  seul  des  types  d'ail- 
leurs connus  (*)  des  gp*  convient,  et  les  équations  de  G|A 
peuvent  s^écrire 

cP=dP=jj        eP^c,       fP^d  ) 

}  mod  A. 
d-^ cd^e-^ ce  =/-» c/—  c,     e-» de  =/-> df=  d,    /-» c/=  ed 


! 


(•)  De  Skquier,  Éléments,  n"  148,  p.  i3o. 
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Soit  maintenant  jd  =  a.  On  a 

/-ict/=.  eîc?«M,       /-««/*=  erfP+i,        (a,  p  =  I,  3). 

On  ne  peut  avoir  a  =r  ^  =  i ,  car  d  serait  normal.  Si  l'on  a  a  =  i , 
P  =  3,  /^  est  normal  et  CP  =  j  A,  e*,  d  j.  Le  g2»»-» 

jCP,/î  =  îeV,rfj 

ayant  tous  ses  diviseurs  abéliens,  on  a  [  e*,/,  rf  |  =  |/,  rf  |,  donc 
e*  est  de  la  forme y^rf-^;  la  condition  de  permutabilité  e"^  e^e  =  e^ 
exige  5^0,  et  la  condition  /''*e^/=e^d^  exige  x^i\  e^  est 
donc  dans  [  A,  rf (  et  A  est  d'indice  2  dans  CP  =  |  A,  rf  j.  G  |  A  65^ 
rfo/ic  de  figure  (\)  {\\)  et  a  des  équations  de  la  forme 

rf»=i,      e«=rf8,     /«SI,     e-^de^f-^df^d,    f-^ef^ed,     modA, 

qri/^  /'on  /?e£/^  toujours  ramener  à  la  forme  (obtenue  dans  l'hy- 
pothèse a  =  p  =  3) 

rf«~e«s/«si,        e-^de^f'^df^d,       f-^ef^ed. 

8.  Achevons  de  déterminer  G.  Soit  d* abord p^i.  Les  con- 
ditions dWdre  et  de  figure,  jointes  aux  conditions  nécessaires 
déjà  trouvées,  donnent 

c->  rf-«  cd  =  c->  tf-»  ce  =  rf-*/-*  û?/  =  I , 

dP^c'^f-^cf-  e-^d-^edjéf,        rf/'*=  i. 

Un  g|>»-»  quelconque  de  G  est 

G.„={CP,/«e={  =  JA,c,  ^,/«c-j         {z  ou  a?^o); 

on  voit  directement  que  G^^  {z  on  u^o)  n'est  pas  abélien  et  a 
pour  central  j  A,  rf"c^  j.  Alors  pour  que  tout  g/»»»-»  de  G  soit  abé- 
lien il  faut  et  suffit  que  tout  Gzu{^  ou  u  ^  o)  ait  tous  ses  diviseurs 
abéliens,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  pour  tout  système  de  valeurs  non 
simultanément  ^  o  de  z^  u 

j  A,  <i«c-  {  =  j  c^,  dP.fP^eP-^  d-P^^  dP^  j 

=  j  c^  dP.fp**^  eP^  j  =  {  cP,  dP,  d^c^azu  j, 

azu  étant  dans  A.  Comme  A  est  d'indice/?  dans  |  A,  cf"c*  j,  comme 
!  cP^  dP,  dP^cP^a^^^  \  ou  |  cP^  dP^  af„  |  divise  A  et  est  d'indice/?  dans 
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t  cP^  dP,  d^'c^azu  !,  Tégalîté  |  A,  d«c» }  =  j  cP,  dP,  d^€*mmm\  équi- 
vaut à  A  =  j  c/*,  Û&',  af^l,  exige  que  «««  soit  dans  \cPyélP\  «l 
équivaut  par  suite  k  k=.\cP^dP\.  Ainsï  pour  que  tout  ^p"^«  deQ 
soit  abélien  il  faut  et  suffit  maintenant  que  K=\cP^dP\\  A 
étant  par  suite  de  figure  (5)  ou  (5  i),  G  est  de  figure  (s)  (i  1)  (i  i) 

OM  (51)  (11)  (11). 

Parmi  les  types  tous  connus  (*)  de  figure  (s)(ii)(i  i)  un  et  un 
seul  satisfait  aux  conditions  énoncées;  ses  équations  sont 
(lypella)^). 

aP'  =  1 ,        6/»  =  a,        cP  =  aP""*,        dP  =6,        eP=  c, 
c->  bc  =  d-^bd  =t:  b,        e-^  be  =  baP"", 
d'i  cd  =  ca-P''\        e-«  ce  =  c,        e-»  c^e  =  de. 

Si  G  est  de  figure  {s  1)  (i  1)  (i  i),  ses  équations  peuvent  s'écrire, 
en  tenant  compte  des  conditions  d'ordre  et  de  figure  et  changeant 
un  peu  les  notations, 

aP'=:bP=i,        cP=i  6P a«,        dP  =  6P' a«' #»*"*•, 

eP=c,       fP—M'a^', 

d'^  cd  =  e-J  ce  =  c,       /-«  cf  =  c^P'  a«>-*, 

C-»  de  =  é/^>-P'a-«>'-S       /-»  e//  =  </,       f-'ef=^  ed, 

La  condition  A=|c/', rf^j  qui  équivaut  à  a^' — pa'/>'~*p^o 
montre  que  l'on  peut  prendre  cP  pour  a  et  dP  pour  6,  c'est-à-dire 
faire  a  =  P'=  i,  p=:  a'=  o;  en  prenant  ensuite  a*""^P'  pour  a, 
ca"P^  pour  c,  ec"P*  pour  e,  /rf^P^c"*'  pour  /,  on  peut  faire 
Q^flr__  p«r_.  Q^  Donc  pour  chaque  valeur  de  s  un  gp^*  et  un  seul 
défigure  {s  i)  (1 1)  (1 1)  a  tous  ses  diviseurs  dUndice p^  abéliens; 
ses  équations  sont 

aP'=bP=î,        cP=a,        dP—b,        eP=c,       fP=d, 

rf-i  cd  =  C-*  ce  =  c,        /-»  cf  =  c6,        e-»  cfe  =  rf6-«, 

f-idf^d,       f-^ef=ed. 

Soit  maintenant  />  =  2.  Les  conditions  d'ordre  et  de  figure 
de  G  jointes  aux  conditions  nécessaires  précédemment  trouvées 


(')  Thèse,  D*  11,  p.  17-ai,  167;  De  Sbouibr,  Éléments,  n*  158. 

(')  Ce  type  présente  par  erreur  réquation  dF=3  1  au  lieu  de  </''=  c. 
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donnent 

Un  g2«»-i  quelconque  de  G  est  G_^«=  |  A,rf,/*e/j  (y  ou 5^  i); 
Gyz  ^st  non  abélien  toujours  et  seulement  si  yfâz,  et  en  ce 
cas  Gyz  a  pour  central  Â.  Alors,  pour  que  tout  ga"»->  de  G  soit 
abélien,  il  faut  et  suffit  que  tout  Gyziy  f^  z)  ait  tous  ses  divi- 
seurs abéliens,  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  pour  tout  système  y^  z 
vérifiant^H-^  ^  i, 

A=  {^,  (/«er)î,  é/-«(/«cr)-i  df^er]  =  \d^,p^e^y\. 

Donc,  pour  que  tout  ^a"^*  de  G  soit  abélien,  il  faut  et  suffit 
maintenant 

A  étant  par  suite  de  figure  (5)  ou  (51),  G  est  de  figure  (s)  (i) 

(|I)(5>I)0U(51)(I)(.I). 

Les  g2*^^•  de  figure  (5)  (i)  (i  i)  (')  et  les  gji+4  de  figure  (5  i)  (i) 
(1 1)  (^)  sont  tous  connus.  Les  conditions  trouvées  montrent  que, 
pour  chaque  valeur  de  Sj  un  ^s*+«  de  figure  (s)  (i)  (1 1)  et  un 
seul  (s  >  i)  dont  les  équations  sont 

a«'  =  i,    6«=a«'-,    c«=rrf»=:a,    c-^  bc  =  d'*  bd  =  ba^"\   d'-tcd:^cb 

ainsi  que  deux  g%»^*  de  figure  {si)  (i)  (11)  et  seulement  deux 
dont  les  équations  sont  (types  2a) 

a«'=*«=i,     c«=^»,     rf«=a(«),     «»=6P'a        (p'  =  o,i), 
rf-i  crf  =  e-*  ce  =  c6,    e-^de  —  de 

ont  tous  leurs  diviseurs  d'indice  4  abéliens. 

9.  Supposons  maintenant  G  /loji  cyclique,  et  soit 
e-«rfc=:rf6,    f-'^df^dc,   f-^ef^ed,    e-^ce^cc\    f-^bf^bb'. 

L'égalité  /-•«-«  def=f'^  dbf  donne 

6'  =  c'; 

<*)  De  SéauiBR,  Eléments,  n*  150|  p.  i3o-i3a. 
(^)  Thèse,  n«  9,  p.  11-14,  iSg. 

(')  Dans  ma  Thèse,  réquation  indiquée  (p.  i56)  pour  le  type  72  de  la  (jgure 
(f  i)  (1)  (11)  est  par  erreur  €f'  =  i. 
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soit  donc 

Les  deux  groupes  |  CP,  e  i  =  t  C,  e,  //^  !  et  |  CP,y  !  =  |  C,  eP,  f\ 
ont  tous  leurs  diviseurs  abéliens,  donc  a,  6,  c^,  dP^fP"  sont  per- 
mutables à  e,  et  a,  bPy  c,  dP^  eP*  sont  permutables  à  /,  en  sorte 
que  a,  bP^  cP^  dPy  eP^^fP*  sont  normaux;  on  trouve  d'ailleurs  par 
récurrence 

il  faut  donc 

aA»  =  6/»  =  c/»  =  rfp*  =  I . 

Comme  rf  n'est  pas  normal  on  peut  supposer  par  exemple  6  p^  i , 
il  faut  donc  j  CP,  e  j  =  j  rf,  e  |,  donc  c  est  dans  \d,e\;  soit 

c  =  eyd?b<^, 
l'égalité  e"'  c^  =  ca  donne  6P  =  a,  d'où 

(si  «7^  I,  6  ne  serait  pas  normal  et  il  faudrait  p  ^  o,  en  sorte 
que  6?  ne  pourrait  être  normal).  Ainsi  b  et  c  sont  normaux 
et  C  =  j  6,  c,  rf  j,  d  non  normal  ne  pommant  être  dans  |  6,  c  j. 
Tout  élément  de  G  peut  s^écrire  f^e^d^cyb^\  cet  élément  sera 
normal  toujours  et  seulement  si 

d-^  c-(»)  ôs-«  V  =  d'i  ce  feCî)  =  , , 

ce  qui  exige  u^v^o^  donc  A  divise  CP. 

Pour  la  suite  de  la  discussion,  je  distinguerai  deux  caS;  suivant 
que  G  contient  ou  non  hors  de  CP  un  élément  f^eT  permutable 
à  tout  élément  de  C. 

10.  Dans  la  première  de  ces  deux  hypothèses,  on  peut 
prendre  cet  élément  pour  y,  c'est-à-dire  supposer  c=i.  Alors 
C=\b,  d\  et  tout  élément  de  G  peut  s^écrire  J^e^d^'b^.  De 
j  CP,  e  j  =  }  t/,  e  j  on  lire 

fp=e^d^b^ 
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et  la  formule  /"PefP  =  cdP  donne 

ce  qui  (C  n'étanï  pas  cyclique)  exige  6""P=  rf/'ss:  i.  AinsidP=  i, 
et  C  est  un  gp*  principal.  Il  faut  /?  >  2  ;  car,  si  />  =  2,  on  a 
/■"'e*/=e2  6,  le  ga»-»  jCP,/î  contient  le  diviseur  non  abélien 
ie^/!,elrona|e^/i<|CP,/|;si,  ene[ret,|eS/i  =  |CP,/î, 
d  serait  dans  je-,yj  donc  de  la  forme /Te^?6«  et  permutable  à  e^ 
et  à/,  ce  qui  exige  ^  ^  y  ^  o,  cf  serait  donc  normal  contrairement 
à  l'hypothèse. 
Soit  donc 

Tout  élément  de  G  pouvant  s'écrire  mod  A/^r/^c*.^,  G/ A  est  en- 
gendré par  Arf,  Ae,  A/,  et  comme  on  a 

dP:^.eP=/P^i,     €-^de~/~^d/^d,    f-^e/^ed        mod  A, 

G/A  est  de  figure  (1)  (11).  On  a 

CP  =\b,d,ePjp\; 

mais/^=  ^Ti*,  et,  la  formule /~*rf/^==  d  exigeant  y  ^  o,/p  est 
dans  \ePjb\'y  ainsi  CP  =  |6,c/,e/'j  ;  un  g^-»-»  quelconque  de  G 
est  Gyg=  \bydfeP,/^  ey\  {y  ou z  ^o);  G j,  est  non  abélien  tou- 
jours et  seulement  si  j^  p^  o,  et  en  ce  cas  Gjs  a  pour  central  A, 
car  G^,  ^A  et  (G^,,  A)=/7^.  Pour  que  tout  ffp"*-*  de  G  soit 
abélien  il  faut  et  suffit  que  tout  G^,  {yf^  o)  ait  tous  ses  divi- 
seurs abéliens,  donc  que  Ton  ait,  quels  que  soient^  (^  o)  et  5, 

A  =  \(f-ey)P,  d-U/-ex)-id/^ey\  =  \fP^ePy,  by\ 

on,  en  tenant  compie  de  fP=:i  eP^b^^  que  Von  ait,  quels  que 
soient  y  {^  o)  et  -, 

.  A  =  {«AJO-HY»),  by\, 

11  faut  donc  \z=.\ePyb\,  en  sorle  que  G  est  de  figure  {s)  {\) 
(ii)(5>i)  ou  (5i)(i)(ii).  Je  laisse  de  côté  le  cas  où  eP  est 
dans  b,  donc  A  d'ordre  /?  et  G  d'ordre  /?*.  Alors,  pour  que  Von 
ait,  quels  que  soient  y  {^o)  et  5, 

JeA»,  6j  =  |ef".7-»-Y-',  by\ 
xxxii.  20 
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il  faut  et  suffit  que  y  ^  o,  c'est-à-dîrc  quefP  soit  dans  je/*',  b\. 
Les  ^ps+*  de  figure  (5)  (i)  (i  i)  (*)  et  les  g^*+4  de  figure  {s\)  (1) 
(1 1)  (^)  sont  tous  connus.  En  tenant  compte  de  toutes  les  condi- 
tions, on  voit  que,  pour  chaque  valeur  de  5,  un  gp^%  {p^^)de 
figure  {s)  (1)  {\\)  et  un  seul  {s  >•  1)  dont  les  équations  sont 

ai»*=\,        bP=i,        cP—a,         dP=i, 
c-^bc  =  baP"\        d-^bd=b,        d-^cd  =  cb, 

ainsi  que  trois  gp»+*  (p  >2)  de  figure  {s  \)  (i)  {\  \)  et  seulement 
trois  dont  les  équations  sont  (») 

aP'=bP=\,        cP—i,dP=a,        eP=bP        (^  =  0,  i,N), 
d-^  cd=  cb,        C-*  ce  =  c,         c~*  de  =  de 

ont  tous  leurs  di{>iseurs  d* indice p^  abéliens, 

H.  Supposons  maintenant  qu"^ aucun  élément  de  G  hors 
de  CP  n'est  permutable  à  tous  les  éléments  de  G=|6, c,«i|. 
Comme  6  et  c  sont  normaux  (9),  il  faut  et  suffit  pour  cela 
que  G  n'ait  aucun  élément  hors  de  CP  permutable  à  rf,  c'est-à- 
dire,  comme  C'y f'-^df^eT  ^=-dc^by^  que  b  et  c  soient  indépen- 
dants, A  n'est  donc  pas  cyclique. 

Comme  jCP,  ej  et  |CP,/!  ont  tous  leurs  diviseurs  abéliens  il 
faut  jCP,ei  =  |rf,(?j,  |CP,/|  =  K,/!;  ainsi  e/' est  dans  \dj\ 
et  par  suite  de  la  forme /TrfPc*,/''  est  dans  \d,e\  et  par  suite 
de  la  forme  e^'d^'b^'.  En  tenant  compte  des  formules 

e-P  deP  =  f-P  dfP  =  d,        /-«  ePf  =  eP  dP  6e,        f-P  efP  =  edP  c^ 
et  des  conditions  de  permutabilité 

e-^eve^ep,       f-'^fpf^fp, 

on  voit  qu'il  faut 

Y  =  Y'=o,    {dPc^)-^p-'b^=^{dPb^)t'p-'c^' =  1,    c^^dPb'^,    b-^'  =  dPc^, 

d'où  en  éliminant  dP^ 


C)  Dk  Séouier,  Éléments,  ii"  150,  p.  i3o-i3a. 

C)  Thèse,  n»  9,  p.  n-i'j,  i><>. 

C)  Ces  types  ont  clr  par  erreur  omis  dans  ma  Thèse,  p.  i3,  i.")(i. 
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Si  donc  />>aj  il  faut  p^^'^o,  rfA^=i;  le  commutant  est 
un  gpê  abélien  principal.  Sip=:^2,  il  faut  j3  =  P'=  i ,  d'^=zbc; 
mais  G  a  toujours  des  diviseurs  non  abéliens  d'indice  4,  on  a 
en  effet  |rf,/ei<  |GP,/ej,  car,  si  \d,fe\  =  \(Z?Je\,  e^  serait 
dans  jrf,/e|,  donc  de  la  forme  {feyd^{cb)^,  la  condition 
e''^de^=d  exigerait  js  ^  o,  et,  {fey  étant  normal,  la  condition 
/^*  e^f=  e* d^ b  =:^  e^c  exigerait  by=c^  ce  qui  ne  se  peut. 
Soit  donc 

P>  2. 

Tout  élément  de  G  peut  s'écrire  mod  A/^e^rf*^,  donc  G/A  est 
engendré  par  Ad,  Ae,  A/;  on  a  d'ailleurs  mod  A 

donc  G/A  est  de  figure  (i)  (ii).  Un  gp»»-»  quelconque  de  G 
est  Gja=  |CP, /^eJ^j,  j^  ou  2  pi^  o;  d'après  les  hypothèses  faites, 
Gyz  {y  ou  z^o)  n'est  jamais  abélien  et  a  pour  central  A,  car 
Gyz>  CP  >  A,  (Gjr,A)  =:/?2.  Alors,  /?ottr  ^ri/e  tout  gp^-*  de  G 
5o//  abélien,  il  faut  et  sujfit  que  lout  G^a  (j^  ou  z^o)  ait  tous 
ses  diviseurs  abéliens,  donc  que  Von  ait  pour  tout  système  de 
valeurs  de y^  z  non  simultanément  ^  o 

A  =  \{/'-ey)P,  d-^{f^€y)-^dpey\  =  \fP-ePy,  c=6r}. 

Il  faut  donc  A  =  je/',*  j  =  |//',cj  ;  A,  n'étant  pas  cyclique,  est 
de  figure  [s  i)  et  G  est  de  figure  {s  i)  (i)  (i  i).  En  tenant  compte 
des  diverses  conditions  trouvées  et  changeant  un  peu  les  nota- 
lions,  les  équations  de  G  peuvent  s'écrire 

aP'=  bP=  ij         cP=i,         dP=b^a^,         eP=b?'a*\ 
d-^cd  =  cbV-a>r'-\         e   '  ce  =  cbV-'a^'P'-',         e-^de  =  de, 

avec  les  conditions 

(Âfx'—  (XX')^O, 

ja,  6J  =  {6Pr+P'5a«r+a'2,  6ï^r^-|i'3af*^r+À'-)/>»-' j        (^  ou  ^  ^  o); 
la  deuxième  équivaut  (n°  2)  à 

et  exige  5  =  1;  G  est  donc  de  figure  (i  i)  (1)  (i  i);  la  première 
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condilion  montre  que  l'on  peut  prendre  bV-a^  pour  a,  b^'cà-'  pour  6, 
c'est-à-dire  supposer  à  ==  [jl'=^  i ,  V=  [jl  =  o;  la  deuxième  condi- 
lion devient  alors 

^y^-h  {^' -^  %)jrz  ^  ol' z^fà  o        (7  ou  Z^O) 

et  ëquivaul  à 

(a— P')«-H  4?»'     non  carré. 

Ainsi  les  i  (/?  4- 1)  gp*  {p  >  2)  de  figure  (1 1)  (1)  (i  1)  vérifiant 
celle  condition,  dont  les  équations  sont  (*) 

aP=  bP=3 1,        c/»=i,        dPr=by        eP^b^'a"*-'^ 
dr^  cd  =  ca,        6*-*  ce  =  c6,         «-*  <ie  =  </c, 

^^  ceux-là  seuls  ont  tous  leurs  gp*  abéliens, 

12,  Ainsi  l'ensemble  des  g^«»  (/?  premier,  m  >  4)  dont  tous 
les  g/»"^*  sont  abéliens  sans  que  tous  les  g^"»->  le  soient  el  qui  ne 
sont  pas  produits  directs  comprend  : 

un  type  de  figure  {rsi)  (i  1)         (r^5^i)  (^) 

\^\)        aP^=bP'=cP*=\,        dP=a,        eP  =  b,        e  ^de  =  ccP; 

un  type  de  figure  (51)  (1 1 1)  (wi  >  5,  donc  5>  ')  ('^) 

^aP'=OP  =  i,        cP=b^        dP  =  i,        eP—a, 
{  d-^cd=  0,         e-» ce  =  caP'~\         «-» de  =  db; 

^(/>  4-  3)  types  de  figure  (1 1)  (1 1  r)         (m  =;  5,  />  >  2)  (•) 
(3>  lcP=i,dP=a,    eP=b-\ 


e-^ce  =  ccr, 


(5) 


/  c/'  =  ^>,d/'  =  *aî''""*~\  e/'=i,  ^A*  =  i,  ...^l^Zl\  \  e-^da==dù; 


(')  De  Séguier,  Éléments,  n»  157,  p.  if]i. 

(')  77i«e,  n'  17. 

(*)  Thèse,  n*  10,  Ivpe  (7)  de  U  ligmc  (51)  (m)  (5>i),  p.  iGo. 

t  •)  7'lirse,  n"  Î'J. 
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deux  lypes  de  figure  (i  i)  (i  i  i)         (wi  ==  5,  y>  =  a)  (*  ) 

6)  1  rf^=a,    <î»=a,  ) 

7)  (  c^»=6«,  e»=i,  ) 

î  (>»  +  0  types  de  figure  (^  1 1)  (i  1 1)         (y>  >  ia)  (*) 

(  e-^de^d,       f'^df^db,        f-^ef=ec; 

un  lype  de  figure  (51 1)  (i  1 1)         (^9  =  2)  (') 

^  <i«*=6*=c«  =  i,        rf*=c,        c«=c6,       /«=«, 
^^^  )  e-^de^d^       J-^df=:^db,       f-^ef=^ec\ 

un,  deux  ou  trois  tjpes  de  figure  (r*)  (22)        (r^^^2)  (*) 

(10)  i  d-^ cd ^  cbP'~\  ('^è*); 

^ii)    ^P^=tbP'—\,cP^-b,dP*=za  I  d-^cd  —  cbP*-*aP'''\     (r—i^S); 

un  lype  de  figure  (s)  (i)  (11)         (a->  !,/?>  2)  (n°  10) 
aP'—bP=i^        cP=a,         dP=i, 


^*^^  (  c-«6c  =  6a/>-*,        d-^àd=b,        d-^cd=cb\ 

un  type  de  figure  (.v)  (1)  (1 1)         (5>  i,  ^  =  2)  (n°  8) 

(14 )     «*'=*«==  I,  c»=  d^-a,  c'^  bc  ^  d-^ bd  =^  ba^'-\  d-^cd  :=:cb; 

trois  types  de  figure  (^i)  (1)  (i  i)         {p7>^)  (**"  ^0) 

\  d-^  cd  =  cA,        «-'  c€  —  c,         e-*  cfe  =  rfc, 

(  »  )  Thèse,  n»  19,  p.  4o. 

(')  rAè«c,  n"20-23,  types  (i)  et  (î)  de  U  figure  (jii)(iiO  (»>t),  p.  161, 
types  (26)  et  (27)  de  la  figure  (m)  (m),  p.  16a, 

(3)  r/ié5e,n«20-23,  typc(3)de  la  figure  (*ii)  (m)  («>i),  p.  161,  type   (3o) 
delà  figure  (ni)  (ni),  p.  if)3. 

(•)   Thèse,  n«  '24,  types  (1),  (  j),  (3)  de  figure  (rj)  (22),  p.  iG3. 

XXXII,  ao. 
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-i(/^-M)tvpesdefigiire(ii)(i)(ii)         (/>  >2, /«  =  5)(nMl) 

IaP=:  bP=icP=t,        dP=b,        eP=^b?a^, 
d-^cd  =  ca,        e-^ce  =  rh,        e-^de  =  dc; 
deux  types  de  figure  (s  i)  (i)  (i  i)         (p  =  2)  (n"  8) 


O7)     , 

(  d-^  cd  =  e-i  ce  =  cb,         C-»  </e  =  rfc, 

lin  type  de  figure  (s)  (1 1)  (i  i)         {p  >  2)  (n**  8) 

)aP'=\,  bP=a,  cP  =  aP'~\  dP  =  6,  é?/' ~  c, 

(  e-* ce  =  r,  <?-* de  =  de; 

un  type  de  figure  (5  i)  (11)  (i  i)         (p  >  2)  (n**  8) 

IaP'  =  bP=  ly  cP  =  a,  dP—b,  e/'=  Cjfp=d, 
d-icd  =  e-ice  =  c,/-^c/=  cb,  e-^de  =  db'i,f'id/  =  d, 
f-U/=ed. 


SUR  LES  FONCTIONS  ENTIÈRES  DE  GENRE  FINI; 
Par  M.  Georges  Remoundos. 

1.  Dans  un  travail,  qui  a  paru  récemment  dans  les  Arkiv  for 
matematik^  astronomi  och  fysik  utgifvet  af  k,  svenska  Vetens- 
kapsakademien  (Band  1)  sous  le  titre  Sur  le  cas  d'exception 
dans  la  théorie  des  fonctions  entières,  M.  A.  Wiman  a  signalé 
un  certain  défaut  dans  le  complément  apporté  par  M.  Maillet  (*) 
au  théorème  bien  connu  de  M.  Hadamard  sur  le  module  minimum 
d'une  fonction  entière.  Ce  défaut  consiste  en  ce  que  les  cercles 
décrits  par  M.  Maillet  autour  des  zéros  avec  un  rayon  conslaDt, 
donné  d'avance,  peuvent  recouvrir  tout  le  plan  dans  le  cas  où  le 
genre  est  supérieur  à  zéro,  et  alors  le  théorème  n'aurait  pas  de 
sens. 


(')  Voir  Journal  de  M,  Jordan,  1902.  Sur  les  fonctions  entières  et  quasi- 
fin  tières 
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M.  Wiman  remplace  le  théorème  de  M.  Maillet  par  le  suivant  : 

Si  l'on  décrit  autour  de  chaque  zéro  a„  un' cercle  de  rayon 
égal  à  /\^*,  k  étant  un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra, 
tous  les  points  du  plan,  qui  sont  à  l'extérieur  de  ces  cercles^ 
satisfont  à  l'inégalité 

(1)  I  F(5)  I  >  6--?^', 

F  (5)  étant  la  fonction  entière  et  p  son  ordre. 

M.  Wiman  ajoute  renoncé  suivant  : 

Si  Von  exclut  sur  la  circonférence  de  rayon  r  assez  grand 
des  parties  dont  la  somme  eSt  inférieure  à  une  partie  quel- 
conque {arbitrairement petite)  des  arcs  restants,  tous  les  autres 
points  satisfont  à  l'inégalité  (1). 

En  étudiant  quelques  propriétés  (*)  des  fonctions  à  croissance 
régulière  j'ai  eu  l'occasion  de  me  servir  du  théorème  de  M.  Ha- 
damard  complété  et  j'ai  constaté  que  la  démonstration  même  que 
donne  M.  Maillet  dans  son  Mémoire  permet  d'établir  une  pro- 
position plus  précise  que  celle  de  M.  AViman. 

En  effet,  M.  Maillet,  suivant  l'ordre  d'idées  de  M.  Borel,  montre 
que  si  l'on  décrit  autour  des  zéros  a^  a2,  .  •  • ,  ^m  (^)  des  cercles 
de  rayon  tj,  l'inégalité 

(2)  |F(^)|>e-'"-'        (^  =  p-f-eO 
sera  satisfaite,  s'il  en  est  de  même  de  l'inégalité 

(3)  2*^  (log-  -hlog2H — )  <  rs. 

Or,  cette  dernière  inégalité  est  satisfaite  dès  que  Ton  prend 
7)  =  e-'**»        avec        eî<e. 


(•)  Voir  Comptes  rendus,  20  juin  1904  :  Sur  te  cas  d'exception  de  M,  Picard 
et  les  fonctions  multiformes. 

(')  Je  conserve  ici  les  notations  de  M.  Maillet  et  je  prie  le  lecteur  de  s'y 
reporter  pour  la  signification  de  l'entier  m. 
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Kuidions  mainlenant  les  arcs  qui  seront  mis  à  part,  sur  la  circon- 
férence de  rayon  r,  par  les  cercles  exclus  de  rayon  e~'*». 

Chacun  de  ces  arcs  sera  évidemment  inférieur  à  la  circonférence 
du  cercle  exclu,  qui  lui  correspond,  et  dont  la  longueur  est  égale 
à  aire"'*». 

D'autre  part,  le  nombre  de  ces  arcs  est  égal  à  w,  qui  est  inférieur 
à  (ar)'';  donc,  la  somme  totale  des  arcs  qui  seront  exclus  est 
inférieure  à 

}0+iTzr^e-''*'<ie-''^i        avec        £$<«!. 

On  en  déduit  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  exclut  sur  la  circonférence  de  rayon  r,  assez  grand, 
certains  arcs  de  longueur  totale  inférieure  à 


a  étant  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  à  e,  tous  les 
autres  points  de  la  circonférence  satisfont  et  V inégalité 

\¥{z)\>e-r^^\ 

Ce  théorème  est  visiblement  plus  précis  que  Ténoncé  analogue 
de  M.  Wiman.  C'est  là,  semble-t-il,  la  précision  la  plus  extrême 
que  Ton  puisse  exiger  du  théorème  de  M.  Hadamard. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  G  JUILLET  1904. 

PRKSIDBNCR   DK   M.    BIOCI1R. 

Communications  : 

M.  R.  de  Montessus  :  Sur  la  résolution  numérique  des 
équations. 

M.  Zervos  :  Sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
d'une  fonction  donnée. 

M.  Remoundos  :  Sur  les  points  singuliers  des  équations  dif- 
férentielles. 
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SÉANCE  DU  20  JUILLET  190-i. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CARVALLO. 

Communication  : 

M.  Carvallo  expose  les  grandes  lignes  d'un  ouvrage  sur  l'Élec- 
tricité  qu'il  va  publier  prochainement. 


SÉANCE  DU  3  NOVEMBRE  1904. 

PRKSIHKNCE    DE  M.    CARVALLO. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  l'extension  à  l'espace  du  théorème  de 
Poncelet,  au  moyen  de  polyèdres  de  genre  vn. 

M.    Bricard  :   Sur  une  classe  de  cubiques  gauches. 

M.  Laisant  :  Au  sujet  de  l'enquête  actuellement  poursuivie 
sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens. 


SÉANCE   DU    17    NOVEMBRE    i  90  i. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CARVALLO. 

Elections  : 

M"*  Manlell,  prc^scnlée  par  MM.  Carvallo  et  Bricard  ; 
MM.   K.  Miwa,  présenté  par  MM.  Carvallo  et  Laisant; 
Sudria,  »  Carvallo  et  Bricard  ; 

Potron,  »  de  Séguier  et  d'Ocagne; 

Van  Deuren,  »  Appell  et  Kœni<;s; 

K.  Halberstadt,     »  Kally  et  Grévy  ; 

Fréchet,  »  Painlevé  et  Borel  ; 

sont  élus   membres   de   la   Société   à    l'unanimité    des   membres 
présents. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  les  tra^'aux  de  Duchemin, 
M.  Humbert  :  Sur  V extension  à  r espace  du  théorème  de 
Poncelet 

M.  Bricard  :  Sur  un  théorème  de  J/.  Fontené, 
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SÊANCB  DU  1*'  DÉCEMBRE  1904. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   CARVALLO. 

Communication  : 

M.  Paiolevé  :  Conférence  sur  la  théorie  moderne  de  U irré- 
ductibilité des  équations  différentielles. 


SÉANCE  DU  15  DÉCEMBRE  1904. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   CARVALLO. 

Élections  : 

MM.  Fatou,  présenté  par  MM.  André  el  lîorel; 

Lemoyne,  »  Brocard  et  Bioclie  ; 

Voronoï,  »  Autonnc  et  Hadamard; 

sont  élus  membres  de  la   Société    à    l'unanimité  des    membres 
présents. 

Communications  : 

M.  Rafly  :  Sur  la  double  inversion  singulière. 
M.  Carvallo  :  Sur  le  Jlux  magnétique  à  travers  le  contour 
d'une  surface  unilatérale. 


ERBâTÂ. 

Dans  le  Mémoire  de  M.  de  Montcheuil  :  Séparation  analytique  d'un 
système  de  rayons  incidents  et  réfléchis  (suite),  inséré  au  présent  Vo- 
lume, p.  i5ji.  il  faut  lire  :  demi-somme  des  rayons  de  courbure,  partout 
où  il  y  a  écrit  serment  focal. 
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Porc*. 
invariable  clans  lesquels  les  diflrércnls  points  de  la  fi- 
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EXTRAIT   DES   STATUTS  ET  DU  HEGLEHEIITv 


La  Société  mathémalîque  de  France  à  pour  ôLjeï  Vavàncement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathém^ti^èftipaVe^'et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  composé  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidtfntft,  eu  itoffttbf e  illMiité. 

"Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ot  leurs  occupations  profesflloniiellés. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  Gondfti<m8'à  rempiir/pou'r  être  membre  de  la  Société,  sontlessaivftH'lefe  : 
i""  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé>par  le  Cotïseil  d'admi- 
nistration ou  par  le  fiureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  12"  avoir 
obtenu,  fcrûne  (les  séances  qui  ont  suivi  la  présentation /les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  5**  avoîr  versé tmàroH  d'hdmîssion  de  dix 
francr;  4*  payer  une  cotisation 'amauelle  dont  le  montant  est  de  ^ïngt  fra/n^ 
pou  ries  membres  résidants,  et  de  quinzefrancs  pour  les  membres  non  ^sidants. 

La  cotisation  annu€|lle  gpeut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  troit 
cents'francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  admiriisiratîf 
de  la  Société. 

Ce  versement  cotifère  le  litre  de  sociétaire  perpétuel, 

ta  cotisëtièn  annuelle  est  payée  «fd  eonttnencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i*''  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
"cice  en  cours,  quelle  que  soit  ré|K)quo'de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  an  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  ■  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
étre*présentéés  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publié  par  livraison^  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  BuUéiiti 
de  ta  Société  nihthérmuqUe  de  France,  et  qui  éonlienl,  avec  un  ettrail  dés 
procès- verbaux  des  séances,  des  Koles  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quei(fiie  originb'Uté  au  point  dé  vue  de  la  tiiéthode  ou  dés'résultats. 

Les  livraisons  (lu  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui.  jusqu'à  ce* qu'il  ait  acquitté  Parriéré. 


L IB  R  A I R 1 E  fi  AU  t  H  1ER  -  Vï  L  L  AR  S . 


HERMITB  et.  STIELTJBS.  —  Correspondance  d'Hérmite  et  de'SiiéltJes, 

publiée  parles  soins  de  B.  Baillaud.  Doyen  honoraire  de  la  Faculté  des 
Sciences,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  et  H.  Bou^get, 
Ifaitre  de  Conférences  i.rUûiversItéj/ABlrohome  adljoifil  à  rOhservaloire 
de  Toulouse,  avec  une  Préface  de-ËMiLB  Picard,  Membre  de  l'Institut. 
a  volumes  grand  in-8  (25'xi6)  se  vendant  séparément  : 

Tome  I  (B  novembre  i8Ba  au  11  juillet  1^89),  Volume  de  xx-477  pages  avec 
deux» portraits;  1905 16  fr. 

Tome  II 
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AVIS.— Prière  de  s'adresser  dorénavant,  pour  tout  ce  qui  concerne 
la  rédaction  du  Bulletin,  à  M.  Raffy,  (rue  Pierre-Nicole,  7,  Paris, 5*), 
qui  a  été  élu  Secrétaire  de  la  Société  mathématique,  A  la  séance 
du  5  Janvier  1905,  en  remplacement  de  M.  Bricard,  démissionnaire* 

LIBRAIRIE    GAUTHIER. VILLARS, 

QUA'I    DBS   ORANDS-AVGUSTINS,   55,   A   PABIS  (6*). 


BAIRE  (René),  Mallre  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Montpellier.  —  Leçons  sur  les  fonctions  discontinues,  rédigées  par 
A.  Denioy,  Elève  à  l'Ecole  Normale  supérieure.  In-d""  (a5xi6)  de 
VI11-128  pages  avec  29  figures;  1906 , > . . . .     3  fr.  5o  c. 

BOREL  (£.),  Maître  rie  Conférences  à  TÉcole  Normale  supérieure.  — 
Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles  et  lenr  représentation 
par  des  séries  de  polynômes,  professées  à  rÉcoIe  Normale  supérieure 
et  rédigées  par  Maurice  Frbchet,  avec  des  Notes  par  Paul  Painlevé 
et  Henri  Lebesgue  (ColleclioQ  de  monographies  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions). Grand  in-8  (25  x  16)  de  162  pages  avec  figures;  1904.    4  fr.  5o  c. 

SÊGUIER  (A.  de),  Docteur  es  sciences  mathématiques.  —  Théorie  des 
groupes  fàiis.  Eléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits.  Grand 
in-8  (25  X  16),  de  vi-176  pages;  1904 5  fr. 


34656         Paru.  ^  lap.  6AUTHIKR-VlLLARS,qnAl  4as  Craadt-Antattlns.frb. 

Le  Gérant  :  Gauibeer  ViLLARèOglC 
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S'adresser,  p<ur  la  rédaction,  à  M.  Rafty,  rue   Pierre-Nicole,   Paris  C^*); 
pour  la  dislribuUon,  à  M.  Grbvy,  rue  Saint-Placide»  62,  Paris,  6*. 
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PAKIS, 
AU    SIÈGE    DE    LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA    SORBONNK. 


190?5 


MM.  lesjkfembresde  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  J 


,  ,.  ,  kM.flaude'lafqtttai 

\         banquier,  rue  de  Trévise,  n»  32,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  Société,     ed  by  VjUU^Ic 
I  On  s'abonne  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Libraf 

^jl^^^||hiçr<;ViUar6,  55,  quai  des  Grands-Au^ustins,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathéinatiqtie  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième jendis  de  chaqne  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depnis  le  1**^  mars  1900  les  béances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recoToir  une  carte,  portant  le 
timbre  dii  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  rOni- 
Torsité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  çenx 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Scfonces, 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  Tun  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Grévy,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Raily. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le.  Conseil  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Dix  Yolumes  au  moins •4»6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes 6,00 


Dans  sa  séance  du  28  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  loui  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  ^i^e/co/i^^^e  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société.      ^ 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

i«  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2**  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  soni 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3°  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pon- 
sible,  la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texie 
imprimé. 
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M.  I,A  SOCIÉTÉ  HATHÊHATIQUË  DE  KKANCË 

Ail  COMMENCEMENT  DE  1/ ANNÉE  1905    (*)• 


Memhrei»  honoraires  du  Bureau. . 


MM:  APPEIX. 
DARBOUX. 
GUYOU. 

HATON  DE  LA  GOUIMLLIÈRE. 
HUMRERT. 
JORDAN. 
MANNHEIM. 
MITTAG-LEFFLER. 
PICARD. 
POINCARÉ. 
VOLTERRA. 
ZEUTHEN. 


Pr6»i«leiil MM.  nOREL. 

1      RIOCHE. 

^..      „  .  . ,     ,  )      RLUTEL. 

V.ce-Pre.ule..U  BRICARD. 

(      HADAMARD. 

SecrÂLaireB  i        GRÉVY. 

„,      c       ..  .  i      ESTANAVE. 

Vice-Secretaires j      iBk\] 

Archiviste SERVANT. 

Trésorier CLAUDE-LAI«ONTAlNE. 

ANDOYER,  1907. 

ANDrI,  1907. 

BOURLET,  1908. 

CARVAIJ.O,  1908. 

FONTENÉ,  1908. 

M      I         j     /^         ../.x  FOURET,  1907. 

Membres  du  Conse.lC) ^       KOEMGS,  1906. 

LECORNU,  1906. 
MAILLET,  1908. 
PAINLEVÉ,  1907. 
PERRIN  (R.),  1906. 
'      TOUCHE,  1906. 

(*)  MM.  les  Membres  do  la  Société  sont  iiistunimeiit  priés  d'adresser  au  Secrélaria 
les  recliflculions  qu'il  y  nurait  lieu  de  l'aire  h  cette  liste. 

(')  La  date  qui  nuit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  Tannée  au  com 
niencenient  de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 
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1872.     ACilARD,   ancien  directeur  de  la   Compagnie  d'assiiraiiceB  sur  la  vie  ia  Foncière, 

rue  de  la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (i7*)» 
1900.     ACKERNANN-TEOBXBR,  éditeur,  à  Leipzig. 

1893.  ADAV  (l^aul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathématiques, 

boulevard  des  Invalides,  4o,  à  Paris  (7*). 

1900.  ADHÉIIAR  (vicomte  Robert  d'),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  libre  des  Sciences, 

place  de  Genevières,  i4i  à  Lille  (Nord). 

1896.     AUDOYER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-de-Gràce,  i,  à  Paris  (5*)- 

1894.  ANDRADE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  i,  rue  de  la  Mouillière,  à  Besançon. 
1872.     ANDRE  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Konaparie,  70  ait,  k  Paris  (6*). 

1901.  ANfilBOOST,  rue  d'As^as,  104,  à  Paris  (6*). 

1379.     APPEliL,  membre  de  riiistitut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  ii  l'École 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Bonaparte,  17,  à  Paris  (6*). 

1900.     AGRIC,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Valence  (Drôme). 

1882.     AIITONIVE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  à  Lyon  (Rh6ne). 

1900.     BAIRE,  doctçur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Mont- 
pellier (Hérault). 

1S96.     BAKER,  professeur  à  l'Université,  à  Toronto  (Canada). 

1894.  BALITRA^'D,  ingénieur,  h  Métiaoui  (Tunisie). 

1889.     BECHL^,  ancien    élève    de    TÉcole  Polytechnique,    rue   du   Champ-de-Mars,    3a,  à 
Paris  (7«). 

1875.     BERDELIjÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1904.     BERi\STEI}l,  docteur  es  sciences,  rue  de  la  Tombe-lssoire,  i44i  ^  Paris  (i4')' 

1872.  BIENAYAIE  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  réserve,  rue  Revel,  i4) 
_  à  Toulon  (Var), 

1888.     BIOCHE,  professeur  au   lycée    Louis-lo-Grand,   rue   Notre-Dame-des-Champs,   56,    à 

Paris  (6«). 

1875.     BISCIIOPPSOEIM,  membre  de  Tlnstilut,  rue  Tailbout,  3,  à  Paris  (9*). 

1898.     BLAKE  (Edwin-M.),  Université  d'Arizona,  à  Tucson  (Arizona,  États-Unis). 

1900.     BLCNEtïTIlAL  (Otto),  docteur  en  philosophie,  Schwanallée,  7,  à  Marbourg  (Allemagne)- 

1891.  BLUTEIj,  professeur  nu   lycée  Saint-Louis,  chargé  de  conférences   à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Denfert-Rochereau,  iio,  à  Paris  (i4*)* 

1902.  BODEUIL  (vicomte  Roger  du),  rue  d'Orléans,  3o,  à  Rennes  (  IlIe-et-Vilaine). 

1892.  BOIVAPARTE  (prince  Roland),'  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (16*). 

1895.  BOREL,  professeur-adjoint  a.  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Arago,  a,  à  Paris  (i3*). 

1896.  BOULANGER,  maître  de  conférences  à  rUiiivrirsilé,rue  Caumartin,  78,  à  Lille  (Nord). 
1896.  BOORGEf  (Henry),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

3o.  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1896.  BOURIiET,   professeur  h  l'École  des  Beaux-Arts  et   au    lycée  Saint-Louis,  avenue  de 

l'Observatoire,  22,  à  Paris  (i4")« 

1903.  BOUTIK,  rue  La  Vicuvillc,  36,  à  Paris. 

1904.  BOUTROUX  (P.),  docteur  es  sciences,  rond-point  Bugeaul,  5,  à  Paris  (16*). 

1900.  BRËirU.\G,  proviseur  du  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44»  à  Paris  (6*). 

1897.  BRIC\RD,  ingénieur  des   manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique, 

boulevard  Raspail,  290,  à  Paris  (i4*)* 

1873.  BROCARD, chef  de    bataillon   du   génie  en    retraite,   Ville-Haute,  76,   k  Bar-le-Duc. 

1901.  BIRL  (Adolphe),  ninitre  de  conrércnccs    à  la  Faculté  des  Sciences,    rue  de  Ville- 

franche.  4)  i*  SfuntpcUier  (  lluraull  ). 


Digitized  by 


Google 


—  vu  — 

D«re 

de 

raéat»sloa. 

1893.  MIKIAUT,  professeur  à  l'Université,  Kreuiplfttz,  i,  à  Zurich  (Suisse). 

\ft97.     GABIKIIA,  membre  de  I*Académie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegria,  Sa,  à  Lisbonne. 

1894.  CAiiB5i,  professeur  au  collège  Rollin,  33,  rue  de  la  Pompe,  à  Paris  (i6*). 

1893.     CALDARBIA,  professeur  à  rUnirersité,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Liberta,  à  Palerme. 

J888.  a?iBT  (GusUve),  ingénieur  civil,  directeur  de  Tartillerie  de  MM.  Schneider  et  C>% 

avenue  Henri-Martin,  87,  à  Paris  (16*). 

1885.  CAROIV,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  71,  h  Paris  (5*). 

1892.  CAIOISIIET,  docteur  es  sciences  mathémaliques,  rue  Demours,  63  bis,  à  Paris  (17*). 

1896.  CAITA?!,  maître   de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Sucliet,  38,  à  Lyon. 

1887.  CAHYALLO,  examinateur  desortie  à  l'École  Polytechnique,  rue  Clovis,  i,  à  Paris  (5*). 
\890.  CfcDBICRKlTZ  (baronne  Nauny,  née  de  Lagerborg),  Unionsgatan,  4i  ^  Helsingfors. 

1892.  GELLKHIER  (Gustave),  quai  des  Eaux-Vives,  34,  à  Genève  (Suisse). 

\&87.     CERRITI,  professeur  à  l'Université,  piazza  S.  Pietro  in  vincoli,  5,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CUAILAN  (Edouard),  me  Rertliollet,  16,  à  Paris  (5'). 

1893.  CHARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis, /|6,  h  Paris  (fo*). 
1896.     CI.IHVB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 

1881 .  CMESin,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris  (8*). 

1884.  CmYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1901.     CLAiRM,  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Jacqucmars-Giêlce,  67  bis,  k  Lille  (Nord). 
1875.     GLADDK-LArONTAIXB,  banquier,  rue  de  Trévise,  33,  à  Paris  (9*). 
1890.     GOLOT,  château  du  Seuil,  à  Gérons  (Gironde). 

1898.  COXBEBIAG,  capitaine  du  génie,  docteur  es  sclGnoes,  à  Limoges. 

1900.     COITE  (Firmin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  k  Commercy  (Meuse). 

1896.  G0SSER4T  (E.),  professeur  à  lu  Faculté   des  Sciences,  rue  de  Metz,  1,  à  Toulouse. 
1S96.     GOSSEHAT  (F.),  ingén.  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  33,  à  Paris  (10*). 

1900.  GOTTOX  (Emile),  professeur  adjoint  à  l'Université  de  Grenoble. 

1904.     GORTISS,  Lawrence  street,  220,  ficw-Haven  (Connecticut,  États-Unis). 

1872.     DABBOUX,  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  doyen  honoraire  de  la 
Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-l.uRNiic,  3(i,  à  Paris  (5*). 

1885.  BAUmBVIIiLB,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  37,  à  Montpellier 

(Hérault). 

1882.  DBLAN^OT,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  àGuéret  (Creuse). 

1901.  DBLASSCS,   professeur  à  la   Faculté  des   Sciences,   chemin   de  Cbastre-Monjouz,  à 

Besançon. 

1895.     DBLAUUAY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  11,  h  Varsovie. 

1899.  DELEXER,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  place  Simon-Volluut,  10,  à  Lille  (NorJ). 

1885.     DKXABTRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  à  la  Madclduc- 

lés-Lille  (Nord). 
1892.     DEHOILIN  (  Alp.),  professeur  à  rUuiverttité,  rue  du  Rus-Polder,  20,  il  Gand  (Relgiqne). 

1897.  RKXIS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Kleu- 

rus,  23,  à  Paris  (6*). 

1883.  BERKYTS,  professeur  à  PUn-ivcrsité,  rue  des  Augustins,  35,  h  Liège  (Relgique). 
1894.     DESAINT,  docteur   es  sciences,   boulevard  Gouvion-Saiut-Cyr,  47»  à  Paris  (17*). 

1900.  RlCKSrei.^,  Marszatkowska,  117,  Varsovie. 

1902.  DKfiDKZ  (D.-F.),  professeur  de  mathématiques   h    l'Kcole    provinciale  des    Arts  et 

Industries,  calle  dcl  Orzan,  4-3",  a  La  Corugne  (Espagne). 
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1899.  DRACH  (Jules),  chargé  de  cours  &  la  Pacullé  des  Sciences,  rue  des  Carméliies.  68, 

à  Poitiers. 

1896.  Bl'SAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docenl  à  l'École  Polytechnique 

fédérale,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.  DIMONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  lo,  à  Annecy  (Haute^voie). 
1886.  DONCAN,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Droadway,  71,  New-York  City. 
1897.  DDiU!V-LORI(iA,command.  d'artillerie,  plaza  de  Maria  Pila.  ao,à  la  Corogne  (Espagne). 
1885.  DYGK  (  Walther),  Technischo  Hochschule,  à  Munich  (Bavière). 

1902.  ECOROFF    (Dimitri),   professeur  à    l'Université,  Razgoulaï,    a*   gymnase,  à  Moscou 

(Russie). 

1903.  ESPANET,  ingénieur  civil,  rue  Bertbollet,  a,  à  Paris  (5*). 

1900.  ESTANAYE,  docteur  es  sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5*). 

1900.  ESTIE.^iVB,  capitaine  au  19*  régiment  d'artillerie,  à  Nice. 

1896«     EUVKRTE,  aneien  élève  de  l'Ecole   Polytechnique,  ancien  capitaine  d'artillerie,  ingé- 
nieur aux  Forges  de  Denain  (Nord). 

1888.  PABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  17,  rueCheptal,  à  Munipellier  (Hérault). 

1904.  FATOU,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue  des  Ursulincs,  i5,  à  Paris  (5*). 
1801.     FAUQlBMRERGliE,  professeur  an  lycée,  à  Monl-dc-Marsan  (Landes). 

1892.     FEBR  (Henri),  professeurà  l'Université,  rue  Ph.^PIantamour,  19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FiELDS(J.),  professeur  de  mathématiques,  Liberty  street,  ai,  ii  Hamilton  (Canada  ). 

1881.     FLOQUET,  professeurà  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  à  Naney. 

1872.     FiiTB  SAIKTE-XARIE,clief  d'esondron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.  FONTANEAl,  ancien  officier  de  marine,  cours  Bngeaud,  8,  à  Limoges  (Haute- Vienne). 

1897.  FOXTEKÉ,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Golf,  7,  à  Paris  (5*). 

1891.  FdXTVIOLANT  (»e),  professeurà  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  a9,  Paris  (t6*). 
1903.     FORD  (WA1.TER  B.),  a  Williamstown  (MassachusetU,  États-Unis), 

1889.  FOl'CnÉ,  professeur  do  mathématiques,  rue  Soufflet,  5,  à  Paris  (5*). 

1872.     FOilRET,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnot,  4>  ^  Paris  (17*). 
1903.     FBAJSSÉ,  agrégé  de  l'Université,  boulevard  Sai^t-Germain,  ao3,  à  Paris  (G»). 

1901.  FRÉCIIETf  agrégé  de  Mathématiques,  rue  Bausset,  7,  à  Paris. 

1892.  FROLQV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 
1903.     FUETER,  rue  de  l'AUbé-dc-I'Épée,  i4,  à  Paris  (5-). 

1900.     CALUEANO  (Z.-S.  ab),  professeur  à  TUniversiié,  corso  99,  3,  à  Saragosse. 

1872.     CARIEli,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17'). 

1806.     CAITHIER-VILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 
Augustîns,  55,  a  Pitris  (H'). 

1890.  CEDBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     GEKTY,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Rapp,  ao,  il  Paris  (7*). 

1890.     CERBALDI,  professeur  à  l'Université,  via  Daita,  11,  à  Palerme  (Italie). 

1897.     GERRAKS,  proicaseur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  ao,  à  Oxford  (Grande- 
Bretugne). 

1896.     6IRARDVILLE,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michelet,  6,  à  Muotreuil-sous-Bois  (Seine). 

1903.     CODEV,    ancien    élève    de    l'École    Polytechnique,    rue    du    Bois-dc-Boulogne,    7,    à 
paris  (iG"). 
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1881  •     CMRSAT,  prorcsseiir  à  In  Faculté  des  Sciences,  répétitotir  h  l'École  Polytechnique, 

boulevard  Kaspail,  270,  à  Paris  (i4*)* 
1896.     CUtNHIliL,  proresseur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Bretagne). 
1896.     CRÉVY,  professeur  au  lycée  Saiiit-Louls,  rue  Saint-Placide,  62,  à  Paris  (6*). 

1899.  COADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2)0  ^m,  à 

Paris  {•]•). 

1880.  CI)CCI4  (Jean),  proretseurâ l'Université,  via  Rug'giero  Settimo,  3o,  à  Palerme  (Italie). 

1900.  €I]I€UARD,  professeur  h  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 

1891.     ClilARAES,  officier  du  génie,  à  l'Académie  des  Sciences,  rue  Nova  da  Piedade,  55, 
à  Lisbonne  (Portugal). 

1881 .  filîlVTIIER  (D'  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.    fillVOO,    membre    de   l'Institut,    capitaine    de    frégate,    rue   de   l'Université,    i3,  à 
Paris  (7«). 

1873.    BAAii,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  Polyteohniquei 
rue  Chardin,  11  bis,  &  Paris  (i6«). 

1882.  OABICI,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     HARAMARD,  professeur  adjoint  à  la  Faculté   des   Sciences,    professeur  suppléant  au 

Collège  de  France,  rue  Humboldt,  26,  à  Paris  (i4*)< 
1904.     IIALBERSTADT,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  rue  des  Boulangers,  44»  "  Paris  (5*). 

1894.  HALSTED,  professeur  à  Kenyon  Collège,  à  Gambier  (Ohio,  ÉUts-Unis). 

1901.    HA^KCOCK  (  Harris),    professeur   h    l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Hoiel  (Ohio, 
États-Unis). 

1900.    HARDEL,  villa  italienne,  à  Dicppedalle-Croisset  (Seine-lnfcricurc). 

1872.     BATOkl  RE  LA  fiODPILLlÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspi^cteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6*). 

1892.  MERNANIV,  libraire-éditeur,  rue  do  la  Sorbonnc,  8,  à  Paris  (5"). 

1893.  11101)1,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jucques,  16,  à  Paris  (5*). 

1879.  HOLST(Elling),  professeur àTÉcolcPolytechnique, à  Hôvik.près  Christiania  (Norvège). 

1895.  nOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S^-Gcneviève,  rue  Bausset,  /|,  à  Paris  (i5*). 

1880.  RIIIRERT,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,    professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17*). 

1881.  IIRER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  33,  boulevard  Voltaire,  à  Paris  (ii*)- 
1903.     ISSILY  (l'abbé),  rue  Poquclin-Molière,  9,  à  Bordeaux. 

1896.  JACOl^GÎ  (F.),  professeur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.     JAH^KE,  privât  docent  à  l'École  Polytechnique  de  Charloltenburg,  Ludwigskirstrasse,  6, 
à  Berlin  W>&  (Allemagne). 

1898.    JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  avenue  du  Bel-Air,  7,  à  Paris  (j2*). 

1872.    JAYARY,  chef  de  bataillon  du  génie  ou  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lenioine,  i,  à  Paris  (5*). 

1903.    JENSEiV  (J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chef  des  Téléphones,  Gl.  Kongevej,  80,  à  Copen- 
hague, V  (Danemark). 

1872.    JORDAN,  membn^  de   l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 
France,  rue  deVarenne,  ^8,  à  Paris  (7';. 

1875.    JDNC,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebenefratclli,  ig,  h  Milan 
(Italie). 

1890.     KOBR  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suéde). 

1892.     KOCn   (H.  vo.f),     maître    de    conférences  à   l'Université,  &  Djursbulm-Slockholro 
(Suède). 
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1880.  KCNIfiS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  répétiteur  à  l'École  Poly- 
technique, boulevard  Arago,  loi,  à  Paris  (i4*). 

1897.  LAGAOCBIB,  ingénieur  civil,  cherdu  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Douai,  48|  à  Paris  (  9*). 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à  l'École  Polytechnique, 
avenue  Victor-Hugo,  162,  à  Paris  (16*). 

1893.     LANCBlilN,  astronome  adjoint  de  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,  3,  h  Paris  (i4*)- 

1809.     LANDAU  (Edmond),  privat-docent  à  l'Université,  Sommerstrasse,  3,  Berlin,  N.  W. 

1896.     LAROSE,  ingénieur  des  télégraphes,  cité  Martignac,  5,  à  Paris  {-]•). 

1896.  LAIIGEL,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  Ensoleillée,  à  Beaulieu-sur-Mer  (Alpes- 
Maritimes). 

1873.     LAirrn,  munuractuner,  à  Tliann  (Alsace). 

1896.     LEAO,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Vavin,  6,  à  Paris  (6"). 
1880.     LEAUTB,  membre  de  l'Iustitut,  boulevard  de  Gourcelles,  18,  h  Paris  (17*). 
1896.     LBBEL,  professeur  au   lycée   de  Montpellier,  villa  Mont-Carmel,  avenue  Bouisson- 
Bertrand,  à  Montpellier. 

1902.  LBBES6UB,  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  bou- 

levard de  la  Liberté,  11,  à  Bennes  (llle-et-Vilaine). 

1903.  LEBEUF,  directeur  de  l'observatoire  de  Besançon. 

1893.     LECORKD,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  a  l'École  Polytechnique,  rueOay- 

Lussac,  3,  h  Paris  (5'). 
1895.     LÉHBRAY,   licencié  es   sciences,   ingénieur   civil    du  génie  maritime,   boulevard    de 

rOcôan,  5u  à  Saint-ISazaire  (Loire-Inférieure). 
1872.     LENOIXB  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  placePereirc,  5,  àParis  (17*). 

1901.  LENOYKB  (T.),  rue  Champollion.  11,  à  Paris  (5*). 

1879.  LE  PAICE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Coinle,  à  Liège  (Belgique). 

1895.  LEROUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Chàtcaudun,   17,  à  Rennes. 

1898.  LE  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  37, .à  Paris  (6*). 
1891.  LEBY,  agontvoyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-el-Oi.se). 

1000.     LEVl  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  vin  Altinate,  i4,  à  Padoue  (Itilie). 
1882.     LBVY  (Lucien),  répétiteur  Pt  examinateur  d'admission  à  TEcole  l*olytechniqne,  rue 

du  Regard,  12,  à  Paris  (6*). 
1872.     LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocudéro,   i5,  à  Paris  (lO*). 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorroz-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.     Ll\DELdP(Ernsl),  professeur  à  l'Université,  Nylandsgatan,  i5,  à  HeIsingfors( Finlande). 
1877.     LINDBMAM:\i,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josephstrasse,  la,  à  Munich  (Bavière). 
1886.     LIOIVILLE,  ingcuiiMir  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

quai  Henri-lV,  la,  à  Paris  (4"). 
1900.     LO\ETr  (E.-O),  professeur  à  Princeton  Unîversity,  New-Jersey  (États-Unis). 

1888.  LVCAS  (Félix),  ingénieur  eu  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Boissière,  3o,  à 
Paris  (i6«). 

1902.  LlJCAS-filRARUVILLE,  ingénieur  des  manufactures  do  l'État,  Manufacture  dos  Tabacs,  à 

Toulouse. 
1902.     Ll'CAS  DE  PESLOIAN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Marbeuf,  8,  à  Paris  (8«). 
1886.     LYO.N,  docteur  es  sciences   mathématiques,  chemin  de   la    Roseraie,   26,   à   Genève 

(Suisse). 

1882.     MACB  DE  LKPINAY,   professeur  de  malhcmaliqucs  spéciales  au    lycée    Henri    IV,   rue 

Claude-Bernard,  79,  à  Paris  (5*). 
1805.     XAILLEf,  docteur  es  sciences,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Kontcnay,  11, 

à  bourg-la-Ruine  (Seine). 
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1872.  lAXlinill,  colonel  d'artillerie  en  retraite,    professeur  honoraire  à  TÉcole  Polytech- 

nique, boulevard  Beau  séjour,  i,  à  Paris  (i6*). 

1903.  HAftOTTK,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  bisy  à  Paris  (la*). 

1884.     HAITIN  (Artemas),  N.  Street,  giS,  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 

1889.     MAITIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathéma- 
tiques, rue  des  Fossés-Saint-Jacques,  aa,  à  Paris  (5*). 

1901.  HASSAD  (J.),  professeur  à  TUniversité,  rue  Maruix,  aa,  à  Gand  (Belgique). 

1894.     NAOPI?î,  professeur  au  collège,  rue  do  l'Arceau,  3o,  k  Saintes  (Charente-Inférieure). 

1897.     lEIMIiB,    professeur  à  l'École    technique    supérieure^  Woisseinburgstrasse,  ag,   à 

Stuttgart  (Wurtemberg). 
1889.    HKDIZABAL  TAMROnSL  (de),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 

Jésus,  i3,  à  Mexico  (Mexique). 

1884.  MERCERBAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  198,  k  Paris  (7*). 

1902.  IIRLIN  (E.),  avenue  Négrié,  46,  à  Forest-Iès-Bruxelles  (Belgique). 
1902.  MES^SY  (R.),  professeur  d'hydrographie  à  Saint-Tropez  (Var). 

1904.  METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1893.     MICHEL  (François),  chef  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord, 
faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10*). 

1899.  MILLKR  (D'  G.-A.),  professeur  à  Stanford  University,  Californie  (États-Unis). 

1873.  MnTAfi-LErFLEU,  profcsseurii  l'Université,  h  Stockholm  (Suède). 
1904.     WWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

1902.  MOLK  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 

1897.  MOnCllEDlL  (l'abbé  db),  rue  du  Vieux-Raisin,  n,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1898.  NOiVTESSUS  DE  BAUORB  (vicomte  Robert  de),  matire  de  conférences  à  la  Faculté  libre 

des  Sciences,  boulevard  de  la  Liberté,  lai,  à  Lille  (Nord). 

1903.  MULLER  (J.-O.),  Kirchv^eg,  1%  à  Gôttingen  (Allemagne). 
1898.     NAGD  (C),  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris  (6«). 

1885.  lIElBERfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclc^ssSn,  6,  h  Liège  (Belgique). 
1897.     NIGOLUEK,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1903.     NIELS  NIELSEN,  inspecteur  général  de  l'enseignement  secondaire,  Norrebrogadc,  67,8 
Copenhague  (Danemark). 

1900.  NIEWEKfiLOWSKl,  docteur  es  sciences,  inspecteur  général  de  TUnivcrsité,  rue  de  l'Ar- 

balète, 35,  à  Paris  (5»  ). 
1882.     OCACNE  (M.n'),   ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  répetitiuir  à  l'École  Polytechnique,  rue  La  Buëlie,  3o,  à  Paris (8*^). 

1873.  OYIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  rUnivcrsité,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 

1901.  PADE  (H.)t  professeur  à  l'Université,  rue  de  Turenne,  89,  à  Bordeaux. 

1893.     PAIMEVE,   membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École 

Polytechnique,  rue  d'Assas,  33,  à  Paris  (6*). 
1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur  de  mathématiques  spéciales   au  lycée,  rue  de  Re- 

couvrance,  ao,  à  Orléans  (  Loiret). 
1884.     PARAF,  professeur-adjoint  ii  lu  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1881.     PELLET,  doyfD    de    la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pascal,  3o,  à  Clcrmont-Ferrnnd. 
1900.     PERCUOT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris,  avenue  de  l'Observatoire,  i  (5*). 

1874.  PERCIN,  général  de  division,  rue  de  la  Faisanderie,  iiG,  ii  Paris  (16"). 
1881.     PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcesler  (Massachusetts,  États-Unis). 
1873.     PERRIiH,  inspecteur  général  des  mines,  rue  de  Grenelle,  8u,  à  Paris,  (7"^). 
1892.     PERRIX  (Elle),  professeur  de  malhcniatiqnes,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17*). 

1896.     PETROVITCH,  professeur  ii  rUniverbile,  Kobsanlch-Vcnuc,  'i\,  à  Belgrade  (Serbie). 
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1902.     PEnOVITCH  (S.),  capitaine  d'artillcrio  de  la  (;arde,  proresteur  adjoint  à  l'Académie 
irartillerie  Michel,  Sabalkansky  prospect,  17,  lo|;.  i5,  à  Saint-Pétenbourg. 

1887.     PBZZO  (obl),  proresseur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 
1879.     PtCARt  (Emile),  membre  de  linstitiit,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  i 
racole  Centrale  des  Arts  ei  Manuractures,  rue  Bara,  4t  ^  Paris  (6*). 

1872.     PIGQOET,  cher  de  bataillon  du  eénie,  esaminateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  Monsieur-lc-Prince,  4>  &  Paris  (6*). 
1896.     PIÉROX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris  (6*). 

1899.     PIKRPONT  (James),  professeur  à  l'Université  Yale,  Mansfield  street,  43,  à  New  Hâves 
(Conneciicut,  États-Unis). 

1882.  POIIVCARK,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau   des   Longitudes,   ingénieur  en  ciiff 

des  mines,  proTcaseur  à    la  Faculté  des  Sciences,  rue  Claude -Bernard,  63  (i*). 
1894.     POTBOHy  docteur  es  sciences,  rue  Cassette,  a4,  à  Paris  (6*). 
1872.     POLICNAGCprince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cunnes  (Alpes-Maritimes). 

1899.  PRIKCSHSIM.  professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  13,  à  Munich  (Bavière). 

1896.     PROVOST,   inspecteur  géuéral    honoraire  de   l'inslructiou  publique,  ii,   rue  de  li 
Tour,  à  Paris  (16*). 

1902.  PIII  (Victor),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  de  Mathématiques, 

rue  des  Fusscs-Saint-Jacques,  16,  à  Paris  (ô*). 

1896.     QUIQIIET.  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  rue  LafRtte,  17,  à  Paris (9*). 
1898.     RARQT  (Charles),  ingénieur  en  chef  dos  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  à  Ver 

sailles  (Seiiie-et-Oise). 
1872.     RARAU,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Tournon,  13,  à  Paris  (6«). 

1883.  RAPFY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pierre-Nicole,  7,  à  Paris  (5*). 

1903.  RBIIOllVDIiS,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  Soultani,  17,  à  Athènes. 

1900.  REKARD,  rue  de  la  Tour,  7,  à  Paris  (16'). 

1903.  RICHARD,  professeur  au  lycée  de  Dijon,  place  du  Rosoir,  i,  à  Dijon. 

1893.  RIVKREAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Main e-«t-Loire). 

1903.  ROCRE,  agréée  de  ILniversité,  rue  dAssas,  76,  à  Paris  (6<). 

1872.  ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  (8"). 

1872.     ROVGHK,  de  l'Institut,    professeur  au    Conservatoire  des  arts  et  métiers,  examina- 
teur dosélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  S^-Germniu,  3i3,  à  Paris  (>*)• 

1896.  ROlfilKB,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabellc,  84,  à  Marseille. 

1885.     ROUQIJET  (  V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1900.  SALTYKOW,  maître  es  sciences  mathématiques,  professeur  à  l'Institut  Polytechoique, 

rue  PankovHkaïa,  10,  à  Kiew  (Russie). 

1872.     SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 
pagnie du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVACE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-^u-Rhône). 

1881.     SCniECEL,  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  6a,  à  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SCIIOU  (Erik),  CI.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881 .  SCnOUTE,  professeur  ii  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 

1901.  SEE  (Tbomas-J.-J.),  Obhcrvatory  Mare  Islaud  (Californie). 

1896.     SRGDIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  des  SatnU-Péres,  56,  à  Paris  (7*). 

1882.  SÉLlVANOrr  (l)cmélrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péler»- 

bourg  (Russie). 
1900.     SERVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Père»>,  8,  à  Paris  (7*). 
1900.     SPARRE  (comte  Ma  (TU  us  db),  avenue  de  l'Archevêché,  7,  à  Lyon. 
1879.     STEPUAi^OS  (D'  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 
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190t.     STITSM  (OrUndo),  à  Franklin  ( Mnssochiisetts,  Étals-Unis). 
1898.     STéllBI  (Cari),  professeur  à  l'Universitc,  Davesgade,  i4,  à  Christiania  (Norvège). 

1903.  SCCHAI,  docteur  es  sciences,  rue  Saint-Lazare, /| 3,  k  Paris  (8*). 

1904.  SODIIA,  professeur  k  l'École  pratique  d'électricité  industrielle,  rue  Ernest-Renan,  ^S, 

à  Paris  (i5*)- 
1904.     SCX0X4M,   maître  de   conférences  k   l'Université  d'Helsingfors,    yiHagatan,    3,    Hos 

RosenqTÎst  (Finlande). 
1872.     SHOW,  professeur  k  TUniversité,  k  Frederikshald  (Norvè(;e). 
1896.     TARNBNBEM  (de),  rue  d'Assas,  ii8,  k  Paris  (6*). 
1875.     TANNEIT,  professeur  k  la  Faculté   des  Sciences,  sous^di recteur  de  l'École  Normale 

supérieure,  rue  d'Ulm,  ^5,  k  Paris  (5*). 
1882.     TABBY  (Gaston),  rue  d'Isly,  ig^k  Alger  (Algérie). 

1872.  TEBBIBB,  professeur  au  collège  Cbaptal,  avenue  Léonie,  i,  k  Saint-Cloud  (S.-et-O.). 

1899.     THIBAUT  (Alexandre),  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  Carnot,   rue  du  Ro- 
cher, 101,  k  Paris  (8«). 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  h  T  Ecole  Polytechnique,  k  Voreppe  (  Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda^  k  Brest  (Finistère). 

1896.  TOBBES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Yalgamo  Dios,  3,  k  Madrid  (  Espagne). 
1893.     TOUCHE,    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truffault,  l^,  k  Paris  (17*). 
1872.     TBBSCA,  ingénieur   en  chef  des   ponts  et  chaussées  eu    retraite,   rue   du   général 

Henrion-Herthier,  7,  k  Neuilly-sur-Seiue  (Seine). 
1893.     VALLEK-POUSSIN  (Gn.-J.  dr  la),  professeur  k  l'Université,  rue  de  Namur,  igo,  k  Lou- 

vain  (Belgique). 
100-i.     VA.1  DEIIBK!V,  lieutenant  du  génie,  avenue  Macan,  16,  k  Bruxelles. 

1897.  VASSILAS-VITAUS  (  J),  docteur  de  TUniversité,  rue  Polyclète,  5,  k  Athènes  (Grèce). 

1898.  VASSILIEF,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  k  Kasan  (Russie). 

1901.  YE8S10T,   professeur   k  la  Faculté  des  Sciences,  chemin  des   Granges,   4^;  k  Lyon. 

1888.  VOLTBBBA  (  Vito),  professeur  k  l'Université,  via  Lucina,  11,  k  Rome. 

1904.  VORMOÏ,  professeur  k  l'Université,  k  Varsovie  (Russie). 

1900.  YOIRBBT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  k  Paris  (5*). 

1893.  WACBKB,  professeur  k  l'École  J.-H.  Say,  rue  Spontini,  i3,  à  Paris  (16'). 

1880.  WALCBENAEB,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  k  Paris(7*). 
1879.  WEILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  k  Paris  (8*). 
1878.  WOBNS  BE  BOHILLT,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balznc,;,  k  Paris  (8*). 

1382.     lABOilDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  k  l'Académie  d'Artillerie,  rue 

Zuamenkaia,  2a,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 
1890.     ZABEHBA,  docteur  es  sciences,  professeur  k  l'Université  de  Cracovie  (Autriche). 
1903.     ZEBVOS,  docteur  de  l'Université  d'Athènes,  rue  de  Lille,  48,  k  Paris  (7*). 

1881.  XEOTUEK,   professeur  k   l'Université,   Rosenvonget,  Saint-Kanuikestrœde,  11,  k  Co- 

penhague (Danemark). 
1898.     ZIWET,  South  Ingalls  street,  et\\^  à  Ann  Arbor  (Michigan,  États  Unis). 
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SOCIETAIRES  PERPETUELS. 


A€KEBMAI«N-TEIBNEK,  à  Leipzig.—  BBNOiST  (décédé).  -  BEBDRLLÉ,  àRioz.—  BWIIM 
(décédé).  —  BIOCHB,  à  Paris.  —  BISCIOrrSHKIH,  à  Paris.—  BOBEBIL  (vicomte  R.  do>, 
à  Rennes.  —  BORCUABDT  (décédé).  —  BORBL,  à  Paris.  —  BBOCABD,  à  Rar-le-Duc.  — 
CANBT,  à  Paris.  —  GABVALLO,  à  Paris.  —  GHASLBS  (décédé).  —  CLAIIDE-LAPONTAIKB, 
à  Paris.  —  COnON,  à  Grenoble.  —  POIRET,  k  Paris.  —  CAUTHIBB-VILLABS  (décédé).  — 
COOBSAT,  à  Paris.  —  DALfHEN  (décédé).  —  IIALSTED,  à  Austin.  —  BADAMABD,  k  Paris. 

—  IIATON  DE  LA  COUflLLIBBB,  à  Paris.  —  HEBMITE  (décédé).  —  IIIBST  (décédé).  — 
non,  h  Paris.  —  JORBAN,  à  Paris.  —  LAFFON  DE  LADBBAT  (décédé).  —  LÉAUTB,  à  Paris. 

—  MAILLET,  à  Bourg-la-Reine.  -  HANNHEIH,  à  Paris.  —  DE  HENDIZABAL  TANBOBBL,  à 
Mexico.  —  HEBGEBEAU,  à  Paris.  —  D'OCACKE,  à  Paris.  —  PEBOTT,  à  Worcester.  — 
fEBBlN,  il  Paris.  —  POIXCABÉ,  à  Paris.  —  POLICNAC  (prince  C.  de),  à  Cannes.  —  BAFFY, 
à  Paris.  —  SALTYKOW,  à  Kiew.  —  SÉLIVANOFP,  à  Saint-Pétersbourg  —  SPARBE, 
(comte  M.  dk),  à  Saint-Georges-de-Reneins.  —  SYLOW,  à  Frederiki^hald.  —  TANNEBY 
(Paul)  (décédé).  —  TABBY  (  G.),  à  Alger.  —  TGDEBICHEF  (décédé).  —  VIELLABD  (décédé). 


LISTE 


PRÉSIDSiVTS  M  LA  SOCIÉTÉ  NATIIÉMATIQUE  M  FRANCE 


DKPUIS   SA    FONDATION. 


IN. 

HN. 

1873 

CIIASLKS. 

1889 

A^DRÉ  (DÉSIRÉ). 

1874 

LAFFON  DE  LADKBAT. 

1890 

HATON  DE  LA  60UPILL1BRE 

1875 

BlEiVA^NË. 

1891 

C0LLIC!«ON. 

1876 

DE  LA60I1BKEBIE. 

1892 

YICAIBE. 

1877 

NANKUEIM. 

1893 

BDVBBBT. 

1878 

DABBOUX. 

1894 

PICQIBT. 

1879 

0.  BONXET. 

1895 

COIIBSAT. 

1880 

JORDAH. 

1896 

KŒIVI6S. 

1881 

LAGIKRBE. 

1897 

PICABD. 

1882 

U4LPHE:«. 

1898 

LEGOBNU. 

1883 

ROUGHÉ. 

1899 

COYOO. 

1884 

PICARD. 

1900 

POINCABB. 

1885 

APPELL. 

1901 

D'OGACKE. 

1886 

POIKCARÉ. 

1902 

RAFFV. 

1887 

FOIRET. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1888 

LAISAXT. 

1904 

CABVALLO. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam. 
Amsterdam . 
Amsterdam. 

Bàle 

Baltimoro.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne.. .. 

Bordeaux..  . 

Bruiclles. . . 

Bruxelles... 
Cambridge. 
Cambridge  . 
Christiania. 
Coîmbre.  . . 

Copenhague 
Cracovie.. . . 
Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôttingen. . 

Halifax 

Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

Kharkov.. .. 

Kharkov 

La  Haye 

Leipzig 

I^ipxig 

Leipzig 

Leipzig 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  ptiblicnlions  mathéma- 
tiques. 

Naturforschende  Gesellschaft. 

American  Journal  of  Mathematics, 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physik. 

Jahrhuch  ûher  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matih. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematih. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles, 

Cambridge  philosophical  Society. 

Annals  of  Mathematics. 

/irchiv  for  Mathematik  off  Naturvideuskab. 

J ornai  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
micas. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d*Kdimbourg. 

Mathesis, 

Société  Royale  des  Sciences  de  Gôttingen. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Société  physico-mathématique. 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Archives  néerlandaises  des  Sciences  exactes 
et  naturelles. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mnthematische  Annalen. 

Archiv  der  Mathematik  und  Phrsik. 

nibliotheca  mathemadca . 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
ÉUts-Unis. 
Allemagne. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique . 

Gnuide-Bietagne. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne  • 

Belgique. 

Allemngne. 

N^'-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Pays-Bas. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 
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Liège 

Livourne 

Londres 

Londres 

Londres 

Luxembourg; 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

New-York 

Odessa 

Palerme 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague  

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

AYashington , 

Zurich , 


Société  Royale  des  Sciences. 

Periodico  di  Matematica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  do  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

AnnaU»  delà  F  acuité  des  Sciences  de  Marseille. 

Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 

Institut    Royal    lombard   des     Sciences  et 

Lettres. 
Société  miithematique  de  Moscou. 
A.cadéroie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec> 

ticut. 
American  matbematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  Tavancement  des 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
Bulletin    des  Sciences    mathématiques. 
Journal  de  l'École  Poljtechnif/ue. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
Il  JVuovo  Cimenlo. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Casopis  pro  péstovâni  mathematiky  a  fjsihjr. 
Société  mathématique  de  Bohème. 
Académie  Royale  des  Lincei. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Acta  Mathematica . 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  ToU' 

louse. 
Académie  des  Sciences. 
Société  lloyale  des  Sciences  d'Upsal. 
Prace  Malcmatyczno  Fizyczne. 
Institut  Roynl  vénitien  des  Sciences,  LettrcM 

et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte  f'ùr    Mathematik    und   Physih. 
Philosophical  Society. 
Naturforschende  (icscllschaft. 


Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne . 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 

États-Unis. 
États-Unis. 

Russie. 

Italie. 

?>ance. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

Italie. 

lulie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suède. 

Japon. 

France. 
Italie. 
Russie. 
Suède. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

États-Unis. 

Suisse. 
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SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE   DE   FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SlÎAlNCES. 


SÉANCE  DU  5  JANVIER   190?{. 

PRK8IDRNCR   DK  M.   BORBL. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  Bureau  et  à  lYleciîon*de  membres  du  Conseil. 

ËUe  entend  et  approuve  le  Rapport  de  la  Commission  des 
finances  sur  Texercice  1 903-1904 - 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  les  surfaces  unilatérales, 

M.  Fatou  :  Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  ana- 
lytiques. 

M.  RaflTy  :  Sur  ta  condition  générale  d' isot  lier  mie  des  lignes 
de  courbure. 


SÉANCE  DU   19  JANVIER  1905. 

PRKSIDKNCR   DE   M.    BORKL. 

Communications  : 

M.  Andoyer  :  Sur  la  sommation  des  séries, 
M,  Denjoj  :  Sur  quelques  propriétés  des  fonctions  de  va- 
riables réelles. 

M.  Faiou  :  Sur  les  nombres  premiers. 

M.  Lebesgiie  :  Sur  la  convergence  des  séries  de  Fourier. 


XXXIIl. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SDR  LES  MODFEMENTS  D'DNE  NâPPE  SOUTERRâlNE, 

PâRTICDLIËREMENT  DANS  LES  TERRUNS  PERMÉABLES,  SPONGIEDZ 

ETFISSDRËS  (•); 

Par   M.   EnMOND  Maillet. 

I. 

Mous  délcrminerons  ici  princ)p»lemenl  : 

1^  Les  équations  indéfinies  du  mouvemcnl  de  la  nappe  dans  un 
pareil  terrain,  parlieulièrement  dans  les  périodes  où  il  ne  rcçoil 
pas  d'apports  extérieurs. 

2°  Les  formes  du  fond'de  la  nappe  pour  lesquelles  il  yn  un  ré- 
gime où  IMpaisseurde  la  nappe  ne  dépend  que  du  temps.  Il  y  a 
alors  un  régime  où  le  débit  de  chaque  source  est  de  la  forme 

(«ii«i>o,         a,,  a,,  C,,  C,  consi.). 
'^^  Le  cas  d'un  fond  horizontal. 

IL 

Considérons  une  nappe  souterraine  dont  le  fond  a  pour  équa- 
tion (dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  Oz  étant  vertical) 

et  la  surface 

(-2)  -=/(^,r,o- 

Supposons  qu'en  chaque  point  l'élément  de  surface  de  la  nappe 
dont  la  projection  sur  Oxy  est  dx  dy  reçoive  un  apport  superfi- 
ciel venant  de  l'extérieur  '/dx  dy  dt^  pendant  le  temps  dt  (y  fonc- 
tion de  x^  y  et  t), 

(  •)  Go  Mémoire;  a  clé  dépose  à  la  séance  du  17  novembre  i<>oi.  {.Note  delà  Réd.) 
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Considérons  alors  ce  qui  se  passe  à  linlérienr  du  prisme  indé- 
fini n  donl  dx  dy  est  la  section  droite  {fig-   i). 


Fig.  I. 


B 

n 


4^"^ 


Nous  admettrons,  d'après  les  expériences  de  Diipiiit,  que  la 
vitesse  horizontale  moyenne  iv  sur  la  verticale  en  un  point  A  est 
dirigée  dans  le  plan  tangent  vertical  à  la  ligne  de  plus  grande 
pente  AC  de  la  surface  et  proportionnelle  à  la  pente  de  cette  ligne, 
c'esl-à-dire 


(3) 


(A:  constante  spéciGque  du  terrain)  ;  elle  est  orientée  du  côté  où  z 
décroît  sur  la  surface  de  la  nappe  ;  /désigne  une  longueur  comptée 
suivant  la  tangente  en  (^,y)  à  la  projection  P  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  sur  Oxy.  On  a  alors 


(4) 


àl 


àz  dx 
dx  dl 


ôz  f)y 


et,    si  n  indique  une  direction  normale  à   /  en   (x^  y)   dans    le 
plan  Oxy  y 

dz   ôy 
dy  On 


(5) 


àz  _      __  àz  àx 

On  ~~     '~  àx  On 


puîs(|ue  /  est  pris  sur  une  ligne  de  plus  grande  pente. 
Soit  a  Tangle  de  Ox  et  de  la  tangente  à  P  en  {x^y)  : 


/  àx 


01 

àl 


=  cosa  = 


=  sina  = 


on* 
àx 
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d'après  (5), 


Oz   .  (fz 

-— sina  =  -—  cosa, 

dx  dy 


cl,  d'après  (4), 


àz       oz  Oz    .  i      Oz  i      Oz 

dl        Ox  dy  cosa  dx       sina  Oy 

Si  Pjp  et  Vy  sont  les  composâmes   de   r/  snivanl  Ox  et   O^, 

d'après  (3), 

,  .  Oz 

\  t^j.=  t^/cosa  —  A: -- , 

f  i>y  =  i;/  sina  =  A:  T-  ' 


Ceci  posé,  cherchons  Péqiialion  de  conlinuilé,  en  examinanlce 
qui  se  passe  dans  le  prisme  II  pendant  le  temps  dt. 

J.c  volume  qui  entre  à  travers  la  face  AB,  parallèle  à  Oyz^  est 

^A<^dydt(z-Zo)-£; 

il  faut  le  signe  — ,  car  l'expression  doit  être  positive  quand  —  est 

négatif;  cp  est  la  proportion  du  vide  par  unilé  de  surface  dans  le 
terrain. 

Le  volume  qui  sort  à  travers  la  face  CD  est 

Le  prisme  perd  ainsi 

Il  perd,  à  travers  les  faces  parallèles  a  Oxz^ 

Le  prisme  gagne  d'autre  part 

■f  dx  dy  dt^ 
apport  des  parties  du   terrain   non   comprises   dans   la   nappe   au 
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temps  /  et  situées  au-dessus  de  la  surface  libre  de  celle-ci;  cet  ap- 
pori  se  fait  par  le  haut. 

ILnfiii,  à  la  partie  supérieure,  le  volume  de  la  nappe  contenu  dans 
le  prisme  augmente  de 

11  en  résulte 

Cette  équation,  quand  on  y  fait  '^  =  6,  se  réduit  à  une  équation 
indiquée  par  M.  Boussinesq  (*);  quand  on  y  suppose  les  mouve- 
ments parallèles  au  plan  Oxz^  elle  se  réduit,  y^  étant  quelconque, 
à  une  équation  indiquée  par  moi  (^). 

Elle  permettra,  par  exemple,  d'aborder  Tétude  du  mouvement 
dans  une  nappe  alimentée  par  les  pluies  ('),  quand  on  suppose 
que  le  mouvement  se  fait  parallèlement  à  Oxz. 

Elle  permet  encore  d'étudier  les  mouvements  d'une  nappe  dans 
un  terrain  perméable  et  spongieux.  Nous  allons  nous  occuper  d'un 
des  cas  que  l'on  peut  y  rencontrer. 

III. 

Nous  supposerons  dorénavant  un  terrain  perméable  formé  de 
masses  de  petites  dimensions  susceptibles  de  s'imbiber  d'eau  a  cer- 
tains moments  ou  de  restituer  à  d'autres  moments  cette  eau  d'im- 
bibition.  L'eau  qui  pénètre  dans  ce  Icrrain,  l'eau  de  pluie  par 
exemple,  imbibe  en  partie  les  masses  qu'elle  rencontre,  gagne  en 
partie  la  partie  inférieure  (*)  où  l'eau  circule  entre  les  vides  des 


(*)  Comptes  rendus,  9.2  juin  190.3,  p.  i5ii.  Nous  suivons  ici  une  marche  assez 
analogue;  nous  supposons,  dans  ce  qui  précède,  A'  constant;  mais  (  7  )  subsiste  évU 
dcmment  quand  A'  varie  dans  l'étendue  de  la  nappe. 

(-)  Équation  (ji  ôw),  p.  55  de  mes  Kssais  d'Hydraulique  souterraine  et  Jlu^ 
viale.  Paris,  Hermann,  190.^1. 

(M  Ibid, 

(*)  Voir  mes  FCssais  d'Hydraulique  précités,  p.  i.îG,  2()p3o5  et  21G.  Dans  le 
terrain  considéré,  la  nappe  est  la  partie  où  non  seulement  les  masses  en  question 
sont  complètement  imbibées,  mais  encore  où  l'eau  remplit  tous  les  iulervalles 
entre  ces  masses,  intervalles  qui  forment  des  canaux  capillaires. 
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masses.  Voyons  ce  qui  se  passe  quand  il  n'y  a  plus  d'apports  eilé- 
rieurs  (par  la  surface  du  lerrain  par  exemple),  ou  quand  ils  sont 
négligeables. 

Sur  la  verlicale  qui  se  projelle  au  poînl  {x,  y)^  au  temps  /,  la 
nappe  occupe  Tespace  compris  entre  le  fond,  dWdonnée  z^^  et  la 
surface  libre  de  la  nappe,  d^ordonnée  z.  Au-dessus,  jusqu^au  poinl 
d'ordonnée  z^  par  exemple,  rc'giie  un  lerrain  imbibé  qui  laisse 
échapper  d'une  manière  continue  son  eau  d'imbibilion  suivant  une 
certaine  loi.  Dans  cette  partie,  un  petit  volume  rSj  en  {x^y^  ^3), 
perd,  pendant  le  temps  e//,  la  quantité  d'eau  d'imbibition 

kxTSi^{t^Z\)dt^        (A'const.  )f 

que  nous  admettons  (*),  par  hypothèse,  être  proportionnelle  a» 
volume  d*eau  d'imbibilion  gt^(^,  ^2)  contenu  au  temps  /  danser. 
On  aura  ainsi 

Al  Bï  *(  f ,  «j  )  </<  -h  w  *i  (  f,  z, )  f//  =  o 
ou 

On  peut  alors  consid^^rer  l'apport  y  Hxdydt  dans  le  prisme  11 
comme  étant  au  temps  f,  la  somme  dos  apports  des  masses  dxdydz 
situées  dans  ce  prisme  entre  v  et  3|,  l'eau  perdue  par  les  masses  rs 
étant  supposée  se  mouvoir  verlicalement  vers  le  bas,  et  ne  pas 
profiter  aux  masses  m  inférieures  situées  au-dessus  de  la  surface 
libre  de  la  nappe;  ou  négligera  le  temps  relativement  faible  que  met 
l'apport  A|tiJ  <!>(/,  Sa)  r//  pour  parvenir  en  (x,  j^,  5).  On  aura 
alors 

(9)  7.==  ^1  /      ^{t,zt)dz^. 

Celte  hypothèse  parait  assez  plausible  dans  des  terrains  spon- 
gieux très  fissurés  verticalement. 

{ ')  Comp.  l'Sssais  ci-dc»âii9,  p.  2(/(  ;  «l»(/,  sj  peut  dépendre  de  a:  et  >'. 
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Faisons  croître  t  de  dt]  on  a,  d'après  (9), 

5-4-  —Ht 

dt 


*(/,  ;ï,)<f5,-4-Â:,  rff    /       -y  dzi 

^M  r 


^(t,zt)dzt, 


z  +  —  Ht 

dt 


ou 


ou 


-^  =  — Arr/  —  X:,A  j|,  (A  copst.), 

puisque,  au  contact  de  )a  nappe,  dont  le  niveau  est  supposé 
s'abaisser,  Timbibition  des  volumes  tîj  que  la  nappe  vient  d'aban- 
donner est  encore  complète,  et  que  ^(^,  5)  =  A==const.  L'équa- 
tion permettant  de  définir  y  est  donc 

(.0)  ^.  +  x,x  +  A-.Ag  =  o. 

Le^  équations  indéjinics  du  mouvement  dans  le  terrain  per- 
méable y  spongieux  et  fissuré  verticalement  sont  ici  les  équations 
{l)et{xo). 

IV. 

Mouvements  oii  l^épaisseur  de  la  nappe  ne  dépend  que  du 
temps.  —  On  peut  encore  se  proposer  de  chercber  quelles  sont 
les  formes  de  nappes  où  l'épaisseur  peut  ne  dépendre  que  du 
temps  (c'est-à-dire  être  la  même  partout  à  chaque  instant),  comme 
nous  l'avons  fait  pour  les  nappes  en  terrains  perméables,  mais  non 
spongieux  (')  (sensiblement).  Posons 


où  ^  ne  dépend  que  de  t. 

dz  _  dZ(^  ()z  __  f)Z(^  dz  __  d^ 

Ox  ~  Ox  Oy  "    Oy  ^  dt  ~~   dt 


(')  Essais  d* Hydraulique  préi-iiés,  p.  '|S,  .Vî,  55. 
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(7)  el  (  lo)  deviennent 


(••) 


Eiiiiiiiions  y^  :  nous  adjoindrons  à  ces  deux  équations  la  première 
équation  (11)  dérivée  par  rapport  au  temps  : 


d'où 


9  àt  df  dt\dx*  djr*  /  ~      ' 

Al     I 


Développons  : 


(n) 


*fë'-^^)[f-.*]-S-î-S(*-s-)' 


(i3) 
soil 
(11) 


\  dx^        dy 
Il  en  résulte  de  suite  que  l'on  a  :  soit 


Ox*         ày^ 


'ic  =  const.f 


Premier  ras  :  (  i4)  «  lieu.  —  On  devra  avoir  en  même  temps, 
d'après  (12)  : 

d^ 


dt 


-hA|J/  =  o, 
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d'où 

4  =  consl.  =  o  =  y,  ce  C|iii  esl  absurde,  ou  A  =  o,  ce  quî  est  im- 
possible, le  terrain  étant  spongieux.  Finalement,  (  1 4)  n*a  pas  lieu. 

Deuxième  cas  ;  (  i3)  «  lieu.  —  (12)  devient 

C*est  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants,  dont  Finie* 
grale  générale  est  (sauf  un  cas  particulier  où  Xi  =  a.j), 

a,,  X2  étant  les  racines  de  l'équation 

a'  —  (  Al -+-  A-|  -  —  2 Xc  ]  a  —  'x kki  c  =  o. 
Nous  supposerons  c  <ro.  Alors 

3  =  (  A*,  H-  A-i  -  —  2  A  c  )  -h  8  A  A'i  c 

=  (^i-2A-c)«+2(A,-'2Ac)^-h^i^-+-8AA-,c 

?  ? 

=  (A-i-4-2Ac)«-+-2(A-,  — a^c)  -î h  -^- 

est  essentiellement  positif  (*),  et  ai,  a^  sont  réels;  d'après  ^  <C  o, 
ai,  OL^  sont  positifs. 

Les  surfaces  (i3)  ont  leur  équation  de  la  forme 

X^  _f-  yî 
^0  =/(ar  -h^O  -H/|(.T  — ^l)  -i-  c -: 


C)  Dans  la  pratique,  "^kc  sera  sans  doute  parfois  petit  par  rapport  à  A*,  {voir 
mes  Essais  d^ Hydraulique  précités,  p.  ig'i,  201-208,  20'1-JoG,  par  exemple),  et 
Texprcssion  0  sera  >  o,  d'où  a,  ^  a,.  Il  en  résulte  pratiquement  qu'une  des 
racines  a,  est  petite  par  rapport  à  l'autre  a,.  Alors,  dans  les  limites  de  la  pra- 
tique, une  expression  de  la  forme  <j;=  C,-+-  Cje-*»*  pourra  représenter  /  avec  une 
approximation  suffisante.  Une  expression  analogue  pourra  également  suffire  pour 
représenter  à  peu  prés  le  débit  d'une  source  i^sue  de  la  nappe. 

Toutefois,  d'après  moi,  cette  théorie  semblerait  pouvoir  plutôt  s'appliquer  aux 
sources  à  varfation  de  débit  assez  rapide.  Ce  n'est  d'ailleurs  qu'une  opinion  pro- 
visoire. 
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Uq  cas  parlictilièrement  inlércssant  est  celui  où  le  mouvement 
le  fait  parallèlement  à  Oxz,  le  fond  étant  un  cjflindre  de  généra- 
trices parallèles  à  Oy.  Alors, d'après  (i3), 

Zq:^  a-hbx-h  cx^        (c<o). 

Le  fond  est  un  cylindre  parabolique  convexe.  A  la  limite  amont 

âz  àZn 

ôx         ôx 


de  la  nappe,  au  sommet  de  la  parabole,  r-  =  — ?  =  i  -j-  9.cx  =  o; 
le  débit 

y  est  nul.  Le  débit  par  unité  de  largeur  de  la  nappe  en  un  point 
quelconque  est 

par  suite,  sous  certaines  hjpolhèses  (*).  le  débit  d'une  source  ali- 
menlée  par  cetle  nappe  est  de  la  forme  Q  =  B2J^.  Donc,  appelant 
encore  régime  propre  ou  non  influencé  de  la  nappe  en  terrain 
spongieux  et  fissuré  verticalement  celui  oii  elle  ne  reçoit  d'autres 
apports  extérieurs  que  les  perles  d'eau  d'imbibilion  faites  par  le 
terrain  spongieux  situé  au-dessus  de  cetle  nappe,  nous  pouvons 
dire  : 

Soit  une  nappe  en  terrain  perméable  spongieux  pt  fissuré 
verticalement  dont  le  fond  est  un  cylindre  parabolique  con- 
vexe de  génératrices  parallèles  à  Oy,  d* ordonnée 

ZQ=a-hbx-hcx^        (c<o»; 

il  existe  pour  cette  nappe  un  régime  propre  ou  non  influencé 
oit  l^ épaisseur  i^  de  la  nappe  est  à  r instant  t  la  même  dans 
toute  rétendue  de  la  nappe  (*).  On  a  en  général 


(')  Essais    d'Hydraulique    précités,    p.   9.    Dans    le    régime    considéré    ici, 
d'après  (n),  •/  est  fonclion  de  t  seul. 
(')  Comme  dans  le  cas  où  A  —  y,  —  o.   Cump.  Essais  d'J/ydrauliqiie  précités, 

p.  4«. 
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avec  a,,  a.4>  o.  .lu  voisinage  dUine  verticale  quelconque  don- 
née, le  débit  est  proportionnel  (i  A. 

Dans  un  cas  étendu,  le  débit  d'une  source  alimentée  par 
cette  nappe  est  proportionnel  à  ^. 

Nous  pouvons  encore  chercher  à  étudier  si  ces  nappes  peuvent 
avoir,  à  la  suite  d'une  pluie  uniforme  tombant  dans  leur  étendue, 
le  morne  régime,  avec,  au  besoin,  des  valeurs  diflTérentes  des  con- 
stantes C|  et  Cj* 

Aussitôt  après  la  cessation  de  la  pluie,  la  fonction  ^{t,  z^), 
peut-être  aussi  la  limite  Zi,  vont  se  trouver  modifiées;  mais  Ton 
voit  encore  que  les  mômes  calculs  sont  applicables.  F^a  solution 
trouvée  reste  encore  valable;  les  valeurs  de  C|  et  C^  pourront  être 
modifiées. 

On  peut  encore  chercher  les  solutions  de  (7)  et  (10),  où  y  est 

fonction  du  temps  seul.   D'après  (10),  —  est  fonction  du  temps 
seul,  et 

où  ^  est  fonction  de  t^  s  fonction  de  x  eiy. 

On  substituera  dans  (7),  et,  pour  continuer,  on  s'inspirera  de 
ce  que  nous  avons  fait  ailleurs  (').  On  retrouvera,  bien  entendu, 
la  solution  précédente  où  Ç  =  o. 

V. 

Cas  d'un  fond  horizontal  Zo^=o.  —  Comme  Ta  fait  rcmar- 
<|uer  M.  Uoussincsq  (*-)  pour  le  cas  où 

A  =  X  =  o. 
on  peut  encore  ici  chercher  une  solution  z  de  la  forme 

où  ÎJ  ne  dépend  pas  de  /,  'l  ne  contenant  que  t. 


(*)  Surtout  dans  le  cas  où  -^  ~  o\  voir  Essais  cl^ Hydraulique  prccilcs,  p.  !\i 
et  suiv. 

(^)  Comptes  rendus^  0  juillcl   i(jo.'i,  p.  .'>  et  suivantes. 
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(7)  cl  (lo)  deviennent 


*,A,^t 


Éliminons'/,  en  adjoignant  aux  équations  (iS)  la  première  de 
ces  deux  équations  dérivée  par  rapport  à  ^  : 


<fdt       ^  dH  '  dt\dxydx)^  dyydyJY 


d' 


ou 


I 

? 


'  dt 


'^'[im-m)] 


9     "*  dt*  ^  dtldTyOx)^  dyydy)\ 


OU 


ou  enfin 

On  en  conclut,  X  étant  une  constante, 


d^ 
dt^ 


{' 


â^Vô^/^à^y^ôp)-^' 


<9  J  dt 


^Jcl^'^^Ji:k,l^*: 


I^a  pieinirrc  de  ces  deux  équations  est  identique  à  celle  que 
M.  Boussincsq  a  trouvée  par  une  inélhode  semblable  dans  le  cas 
où  A  =  y=o.  Quand  les  mouvements  se  font  parallèlement  à 
Oxz^  on  a  encore  comme  solution  une  valeur  de  ^  q"i  sVx|>ri"îÉ? 
par  les  fonctions  elliptiques.  Mais  la  valeur  de  ^,  qui  renfermera 
deux  constantes  arbitraires,  paraît  plus  compli(piéc. 
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REMARQUES  SUR  UN  QAS  DE  STMËTRIE  DANS  L'ESPACE; 
Par   M.    Ch.    BiOCHE. 

1.  Il  esl  facile  de  voir  que,  si  une  (igure  de  l'espace  admet  pour 
ânes  de  symétrie  deux  droites  rectangulaires  OX  et  OY,  elle 
admet  un  troisième  axe  OZ  perpendiculaire  aux  deux  premiers; 
mais  elle  n'admet  pas  nécessairement  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  O  du  trièdre,  ou  pour  plan  de  symétrie  le  plan  d'une 
des  faces.  Le  paraboloïde  équilatère 

XY  =  aZ 

donne  Texemple  le  plus  simple  de  surface  admettant  cette 
symétrie. 

Je  vais  indiquer,  relativement  aux  courbes  gauches,  quelques 
résultats  curieux. 

2.  D'abord,  je  ferai  remarquer  que  les  équations 

X  =  F,(iang»6)cos6,        Y=  F,(taiig«0)  sinO,        Z  =  F,(iang»0)  tangO, 

où  F|,  Fj,  F3  sont,  des  fonctions  arbitraires,  représentent  des 
courbes  ayant  pour  axes  de  symétrie  OX,  OY,  OZ;  les  points 
symétriques  du  point  correspondant  à  une  valeur  6  du  paramètre 
variable  correspondent  aux  valeurs  —  6,  îî  —  6,  -ïi  4-  0  de  ce  para- 
mètre. 

On  peut  voir  qu'une  courbe  représentée  par  les  équations  pré- 
cédentes n*admel  pas,  en  général,  l'origine  comme  centre  de 
symétrie >  Il  en  résulte  qu'elle  n'a  pas  non  plus  pour  plan  de 
symétrie  le  plan  d'une  des  faces,  car  l'existence  d'un  plan  de 
symétrie  et  d'un  axe  perpendiculaire  entraînerait  celle  d'un  centre, 
pied  de  cet  axe  sur  le  plan. 

3.  Mais  une  courbe  ayant  pour  axes  de  symétrie  OX,  OY,  OZ 
et  n'ayant  pas  pour  centre  de  symétrie  O,  peut  avoir  des  plans  de 
symétrie  autres  que  les   faces  du   trièdre.   Ainsi,    tandis   que    la 

courbe 

X  =  acosO,         Y  =  ^sinO,         Z  =  ctangO, 


Digitized  by 


Google 


1 


-  14  - 
n^a  aucun  plan  de  symélric,  la  courbe 

X  =  acosO,        Y  =  asinO,         Z  =  csinî6, 

a  pour  plans  de  symétrie  (*)  les  plans 

X-Y  =  o,        X-»-Y  =  o. 

4.  Parmi  les  courbes  ayant  trois  axes  de  symétrie  rectangulaires 
cl  pas  de  centre  ou  de  plan  de  symétrie,  je  citerai  les  lignes  de 
striction  des  systèmes  de  génératrices  d^in  hyperboloïdc  à  une 
nappe.  Ces  lignes  ont  pour  équations 


'(sï  +  c-«)'°'*        ''(iî-^  ?)"'""        "(i-^)  *'"»*=»''' 


sin«0        cos*0         I 


le  signe  à  prendre  dans  la  dernière  expression  dépendant  du  sys- 
tème de  génératrices;  0  est  ici  Fanomalie  excentrique  du  pied  de 
la  génératrice  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge. 

5.  Il  est  encore  curieux  de  noter  que,  parmi  les  courbes  algé- 
briques à  torsion  constante  obtenues  par  M.  E.  Fabry  (Annales 
de  U Ecole  Normaley  juin  1892),  il  y  en  a  possédant  trois  axes 
de  syméirie  rectangulaires,  sans  avoir  un  centre  ou  un  plan  de 
symétrie. 


SDR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES  ; 

Par  M.  J.  Claiiiîn. 

iW  indiqué  récemment  (-)  une  proposition  qui  complète  sur 
un  point  les  rébullals  dénionln's  par  M.  Goursat,  relativement  au 
nombre  des  invariants  que  peut  posséder  un  système  de  caracté- 

(  '  )  Les  points  symélriqnes  correspondent  aux  valeurs  0  cl  -  —  6  ou  0  et  ^— ^  —0 
du  paramètre. 

(-)  Ihitlclin  delà  Société  mathdmatifjue  de  France,  t.  \XXII,  p.  149. 
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risliques  d'une  éqiinlion  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  deux  variables  indépendantes.  La  domonslralion  que  j'ai  donnée 
est  calquée  sur  celles  qui  ont  été  indiquées  par  M.  Goursal  :  j'ai 
remarqué,  depuis,  que  Ton  peut  procéder  d'une  manière  un  peu 
din'érenle  et  fonder,  sur  les  propriétés  générales  des  caractéris- 
liques,  une  démonstration  presque  complètement  affranchie  de 
calcul  qui  s'applique  également  au  cas  des  caractéristiques  du 
deuxième  ordre  et  à  celui  des  caracléristiques  d'ordre  quelconque. 
Plus  généralement  je  vais  établir,  par  celte  méthode,  le  théo- 
rème suivant  : 

Elant  donnée  une  éqiuuion  aux  dérivées  partielles  à  deux 
variables  indépendantes  (*) 

à  une  racine  simple  X  de  l'équation   - 

àpn-\,\  àpn-i^t  Opo.n 

correspond  un  système  de  caractéristiques  (G);  h  désignant 
un  nombre  positif  différent  de  zéro,  le  système  (C)  possède  au 
plus  un  invariant  d'ordre  n  +  A.  Si  le  système  (C)  se  compose 
de  caractéristiques  d'ordre  n  —  i,  la  proposition  subsiste  pour 
les  invariants  d'ordre  n{/i  .—  o). 

Un  invariant  d'ordre  n  -^  h  du  svslème  de  caractéristiques  (C) 
est  une  intégrale  des  équations 

(^\  +  X  (^f-\  -  (^!^^]        '^        =  o 


'°     -+-(_,)«A.(X).-:-^^-  =  o. 


àpo,n-^/i  f^Pn-lJi^l 


(')  Pour  Ieî>  notations,  voir  le  dernier  Chapitre  des  Leçons  sur  les  e'f/uations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  de  M.  Goursal. 
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en  posant,  d'une  manière  générale, 

A,(X)  =  X«-^-  3-^  X«-'-t-f-.  .  .H-  (-  1)»-'  T-^- 

Supposons  qu'il  existe  k  invariants  distincts  d'ordre  /i  +  A  : 
^1}  *ï*2î  •••?  *Ï*A*  Les  dérivées  partielles  de  deux  quelconques  de 
ces  fonctions  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  /i -f- A  de  5  étant 
proportionnelles,  on  peut  exprimer  ^2,  •  •  •»  ^.c  à  l'aide  de  or, y,  5, 
des  dérivées  de  z  jusqu'à  l'ordre  /i  +  A  —  i  et  de  <Ï>| . 

Considérons  une  caractéristique  quelconcjue  d'ordre  n  H-  h — 1, 
cette  caractéristique  est  contenue  dans  une  infinité  de  caracté- 
ristiques d'ordre  n -h  h  dépendant  d'une  constante  arbitraire: 
choisissons  une  de  ces  caractéristiques  d'ordre  n -^  h^  de  telle 
sorte  que  ^1  soit  égale  à  une  constante  C|  qui  peut  être  prise 
arbitrairement,  au  moins  entre  certaines  limites.  D'après  la  défi- 
nition des  invariants,  ^2)  •  *•?  ^k  sont  égales  à  certaines  constantes 
C2,  ...,  Ca  quand  on  remplace  les  leltres  qui  y  figurent  par  les 
quantités  correspondantes  à  la  caractéristique  considérée.  Mais 
^2,  ...,  ^A  dépendent  seulement  de  ar,j^,  5,  /?i,o>  Po,\i  -'y  Po,n+h-i 
et  de  Ci  ;  ce  sont  donc  k  —  i  invariants  d'ordre  n  +  h  —  1  du  sys- 
tème (C). 

Nous  avons  supposé  que  (C)  possédait  A*  invariants  d'ordre /i  4- A 
et  nous  avons  établi  qu'il  existait  alors  A'  —  1  invariants  d'ordre 
/i  4- A — 1;  il  en  résulte  que  tous  les  invariants  d'ordre  /i -h  A 
s'expriment  en  fonction  de  l'un  d'entre  eux  et  des  invariants 
d'ordre  inférieur,  ce  que  nous  voulions  démontrer.  La  démons- 
tration s'applique  aux  invariants  d'ordre  n  si  le  système  (G)  se 
compose  de  caractéristiques  d'ordre  n  —  i  ;  en  effet,  dans  ce  cas, 
une  caractéristique  d'ordre  n  —  i  est  contenue  dans  une  infinité 
de  caractéristiques  d'ordre  n. 

On  pourrait,  par  une  méthode  toute  semblable,  établir  une 
proposition  analogue  relative  aux  systèmes  non  singuliers  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  deux  variables 
indépendantes  dans  lesquels  le  nombre  des  fonctions  inconnues 
est  égal  au  nombre  des  équations. 
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DÉTERMINATION  DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION  ADMETTANT 
UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  DONNÉE  POUR  SURFACE  MOYENNE; 

Par    M.    DB    MONTCHEUIL. 

Désignons  par  S  la  surface  donnée,  par  S|  les  surfaces  cher- 
chées; par  r,  5;  Ti,  z^  les  coordonnées  respectives  des  méridiens 
des  deux  surfaces. 

On  vérifie  les  relations  suivantes  : 


ri  =  9.r- 


™/-/^T717- 


Zi  =  9  —  / 


qui  donnent  la  solution  du  problème. 

Deux  constantes  arbitraires  y  figurent.  L^ine  déciles  caractérise 
les  diverses  surfaces  S|  normales  à  une  même  congruence. 

Désignons  par  K  la  seconde  constante,  par  y  Tangle  de  la  nor- 
male à  une  surface  S|  avec  Taxe  des  Zj  par  a  une  valeur  particu- 
lière quelconque  de  r,  par  y^  la  valeur  correspondante  de  y. 

On  vérifie  la  relation 

(i)  r   I     — -h  Kr -h  cotY  =  o. 

D'où 

a 

Celte  expression  représente  la  valeur  dé  la  projection  sur  Taxe 
des  z  de  la  portion  de  normale  à  une  surface  S|  comprise  entre  cet 
axe  et  son  point  de  rencontre  avec  S. 

Soient  d\  cF\  cf"  Irois  de  ces  projections,  relatives  à  trois  sur- 
faces quelconques  S|  admettant  la  même  surface  moyenne  S; 
(t^^  fi?^,  (T'^^  celles  de  ces  projections  qui  passent  par  le  point  de  S 
pour  lequel  on  a 


XXXlll. 
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Des  formules  (i)  on  déduit  la  relation 

(rf;-^;)^;    {d\,-d:,^di    (d:,^d!jHz _ ^ 

d'  ^  (f  ^  (T  " 

Cette  formule  permet  y  deux  congruences  de  normales  à  des 
surfaces  S|  étant  données,  de  déterminer  toutes  les  autres  par 
une  construction  purement  géométrique.  Elle  permet,  en  effet, 
de  déterminer  les  points  oCi  les  normales  de  ces  congruences  ren- 
contrent Taxe  des  z. 


SUR  LES  COURBES  GAUCHES  DE  4*  ORDRE  ET  DE  4*  CLASSE; 
Par    M.    Ch.    Bioche. 

I.     —    DÉTERAiiNATION     DES    ÉQUATIOJNS     DES    COURBES    EN    QUESTION. 

1.  Si  Ton  projette  une  courbe  gauche  d'ordre  n  et  de  classe  k 
sur  un  plan,  le  centre  de  projection  étant  un  point  O  de  la  courbe 
ne  présentant  aucune  singularité,  on  obtient  une  courbe  d'ordre 
n  —  I .  Celle-ci  admet  pour  points  d'inflexion  : 

1°  Les  projections  des  points  de  contact  des  k  —  3  plans  oscu- 
lateurs  qu'on  peut  mener  de  O  à  la  courbe; 

2"  Les  projections  des  points  à^ inflexion  linéaire,  c'est-à-dire 
des  points  où  la  tangente  a  trois  points  confondus  avec  la  courbe. 

Si  /z  =  4*  1^  courbe  est  une  biquadratique  ou  une  quartique, 
intersection  partielle  d'une  quadrique  et  d'une  surface  de  3^  ordre. 
Dans  ce  dernier  cas,  la  courbe  admet  des  sécantes  triples  et  elle 
e.>t  unicursale,  un  plan  passant  par  une  sécante  triple  ne  coupant 
plus  la  courbe  qu'en  un  point.  Si  la  courbe  est  une  biquadratique, 
elle  ne  peut  adraellre  de  point  d'inflexion  linéaire;  sa  projection 
a  donc  k  —  3  points  d'inflexion;  si  A*  =  4j  celle  projection  est 
une  cubique  à  point  de  rebroussenient,  elle  est  donc  unicursale  et 
il  en  est  de  même  de  la  courbe  de  Tespace. 

Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  gauche  de  4"  ordre 
et  de  4*^  classe  étant  exprimables  ralionnellement  en  fonction 
d'une  variable  X,  l'équalion  qui  donne  les  points  d'intersection  de 
cette  courbe  avec  un  plan  contient  un  paramètre  de   moins  que 


Digitized  by 


Google 


-  19  — 

n^en  comporte  Téqualion  générale  du  4*  degré;  il  en  résulte  qu'il 
existe  entre  les  coefficients  de  Téqualion  une  relation  linéaire 
indépendante  du  plan  considéré.  On  peut  écrire  celte  relation 

(1)  a-hPSi-HYS«-f-SS,H-eS*=o, 

S^  représentant  la  somme  des  produits/?  kp  des  racines. 

Si  le  plan  devient  osculateur,  soitX  la  valeur  de  la  variable  cor- 
respondant au  point  de  contact  et  \'  la  valeur  correspondant  au 
point  où  le  plan  coupe  ta  courbe,  la  relation  précédente  peut 
s'écrire 

(2)  a-4-P(3X-hX')-h3YX(X-hX')-h8XMX-i-3V)4-eX»X'=o. 

2.  Pour  que  la  courbe  considérée  soit  de  4*  classe,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  relation  précédente  se  réduise  à  une  relation  homo-* 
graphique  entre  \  et  X'.  Or'on  peut,  par  une  transformation  homo- 
graphique  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  eOectuée  sur  la  va-* 
riable  \  ramener  la  relation  homographique  qui  doit  exister 
entre  À  et  à'  à  la  forme 

(3)  X'=AX. 

La  relation  (a)  devant  se  réduire  à  la  relation  (3),  on  doit  ob- 
tenir une  identité  si  Ton  remplace  dans  la  première  X'  par  hX]  on 
voit  facilement  qu'on  ne  peut  obtenir  que  les  résultats  suivants  : 

a=Y  =  S  =  £  =  o,  h  =  —  3, 
a  =  P  =  0  =  e  =  o,  A  =  — i, 
a=P  =  Y  =  e  =  o»         ^  =  — i- 

La  relation  homographique  entre  X  et  V  doit  donc  être  Tune 
des  suivantes  : 

X'-+-3X  =  o,        X'-hX=o,        3X'h-X  =  o 

et  la  relation  (i)  se  réduit  alors,  suivant  les  cas,  à  Tune  des  rela- 
tions 

Sj  =  o,        S,  =  o,        Sj=o; 

On  voit  immédiatement  que  le  premier  et  le  troisième  cas 
reviennent  l'un  à  l'autre  si  l'on  change  X  en  r  ;  on  n'a  donc  à  con- 
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sidérer  que  les  deux  premiers  cas.  Ceux-ci  sont  d'ailleurs  essen- 
tiellement distincts,  puisque,  dans  le  second  cas,  la  relation  entre 
X  et  V  est  involutive,  tandis  qu'elle  ne  l'est  pas  dans  le  premier  cas. 

3.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  en  X  qui  donne  les  points 
d'intersection  de  la  courbe  et  d'un  plan,  n'ayant  jamais  de  terme 
du  3"  degré,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  ont  des 
expressions  delà  forme 

X/=  A/X*-f-  B/X«-h  C/X  -h  D/        (i  =  I,  a,  3,  4). 

Des  quatre  équations  on  déduit  que  X*,  X^,  X,  i  sont  propor- 
tionnels à  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées,  par  suite  que 
les  courbes  en  question  sont  des  transformées  homographiques  de 

X        Y  _  Z       T 

X*  "  x«  *"  X  ""  r 

On  voit  de  même  que  les  courbes  correspondant  au  Hecond  cas 
sont  des  transformées  homographiques  de 

X*  •"  X»  ~  X  -  I  ^  ^ 


II.  —  Propriétés  des  df.vx  sortes  de  courbes  de  4*  ordre 

ET    DE    4*    classe. 


4.  On  voit  immédiatement  que  la  courbe 


X  _  Y  _  Z  _  T 

X*  "  X»  ""  X  ""  I 


(')  Bieo  que  cette  Note  soit  consacrée  à  des  propriétés  projectives,  je  signalerai 
en  passant  une  propriété  métrique  curieuse  d'une  des  courbes  en  question. 
Si  l'on  pose 

X  =  <?'•, 

\=  t-h  iz,        Y  =  a:  -H  ly,        Z  =  a:  —  *y,        T  ï=  f  —  i^, 

on  obtient 


cos6        sin6        sin2Ô        cos2  6 

Si  Ton  rejette  le  plan  ^=  o  à  l'infîni,  on  obtient  une  courbe  ayant  pour  axes 
de  symétrie  Ox,  Oy,  Oz  et  n'ayant  ni  centre  ni  plan  de  symétrie. 
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est  une  bîquadratique,  tandis  que  la  courbe 

X  _  Y  _  Z  _  T 

X*  ~  X»  ~  X  ~  I 

est  située  sur  une  seule  quadrique,  non  développable, 

YZ  —  XT  =  o 

dont  un  système  de  génératrices,  celles  qui  rencontrent  les  droites 
X  =  o,  Z  =  o  et  Y  =  o,  T  =  o,  est  formé  de  sécantes  triples  de 
la  courbe. 

Il  faut  8  équations  de  condition  pour  exprimer  ({u'unequadrique 
contient  la  première  courbe  et  9  pour  exprimer  qu'une  quadrique 
contient  la  seconde  courbe.  Plus  généralement  les  équations  de 
condition,  pour  qu'une  surface  d*ordre  ni  contienne  Tune  des 
courbes  en  question,  sont  au  nombre  de  4^^  dans  le  premier  cas, 
et  de  4  ''*  -H  i  dans  le  second. 

En  effet,  soit 

F(X,  Y,  Z,  T)  ==  o 

Féquation  générale  de  degré  /n;  on  a  à  écrire  que  l'une  des  ex- 
pressions 

F(X*,  X«,  X,  I)        ou        F(XSX»,  X,  1) 

est  identiquement  nulle.  Or,  la  première  expression  est  un  poly- 
nôme en  \  où  manque  le  terme  d'ordre  ^m  —  i,  tandis  que  la 
seconde  est  un  polynôme  complet  de  degré  ^m, 

5.  La  biquadratique  a  un  point  de  rebroussement 
Y  =  Z  =  T  =  o, 
la  tangente  en  ce  point  étant 

Z  =  o,        T  =a  o. 

La  projection  de  la  courbe,  faite  d'un  point  quelconque  de 
celle-ci,  est  une  cubique  à  rebroussement  dont  l'unique  tangente 
d'inflexion  est  la  trace  du  plan  osculateur  mené  par  le  centre  de 
projection. 

La  quartique    à   sécantes    triples    a    deux    points    d'inflexion 

linéaire, 

X=Y=:Z  =  o,         Y  =  Z  =  T  =  o, 
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les  langenles  <^lanl 

X  =  o,         Y  =  o        et        Z  =  o,         T  =  o. 

La  projection  faite  d'un  point  de  la  courbe  esl,  en  général,  une 
cubique  à  point  double  dont  les  tangentes  d'inflexion  sont  :  la  trace 
du  plan  osculateur  mené  du  centre  de  projection,  et  les  projec- 
tions des  tangentes  aux  points  d'inflexion  linéaire. 

Si  la  projection  se  fait  d'un  des  points  d'inflexion  linéaire, 
on  obtient  une  cubique  à  rebroussement;  l'unique  tangente  d'in- 
flexion est  la  projection  de  la  tangente  au  second  point  d'inflexion 
linéaire. 

6.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  la  développable  formée  par  les 
tangentes  d'une  biquadra tique  de  4'  classe  est  du  5*  ordre;  tandis 
que  la  développable  des  tangentes  à  l'autre  quartique  de  4*  classe 
est  du  6*  ordre. 

Les  cordes  qui  joignent  le  point  de  contact  d'un  plan  osculateur 
à  celte  dernière  courbe  au  point  d'intersection  engendrent  une 
surface  du  3^  ordre  à  directrices  rcclilignes  distinctes 

XZ«-Y«T  =  o; 

les  courbes  asyraploliques  sont  des  courbes  de  même  nature  que 
la  quartique  considérée.  Cette  propriété  est  bien  connue. 

Les  cordes  de  la  biquadratique  qui  joignent  le  point  de  conlacl 
d'un  plan  osculateur  au  point  d'intersection  engendrent  une  surface 
du  5*  ordre.  Il  est  facile  d'exprimer  les  coordonnées  des  points  de 
cette  surface  au  moyen  de  X  et  d'une  autre  variable^  si  labiquadi*a- 
tique  est  donnée  par 

X  =  X*,        Y  =.  X«,        Z  =  X, 

la  surface  en  question  se  représente  par 

X  =  X*-haoX»}ji,        Y=:X»-+-/iXtJi,        Z  =  X  — jx, 

ou,  si  l'on  élimine  X  et  [jl  entre  ces  équations,  par 

8Zî(2iXZ*— 5Y»-h  XY) -4- (7Y«- 3X)«  =  o. 

On  constate  facilement  que  la  ligne  double  de  la  surface,  qui 
doit  êlrc  du  6*  ordre,  puisque  les  sections  planes  sont  des  courbes 
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unîciirsales  du  5^  ordre,  se  compose  de  la  biquadralique  et  de  la 

conique 

Z  =  o,        7Y«— 3X  =  o, 

conique  qu'on  obtient  d'ailleurs  dans  le  premier  mode  de  repré- 
sentation en  faisant  |ji  ^  X. 

La  surface  contient  une  autre  conique  contenue  dans  le 
plan  X  =  o. 

Les  lignes  asymptotiques  sont  données  par  les  équations 

A  étant  une  constante.  Elles  sont  en  général  du  8"  ordre;  pour  A 
infini,  on  retrouve  la  biquadratique  et  pour  A  =  o  une  courbe  de 
même  nature. 

7.  Si  sur  une  biquadratique  de  4"  classe  on  prend  un  point  Mo, 
si  Ton  mène  le  plan  osculateur  dont  le  point  de  contact  n'est  pas  Mo, 
on  obtient  un  point  M|  ;  en  continuant  cette  construction  on 
obtient  des  points  M^,  M3,  ..'•,  M/<,  ...  en  nombre  infini.  Le 
/t'^"**  point  tend  vers  celui  pour  lequel  le  plan  osculateur  coupe 
la  courbe  en  4  points  confondus,  qui  correspond  à  X  ==  o. 

Si,  au  contraire,  l'on  mène  le  plan  osculateur  en  Mo  qui  coupe 
la  courbe  en  M',,  on  obtient  des  points  M^,  . . . ,  MJ,  en  nombre 
infini,  le  /i**^"*  point  tendant  vers  le  point  de  rebroussement,  qui 
correspond  à  X  =  00. 

On  a  ainsi  une  propriété  analogue  à  une  propriété  des  courbes 
planes  du  3*  ordre  et  de  3*  classe  étudiée  par  Clebsch  (*). 

Pour  l'autre  quartique  de  4®  classe  le  point  de  contact  et  le  point 
d'intersection  d'un  plan  osculateur  se  correspondant  involuli- 
vement,  ces  points  se  déduisent  alternativement  l'un  de  l'autre. 


IH.  —  Remarques  relatives  a  nES  théorèmes  ue  M.  Halphen. 

8.  Dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  III  des  Acta  malhema- 
iica,  M.  Halphen  déduit  de  l'étude  des  équations  dilTérentielles 

(»>  Levons  de  Géométrie,  trad.  Benoist,  t.  II,  p.  3 4'). 


Digitized  by 


Google 


-  2i  - 

du  4*"  ordre,  sans  second  membre,  diverses  conséquences  géomé- 
triques. 11  donne  en  particulier  des  propriétés  des  courbes  anhar- 
moniquesy  c*est-à-dire  des  courbes  pouvant  se  transformer  homo- 
graphiquement  eo  elles-mêmes;  les  courbes  anharmoniques 
algébriques  peuvent  se  représenter  par  les  équations 

X  _  Y^       _Z  _  T 

x«  "■  XP  ""  Xy  ""  i  ' 

a,  ^,  Y  étant  des  entiers  positifs,  premiers  entre  eux  dans  leur 
ensemble. 

M.  Halphen  démontre  que  : 

i^  Si  une  courbe  appartient  par  ses  tangentes  à  un  complexe 
linéaire  et  est  anharmonique,  elle  est  tracée  sur  une  surface  du 
second  degré  ; 

a®  Si  une  cQurbe  appartient  par  ses  tangentes  à  un  complexe 
linéaire  et  est  tracée  sur  une  surface  du  second  degré  ^  elle  est 
anharmonique. 

La  condition  pour  qu'une  courbe  anharmonique  appartienne 
par  ses  tangentes  à  un  complexe  linéaire  s'exprime,  si  Ton  sup- 
pose a  >  ^  >  Y?  par 

on  voit  alors  que  la  courbe  est  située  sur  la  quadrique,  non  déve- 
loppable, 

YZ  -  XT  =  o. 

Les  courbes  que  j'ai  étudiées  sont  anharmoniques;  la  biquadra- 
tique  n'appartient  pas  à  un  complexe  linéaire,  l'autre  qiiarlique 
appartient  à  un  complexe  linéaire. 

9.  On  peut  se  proposer  de  chercher  dans  quels  cas  une  courbe 
anharmonique  algébrique  tracée  sur  uue  quadrique  n'appartient 
pas  à  un  complexe  linéaire. 

Il  suffit  de  former  Téquation  qui  donne  les  X  des  points  d'inter- 
section d'une  courbe  anharmonique  avec  une  quadrique,  et  de 
chercher  dans  quel  cas  cette  équation  se  réduit  à  une  identité.  En 
supposant,  pour  fixer  les  idées,  a  >  [i  >►  y,  ce  qu'on  peut  toujours 
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faire,  on  obtient  les  cas  suivants  : 

a  =  P  H- Y  quadrique:  YZ — XT=o, 

a=!ip  »  XT  — Y«   =0, 

a-f.Y  =  2P  »  XZ— Y«   =o, 

a  =  2Y  »  XT  -Z«   =0, 

P  =  aY  »  YT  — Z«    =0. 

On  voit  que,  dans  les  quatre  derniers  cas,  la  quadrique  est 
développable  et  qu^elle  ne  Test  pas  dans  le  premier;  et  Ton  peut 
cooclure  de  ce  qui  précède  que  : 

1®  Si  la  courbe  est  sur  une  seule  quadrique,  non  déi^eloppable, 
elle  appartient  à  un  complexe  linéaire; 

2*^  Si  la  courbe  est  une  seule  quadrique  développable,  elle 
n^appartient  pas  à  un  complexe  linéaire*, 

Enfin,  si  la  courbe  est  sur  deux  quadriques,  ce  ne  peut  être 
qu^une  cubique  gauche  ou  une  biquadratique. 

On  sait  qu^une  cubique  gauche  appartient  à  un  complexe 
linéaire;  d^ailleurs  pour  la  cubique  gauche  on  aurait 

a  =3,         P  =;•-»>         T=i» 
et  Téqualion 

exprime  la  condition  en  question. 

Pour  une  biquadratique  on  aurait  a  =  4  ^t  Ton  ne  pourrait 
prendre  que 

p  =  3,    Y  =  ^       ou        p  =  s>.,    Y  =  '» 

ce  qui  donne  les  courbes 


X        Y        Z       T 

X        Y        Z       T 

X*  "  Xâ  ""  X^  -  T 

ou 

X*  ~  X»  ~  X  ■"  I 

Or,  si  Ton  change  X  en  y>  ces  équations  se  déduisent  les  unes  des 
autres  en  permutant  X  et  T  d'une  part,  Y  et  Z  d'autre  part. 

On  déduit  de  cette  discussion  que  la  biquadratique  de  4*  classe 
est  la  seule  courbe  anharmonique  algébrique  par  laquelle  on 
puisse  faire  passer  une  quadrique,  non  développable,  sans  que 
les  tangentes  de  la  courbe  appartiennent  à  un  complexe 
linéaire. 
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LA  RÉSOLUTION   NUMÉRIQUE  DES  ÉQUATIONS; 
Par  M.  R.  de  Mowtessus. 

Hoéné  Wronski  (*)  a  fondé  la  réduction  numérique  des  équa- 
tions algébriques  sur  les  fondions  aleph.  Ces  fonctions  sont  un 
cas  particulier  de  fonctions  plus  générales,  permettant  de  résoudre, 
comme  celles-ci,  la  question  posée. 

Qui  plus  est,  ces  fonctions  générales  donnent  la  solution  des 
équations  numériques  transcendantes,  au  lieu  que  les  fonctions 
aleph  n'y  sauraient  prétendre. 

Je  vais  brièvement  exposer  la  méthode  de  résolution  des  équa- 
tions numériques,  telle  qu'elle  résulte  de  travaux  récents  (*),  et 
comparer  les  résultats  de  cette  méthode  avec  ceux  que  H.  Wronski 
avait  énoncés  quatre-vingt-dix  ans  plus  lot. 

Je  suppose  que  l'équation  à  étudier  ne  possède  que  des  racines 
simples.  Deux  cas  sont  à  distinguer. 

I.  Les  modules  des  deux  racines  les  plus  proches  du  point 
z  =  o  sont  différents  l'un  de  Vautre. 

Soit 

F(«)=:0 

Téquation  proposée  et  soit  ai  la  racine  de  moindre  module.  Si 
4>(j)  est  une  fonction  assujettie  aux  seules  conditions  :  i"  de 
n'avoir  aucun  pôle  dans  le  cercle  de  rayon  |  «i  |  ;  2**  que  la  fonction 

soit  développable  en  série  de  puissances  entières 

(l)  5o-f-*i3-h*j««-h..., 

on  sait  que  te  rapport  — ^  tendra,  p  croissant  indéfiniment, 
vers  la  racine  a  ('). 

(')  H.    Wronski,   Résolution   générale   des   équations  de  tous   les    degrés 
{Messianisme,  t.  III). 
(^)  Hadamard,  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique,  p.  «>n. 
(^)  Hadamard,  loc.  cit.,  p.  3t>. 
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SI  F(^)  est  un  polynôme,  on  pourra  prendre  pour  ^{z)  un 
polynôme  quelconque.  On  déterminera  alors  la  série  (i)  en  iden- 
tifiant les  termes  de  Tidenlilé 

On  vérifiera  sans  peine  que,  si 

F(a)  =  «'»— Al -5'»-*-f-A,^'«-»— ...-»-(— i)"«A,„, 
les  coefficients  5m  sont  déterminés  de  la  manière  suivante  : 

I®  Les  premiers  5q,  s^  .  ,  .^  Sp  dépendent  du  polynôme  ^(^), 
c'est-à-dire,  pour  l'objet  qui  nous  préoccupe,  sont  arbitraires  ; 
on  peut  prendre  arbitrairement,  quel  que  soit  le  nombre  fini  p y 
les  coefficients  ^o,  5| ,  .  .  . ,  Sp* 

2"  Les  coefficients  5^+1,  5/,+2,  .  . .  vérifient  la  loi  de  récurrence 

-f-  (—  i)'«Ai*„-(,«_i)-h  (  —  i)'»+»*„_m  =  o        (n<p). 

Semblablement,  le  calcul  de  la  racine  de  plus  grand  module, 
à  la  supposer  seule  de  ce  module,  peut  se  faire  comme  il  suit  : 

Faisant  sur  l'équation  la  transformation  z=:--j>  on  est  ramené 
au  cas  précédent. 

Si 

3'o-l-a'iZ-HCiZ*H-... 

est  le  développement  en  série  de  la  fonction 

»i(Z) 
Fi(Z)'     . 

où  F|  (Z)  =  o  est  la  transformée  de  F(5)  ==  o  par  la  substitution 
1 

tend  vers  la  racine  en  question. 

Ici  les  fonctions  d  vérifient  la  loi  de  récurrence 

(3)  a',i—  Al  s*,,-!  -+-  AjS',,-,  — .  .  .H-  (  -  l)"«  k,„^n-m  =  O. 

J.  Bcrnoulli  connaissait  ce  procédé   de  calcul  des  racines  de 
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plus  petit  et  plus  grand  module  dans  le  cas  où  V équation  est 
algébrique, 

Wronski  de  même.  Ce  dernier  emploie  à  cet  effet  les  fonctions 
aleph.  Les  fonctions  aleph  positives  correspondent  aux  fonctions 
d  et  sont  définies  par  les  conditions 

A  leph  de  zéro  =  X(o)  =  X(ai ,«!,...,  ««)'  =  (ai -h  «i  -h . . .-h  a,;,)o  =  i , 
Aleph  de  un     =X(i)  =  Jl>(ai,  a,,  ...,  a;n)*  =  (ai-l-ai-H...H-«/«)*  =  «1-4- «i -+-—+«/»», 
Aleph  de  deux  =:A'>{i)=:X(^u<^t,  ..-i  «m)»=(ai-+-ai-4-...-+-am)?=2:3tî-+-Saia,, 
Alephde  trois  =  Jl»(3)  =  X(ai,  a,,  ...,  a/n)'=(«|-+■al^-•.•-^-am)î=2:aî^-2aîal-+-2alala3, 

OÙ  le  symbole  (     )i  indique  que,  dans  le  développement  de 

(ai-l-ai-+-...-l-a,«)P, 

on  doit  remplacer  tous  les  facteurs  p,  -^-^ -9  ^-^ -4- -*  •  •  • 

^  ^^  1.2  1.2.3 

par  l'unité. 

Les  fonctions  X  vérifient  les  relations  de  récurrence  (3)  et  la 

limite  de     ^ — --^^  quand/?  croît  indéfiniment,  n'est  autre  que  la 

racine  de  plus  grand  module  de  l'équation,  si  toutes  les  autres 
racines  ont  des  modules  moindres. 

Le  calcul  de  la  racine  de  moindre  module,  à  supposer  que  toutes 
les  autres  racines  soient  plus  grandes  en  modules,  se  fait  de  même 
par  les  fonctions  aleph  fiégatives,  définies  comme  il  suit  : 

Jl,(— i)  =  Jl,(— 2)  =  A>(— 3)=...=  •l>[— (m  —  0]  =  0, 
—  A,n  Jl)[— (/i-h/n)]  -+- A;„_|oil)[— (/i-h  m  — i)] 

—  A«_,Jl.[— (/n- m  —  2)]-h. . . 

4-  (—  !)'»-«  XI—  (n  -h  i)J  -h  (—1)"'-»  X{—  n)  =  o, 

ce  qui  n'est  autre  que  la  relation  de  récurrence  (2). 

IL  Les  modules  des  deux  racines  les  plus  proches  de 
l'origine  sont  identiques. 

Si  les  modules  des  racines  de  l'équation,  algébrique  ou  non, 
vérifient  les  inégalités 

hi|I|at,|<h,|l|a,|g..,, 

on  peut  former  l'équation  du  second  degré  admellant  les  racines 
ai,  a^,  sous  condition  qu'il  existe  une  fonction  ^(:;)  n'ayant  aucun 
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pôle  dans  le  cercle  de  rayon  |  aa  |  el  lelle  que  la  fonction 

soit  développable  en  série  suivant  les  puissances  entières  de  la 
variable  z.  En  effet,  on  peut  écrire 


H- 


B 


«1 — z  3ti — Z 

A      _  A^ 
B^ 


(4) 
et  si 


«1- 


B 


A^       Xz^ 
a}    "^    a} 
B^        Bz* 


où 


Fi(^)  = 
A-s"-» 


F(z) 


(ai  — ^)ia,- 


-h.  . 


Bz«-» 


as —  z 

t\z) 


=  slj  -h  s\  z  -^  s'^ z^ -^ . .  ,-h  s',tZ'^ -h ,  ,  . , 


=  5o-1-5i^  -h  S2  3*4-...-h5„3«-H..  .    : 


a"  Les  quantités  a"^^,  ol'^s'^  tendent  vers  zéro  quand  n  croît 
indéfiniment. 

Car  la  série  (4)  converge  par  hypothèse  dans  un  cercle  de  rayon 
>  [ttal,  puisque  les  pôles  de  ^(z)  [ou  ^1(2)]  et  les  zéros  de  F,  (5) 
sont  extérieurs  au  cercle  de  rayon  ja^j.  Donc  les  séries  ^ol"s'„j 
Sajsjj  convergent,  ce  qui  justifie  la  proposition.  Cela  posé,  élu- 
dions le  déterminant 


I>«,P= 


-*"*«- 1       ^n+p 


r-t-*j 


B 


-^s: 


«+/»-! 


+-«« 


„n+p+l  ^^  eti+p+x  ^^  ^n+p 
**1  *ï 


Multipliant  la  deuxième  colonne  par  a^  et  retranchant  de  la  pre- 
mière, il  vient 


^n,p  = 


A 


■ ^H+p-i 


Digitized  by 


Google 


1 


-  30  — 


Multipliant   k  première  colonne  par  —  et  retranchant  de  la 


ot? 


deuxième,  multipliée  au  préalable  par  i ^ 


^n,p= 


'-i 


d'où 


Les  expressions  soulignées  tendent  vers  zéro  quand  n  croît 
indéfiniment,  p  restant  fini  et  bien  déterminé. 
Donc 


ftnf,n+pT\        -. 


AB 

-il 


-iî 


«A'    «;)  «<('    4/ 


"■■'■"(-i)a-i)*^ 


o/V  R|,,p  /6/2^  vers  zéro,  quand  n  croît  indéfiniment,  p  restant  Uni, 
et 

On  en  conclut 


d'où 


Oj 


lirn 


*«— 1        */H-/i-  1 


»n-hft 


*/i  +-1      ^/i-t-/*-t-l 


=  «1  «î. 
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S„-\  Sfg 


1/1  *«-Hl 


=  a,  a. 


On  en  conclut  encore 


d' 


ou 


(fi) 


«n-1 

^n-^p 

lîm  - 

'« 

*n+fM-l 

-  = 

.ar'-.r 

n  .=  •• 

Sn 

'/H-/* 

«?-< 

Sn-^l 

«/H-f»-»-| 

En  particulier, 

*«-!      «n-^: 

^                                                     lim 

*/I           *«-4-l 

/!  =  « 

Sn        in^x 

-  —  «1  -+-  «1- 

*/i-+-l      *«- 

»-i 

Ainsi,  quand  n  croît  indéfiniment,  les  racines  de  l'équation 


(;) 


Sfi  ^/i-H  —  ^w-1  *w-t-l 


^H- 


^i  ~"  '^«-1^11-4-1 


tendent  vers  ai,  a^. 

On  peut  de  même  oonstruire  Téqualion  a^ant  pour  racines  les 
deux  racines  de  plus  grand  module  ai,  ol^  sous  condition  que  leurs 
modules  soient  plus  grands  que  les  modules  de  toutes  les  autres 
racines. 

Wronski,  au  moj^en  des  fonctions  aleph  composées,  qui  sont 
aux  fonctions  aleph  simples  ce  que  les  coefficients  de  Téquation 
en  ai,  as  sont  à  5,|_|,  5/,, ^11+4,^/14.29  a  formé  semblablement  l'équa- 
tion (7)  et  Téquation  donnant  les  deux  racines  de  plus  grands 
modules. 

III  Les  modules  des  p(p>  2)  racines  les  plus  proches  du 
point  z  =  o  sont  identiques. 

I  «1  I  ^  I  a,  1 1: . .  .<  I  ap  |<  I  a„-,.|  I  11  a,,^ ,  1 1: . . . . 


Digitized  by 


Google 


—  32  — 

Dans  ce  cas,  comme  clans  le  cas  dep  =  2,  on  peiil  former  ('), 
et  Wronski  Valait  fait,  Téqualion  de  degré  p  admellant  les  ra- 
cines a,,  tta,  . . .,  7.p]  Wronski  avait  aussi  formé  Téquation  admet- 
tant les  racines  a^^.,,  a^+2,  .--j  »;„  si  |a|^>|a^+,  |<|a^+2|<...<|a,„|. 

Il  est  plus  simple  d^observer  qu'une  substitution  2  =  a  -f-  Z*  où  a 
est  convenablement  choisi,  et  d'ailleurs  facile  à  choisir,  fait  que 
une  ou  deux  racines  seulement  se  trouvent  sur  le  cercle  de  con- 

vergence  de  -^j^  • 

La  méthode  indiquée  donnera  donc,  dans  tous  les  cas,  soit  iine^ 
soit  deux  racines  :  je  parle  de  valeurs  approchées.  D'où  formation 
possible  d'une  équation  approchée,  admettant  comme  racines  des 
valeurs  approchées  des  autres  racines  de  la  proposée.  On  pourra 
calculer  ainsi  des  valeurs  approchées  des  racines  de  l'équation 
proposée.  Cela  permettra  de  construire  un  cercle  Cdecenlrea:  =  /i, 
y  z=  kk  l'intérieur  duquel  sera  la  seule  racine  a.\  que  l'on  voudra 
calculer  avec  telle  approximation  fixée  à  l'avance.  Faisant,  eu  edct, 
sur  l'équation,  la  substitution 

ar  -H  ty  =  «  =  X  -h  II  -+- 1(  Y  -h  ^), 

l'équation  transformée  en  Z  aura  la  seule  racine  ax-j-  A  -h  ik  dans 
le  cercle  C  ayanl  son  centre  au  point  Z  =  o.  Dès  lors,  la  méthode 
exposée  au  paragraphe  I  permettra  de  calculer  ax+/i-l-/A*, 
d'où  ax,  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra. 

IV.  Dans  la  méthode  exposée,  le  choix  des  indéterminées 

influe  sur  la  convergence  plus  ou  moins  rapide  des  rapports  dé- 
terminant les  racines.  Nous  n'avons  actuellement  aucun  moyen 
d'étudier  a  priori  la  rapidité  de  la  convergence.  Si  nous  remar- 
quons que  dans  les  équations  traitées  par  Wronski  (et  ces  équa- 
tions ne  peuvent  avoir  été  choisies  à  cet  effet)  la  convergence  s^af- 
firme  comme  très  rapide,  nous  devons  conclure  que  le  choix  des 

FONCTIONS  ALEPH  EST,  SeloU  tOUtC  Vraisemblance,  PARFAITEMENT  AP- 
PROPRIÉ A  LA  RÉSOLUTION  NUMÉRIQUE  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


(')  HADAMAnn,  loc.  cit.,  p.  \i. 
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Conclusion,  —  H.  Wronski  avait  indiqué,  voici  près  d'un 
siècle,  la  mélhode  de  réduction  des  équalions  numériques  algé- 
briques que  de  récents  travaux  ont  retrouvée,  seule  méthode  qui 
atteigne  pleinement  le  but  proposé. 

A  vrai  dire,  Wronski  n^avait  pas  fait  la  discussion  de  sa  mé- 
thode :  mais  les  notions  restreintes  que  les  géomètres  ses  contem- 
porains avaient  de  l'Analyse  ne  lui  permettaient  pas  de  faire  cette 
discussion. 

Du  moins,  Wronski  a-l-il  eu  le  mérite  d'indiquer  une  base^ 
les  fonctions  aleph,  permettant  de  construire  des  expressions 
rapidement  convergentes,  ce  que  nul  après  lui  n'a  tenté. 

Cependant,  l'exposé  de  Wronski  esta  ce  point...  obscur  et  plus, 
qu*il  ne  pouvait  guère  être  compris  tel  qu'il  est.  //  était  néces- 
saire, pourrait-on  dire,  que  les  résultats  de  Vénigmatique  Polo- 
nais fussent  retrouvés  par  Une  voie  nouvelle^ 


SUR     L'INTERPOLATION; 
Par  M.   S.   Bkrnsteiw. 

M.  Borel  a  soulevé  récemment  au  Congrès  de  Heidelberg  la 
question  de  la  convergence  des  séries  de  polynômes  qu'on  obtient 
par  rinterpolation.  Cette  question  a  déjà  été  traitée  d'une  façon 
détaillée  par  M.  Runge  (').  Le  résultat  de  cette  étude  peut  se 
résumer  ainsi  :  les  polynômes  approchés  d'une  fonction  continue 
donnés  par  la  formule  de  Newton  ne  convergenl,  en  général,  vers 
aucune  limite.  Cette  étude  met  une  fois  de  plus  en  évidence  le  l'ait 
qu'en  général  la  possibilité  du  développement  d'une  fonction  en 
une  série  de  polynômes  sur  un  segment  dépend  essentiellement  de 
la  régularité  de  la  fonction  (supposée  analytique)  dans  une  région 
déterminée  entourant  ce  segment. 

Le  praticien  (qui  ne  trouverait  pas  le  calcul  de  la  formule  de 
Newton  trop  embarrassant)  pourrait  évidemment  objecter  que 
l'expérience  immédiate  ne  lui  défend  pas  d'identifier  sa  fonction  à 


(*)  Zeilschrijt  fiir  Math,  iind  Phys.,  1901. 
XXXIII. 
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un  polynôme  et  de  lui  allribuer  aiosî  toute  la  régulante  désirable 
dans  le  domaine  complexe. 

Mais  justement  à  la  circonstance  théorique  signalée  plus  haut 
correspond  ce  fait  pratiquement  important  qu^une  variation 
inappréciable  des  données  expérimentales  conduit  à  une  va- 
riation considérable  des  valeurs  des  polynômes  approchés  en 
certains  points  intermédiaires.  En  réalité,  les  praticiens  pré- 
fèrent se  servir  comme  courbes  représentatives  approchées  de  leur 
fonction  des  lignes  polygonales  qui  passent  par  des  points  déter- 
minés expérimentalement.  Il  est  clair  que  ce  dernier  moded^inter* 
polation  permet  de  représenter  la  fonction  avec  toute  la  précision 
que  comportent  les  mesures  directes.  Il  m^a  paru  intéressant  de 
ramener  le  calcul  de  ces  lignes  brisées  à  un  algorithme  analytique. 
La  chose  est  aisée;  nous  verrons  qu'il  suffit  d'introduire  la  fonc- 
tion I  X I  qui  signifie  comme  toujours  valeur  absolue  de  x. 

Soit  yz=lP(^x)  une  fonction  uniforme  et  continue  lorsque  x 
varie  de  o  à  i.  Considérons  la  ligne  brisée  ayant  pour  sommets  les 
points 

P,[o,F(o)];     P.[i.F(^)];     P«[^K^)J'     •••'■     P"f''^(')^ 
Si  l'équation  de  cette  ligne  brisée  est 

il  est  évident  que  la  série 

converge  uniformément  sur  le  segment  oi,  pourvu  que  a^^  croisse 
indéfiniment  avec  k.  Cherchons  donc  l'expression  de  Fff(x).  Il  est 
clair  que 

(I)  F«(a?)  =  Ao|jrl-HAiL—  iL-...H-A«|ar  — i|, 


n 


avec 


<")  *-==|''(^V^(^')-'(ï)i  '*-'- "-" 


et 


(3) 


A„=iJF(i)-t-      «F(i)     _(rt_,)F(o)j, 
A„=JJf(o)  +  «f(^')-(«-.)F(i)J. 
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Ces  formules  sont  une  conséquence  immédiate  de  la  propriété 
de  la  fonction  \x\  que  ses  différences  secondes  sont  nulles  partout 
sauf  pour  x  =  o.  On  voit  que  Tusage  et  la  démonstration  de  ces 
formules  n'exigent  que  des  connaissances  tout  à  fait  élémentaires. 
Si  Ton  veut  sortir  du  domaine  des  mathématiques  élémentaires  il 
est  aisé  de  rattacher  nos  formules  au  calcul  intégral.  Supposons 
que  F(x)  admette  des  dérivées  des  deux  premiers  ordres.  On  a 
évidemment  pour  /i  ==  oo 


(2  bis) 


(3  bîs) 


2       \n/   n 

l  Ao=^jF(i)4-F(o)^-F'(o)!, 

I  A«=ijF(i)-+-F(o)~F'(i)i. 


De  sorte  que 


(•  bis) 


F(x)=iy   F'(^)|:p-^|rf;îH-i{F(i)4-F(o)+F'(o)j|; 
-hiJF(0-hF(o)~F'(i)j|i-a;| 
=  -  f  F'(z)\x^z\dz 
-^  i  {  F(i)  -^  F(o)  _  F'(,)  j  +  î  j  F(o)  -^  F(i)  j. 


L'égalilé  (i  bis)  est  facile  à  vérifier  directement.  L^interpolation 
des  fonctions  continues  de  plusieurs  variables  se  fait  d'une  façon 
toute  semblable  en  introduisant  à  la  place  de  la  fonction  élémen- 
taire I  j:  I  les  fonctions  |  x,  ^  |  ou  |  ^,  ^,  5  |  etc.  Le  calcul  des  coeffi- 
cients ainsi  que  les  diverses  opérations  ne  présentent  pas  de 
difficulté.  Les  lignes  au  moyen  desquelles  nous  avons  cherché  à 
approcher  notre  fonction  continue  admettent  des  tangentes  discon- 
tinues; c'étaient  celles  qui  se  présentent  géométriquement  le  plus 
naturellement.  Mais,  si  Ton  voulait  interpoler  au  moyeu  de  fonc- 
tions discontinues,  on  obtiendrait  des  formules  encore  plus 
simples. 

Supposons,    en   eflet,    qu'on    nous   donne    les    valeurs  F(o). 

F(- j>  ••  •>  F(i)  et  construisons  la  fonction  discontinue  Frt(j:)  qui 
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de  o  à  -  (-  exclu)  égale  F(o),  de  -  à  -  ( -  exclu  j  égale  F(- j  et 

ainsi  de  suite,  enfin  F«(i)  =  F(i).  Si  nous  introduisons  la  fonc- 
tion ^^{x)  telle  que  X{x)  =  o  pour  — oo<[j;<o  et  X(a?)=i 
pour  o  $  J?  <  00,  on  a  évidemment  : 

Fn{op)  =  AoA(a:)-i- A,x(a:~  -j-h...H-A;jX(a:  — i), 

où 

Ao=F(o), 

A.  =  f(L)-.F(o), 

f 

A„=F(,)-F(iL^). 

Tous  les  calculs,  avec  ces  séries,  se  font  avec  le  plus  haut  degré 
de  simplicité.  La  généralisation  pour  le  cas  de  plusieurs  variables 
est  immédiate.  Il  est  aisé  encore  de  reconnaître  que  ce  procédé 
d^interpolation  se  rattache  à  la  formule 

F(x)=   f  ¥'(z)\{x  —  z)dZ'¥V(o). 


SUR  LA  SOMMATION  DES  SÉRIES; 
Par  M.  H,  An  do  \  eh. 

La  mélhode  qui  se  présente  naturellement  pour  obtenir  la 
somme  d'une  série  numérique  consiste  à  calculer  directement 
la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  à  partir  du  premier,  et 
n  fixer,  quand  on  le  peut,  une  limite  de  Terreur  ainsi  commise. 
Malheureusement,  il  arrive  trop  souvent  que  celte  méthode  n'a 
aucune  valeur  pratique  :  c'est  ainsi  qu'en  calculant  exactement  la 
somme  des  vingt  mille  premiers  termes  de  la  série 

1  I        I       I 

2  \  \  0 

et  en  supposant  que  h's  calculs   fux-mémes   n(f  donnent  lieu  à 
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aucune  erreur,  on  ohlient  un  résultai  dont  l'erreur  alleinl  encore 
OjOoooaS  environ. 

Cependant  les  ouvrages  classiques  en  usage  de  nos  jours  sont 
muets  sur  les  méthodes  à  employer  pour  obtenir  des  résultats  plus 
satisfaisants.  Il  ne  semblera  donc  peut-être  pas  inutile  d'indiquer 
comment  on  peut  procéder  pour  obtenir  rapidement,  avec  une 
grandes  précision,  facile  d'ailleurs  à  évaluer,  la  somme  de  certaines 
séries  formant  une  classe  très  étendue.  Le  principe  de  la  méthode 
que  nous  allons  expliquer  est  indiqué  et  longuement  développé 
par  J.  Stirling  {Methodus  differentialis ^  sive  traclatus  de 
summatione  et  inlerpolatioiie  serierum  infini tarum y  Londres, 
i^So);  nous  n'avons  fait  que  le  présenter  d'une  façon  générale  et 
approprier  son  exposition  aux  habitudes  actuelles. 

lînvisageons  la  série  convergente  de  terme  général  W/,,  l'indice  n 
prenant  successivement  les  valeurs  /Iq,  /lo-i-  i,  /«©+  2,  .  .  .,  telle 

que  le  rapport  — ^^  soit  développable  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  n\  c'est-à-dire  que,  q  étant  un  entier  positif  quel- 
conque, on  peut  écrire 

"^-»-t  _«.*».*«.       _i_  **''  _i-  ^^'y-*-' 

Un  n         n^  n*l        /l'/-^-t 

%o>  ^M  ^2}  '  '  "t  ^q  étant  (les  constantes,  et  A^^i  une  fonction  de  n 
ajant  une  limite  quand  n  devient  infini. 

On  a  d'ailleurs  |ao|^i;  de  plus,  si  ao  =  i,  il  faut,  comme  on 
sait  d'après  la  règle  de  Gauss,  a,  <[ —  1;  et  si  a©  =  —  1,  le  premier 
des  coefficients  a,,  a^,  ...  qui  n'est  pas  nul  est  positif. 

Si 

la  somme  de  la  série  est 

S  =  j„-hr„. 

Soit  Zfi  une  fonction  de  n  a^ant  comme  limite  zéro  pour 
/{  infini,  et  faisons 

U,i  =  Un  -H  >3,|  +-I  —  Z„  ; 

la   série  dont  le  terme  génrral  Cht  u^^  est  convergente,  et  î>i  l\)n 
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rn=  ««^.1-+- WÎi4.i-^..-, 

on  a  évidemmenl 

r„  =  j„-Hi-l-r;; 

si  de  plus  on  pose 

*n=Untn, 

on  a 

Un 

^Uni^^-tn^^tn^^ 

)• 


avec 


Le  calcul  de  r^,  esl  ainsi  ramené  à  celui  de  r^;  en  choisissant  /« 
de  façon  convenable,  on  pourra,  comme  nous  allous  le  voir, 
obtenir  une  valeur  approchée  de  r^  comprise  entre  des  limites 
faciles  à  déterminer,  et,  en  ajoutant  à  r^  la  somme  Sn  calculée  di- 
rectement, on  aura  finalement  S  avec  une  approximation  qu^on 
peut  fixer. 

Pour  le  choix  de  tn  il  est  nécessaire  de  distinguer  deux  cas, 
suivant  que  ao  est  inférieur  ou  égal  à  i. 

Supposons  d'abord  ao<C  i,  et  faisons 

les  ^i  étant  des  constantes,  p  un  entier  positif  quelconque.  On 
aura  par  suite 

et  en  développant  chaque  terme  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  /i,  on  a 


'«~Po-H-;^-f--^^5— +  ~ -4-... 


"*"  TTp  "^  ni^'' 

la  loi  des  numérateurs  étant  évidente,  et  \^p^\  étant  une  fonclion 
de  n  ayant  une  limite  pour  n  infini. 

Si  muinleuani  non:»  nous   servons   de  la   valeur  de  — ^^  en  v 

«/i 
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faisanl  q  =zp^  ou  voit  que  l'expression 

1  —  I  —  f „  H — - —  f„^i 

Un 

se  développe  elle-même  sous  la  forme 

Yo>  Yn  •  •  «j  Yt?  étant  des  constantes,  et  (^p^\  une  fonction  de  n 
ajanl  une  limite  pour  n  infini.  On  voit  alors  que,  à  cause  de 
I  —  aoTz^o,  on  peut  choisir  po»  ?i)  •  •  «j  ?/>  de  façon  à  annuler 
Yoj  Y«'  •  ••»  Y^'  ^^  ^®  P'"*  ?P+*  ^^  façon  que  la  limite  de  f^p^\  ait 
une  valeur  donnée  à  l'avance  quelconque. 

Si  l'on  a  ao=i,  le  calcul  précédent  est  impossible;   mais  on 
arrive  au  même  résultat  en  faisant 


.„..=  PnH-?.+  ^-H^^...^^. 


d'où 

comme  plus  haut;  en  se  servant  de  la  valeur  de  -^^>  où  l'on  fait 

q  =z p-{-  \^  on  peut  encore  déterminer  p,  Po»   •  •  •»  P/»-4»   p/»  ^^ 

C 
façon  que  T  ait  la  forme     ^|>  ^/»+«  a^&nt  une  limite  arbitraire. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas 


C^4.i  ayant  une  limite  quelconque;  or,  on  peut  prendre  n  assez 
grand  pour  que  la  somme  r\^  ait  le  signe  de  son  premier  terme 
^/*+i  5  ^"  supposant  donc  la  limite  de  C^_,.<  successivement  positive 
et  négative,  on  aura  deux  valeurs  de  /n,  fournies  par  l'expression 
2//14.1  ^/i+i )  approchées  en  sens  contraire,  et  d'autant  moins  diffé- 
rentes que/7  sera  plus  grand.  Il  en  sera  de  même  pour  la  somme  S 
de  la  série  proposée. 

Les  exemples  suivanls  feront  bien  comprendre  Tesprit  de  la 
méthode  et  son  application. 


Digitized  by 


Google_ 


on  a 


-  40  - 

1"  Soit 

(-_,)«-«.  G 

C  étant  une  constante. 
On  a 

Un  n* 

et  Ton  trouve  qu'en  faisant 

Pour  ^9=  o,  la  limite  de  C^  est  positive;  pour  ^5=  -*  elle  est 

négative,  en  donnant  donc  successivement  eus  deux  valeurs  à  fis 
dans  f/3+i,  la  valeur  de  //,  sera  comprise  entre  les  deui  valeurs 
obtenues  pour  W/i+i^i+j.  Faisons  par  exemple  C  =  i,  /i0=*i> 
n  =  1^,  de  sorte  que  la  série  à  sommer  est 

lognép2  =  '""5  "*"  3  ""  7*  •  •  • 

On  a  directement 

««=0, 745634920..., 

et  rn  est  compris  entre  — 0,0524875  et  — 0,0324880;  donc  S 
est  compris  entre 

0,693  14742- •  •     et    0,69314692.... 

De  même  en  faisant 

n  3  19 

de  sorte  que  la  série  à  sommer  est 

on  a  directement 

5„=  3,252  36593  ..., 


cl /Vi  est  compris  entre  —  0,1 107712G3.  .  .  et  —  0,1 1077399; 


donc 
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s  est  compris  entre 

3,14139330. ..     et    3,14159194 

a"   Soit 

I 


Un 


(n  —  i)* 
de  sorte  que 


Un  n~^  n*' 


on  trouve  qu'eu  faisant 


«  '     ^  P« 


on  a 


■  1  I  pn 

2         b/i         io/i'         /l» 

Pour  ^5=0,  ia  limite  de  C5  est  positive;  pour  ^5=  — ,  elle  est 
négative. 

Faisant  /io=  2,  n  =  10,  de  sorte  que  la  série  à  sommer  est 

ir»  III 

()  a»       3*       4« 

on  a  directement 

5„=  1,539767731..., 

et  r„  est  compris  entre 

o,io5  166333...     et    o,io5  i66343. . .; 
donc  S  est  compris  entre 

1,644934064..*     et     1,644934074.... 

Pratiquement,  on  se  dispense  de  calculer  la  quantité  C^+i,  et 
Taliure  du  développement  de  /,|^|  permet  de  se  rendre  compte 
d*une  façon  suffisante  de  Tapproximalion  obtenue  en  arrêtant  ce 
développement  à  un  certain  rang. 
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GËNËRALISATION  DE  LA  THÉORIE  DU  TRIÉDRE  MOBILE; 
Par  M.  Emile  Cotton. 

La  première  Partie  de  ce  travail  concerne  les  mouvements  à  plu- 
sieurs paramètres  de  l'espace  ordinaire.  Je  montre  comment  on 
passe  des  formules  habituelles  définissant  les  éléments  géomé- 
triques attachés  aux  trajectoires  aux  formules  analogues  relatives 
au  trièdre  mobile  :  on  substitue  aux  dérivées  des  coordonnées  or- 
dinaires certaines  fonctions  des  paramètres  du  mouvement;  ces 
fonctions  se  déterminent  de  proche  en  proche  par  une  méthode 
simple. 

Dans  la  suite,  j'attribue  au  mot  mouvement  an  sens  plus  étendu 
encore.  J'appelle,  par  exemple,  mouvement  d^ensenible  k p  para- 
mètres ^/|,  .  . .,  Up  d'un  espace  E(a?,,  . , .,  Xn)  par  rapport  à  un 
espace  fixe  ^' {x\^  . . .,  x\^)  une  correspondance  entre  les  ^n-\- p 
variables  x^  x'  et  a,  obtenue  en  remplaçant  dans  les  équations 

iPi=M^\y  ...,3?;;  «1,  ...,  «r)  (t  =  f,2,  ...,n) 

d'un  groupe  fini  continu  et  transitif  G,  les  paramètres  a^,  . , .,  Gr 
par  des  fonctions  des  variables  {/«,  .  • .,  Up. 

Au  lieu  de  supposer  le  mouvement  d'ensemble  explicitement 
donné,  on  peut  le  considérer  comme  déterminé  par  l'un  de  ces 
systèmes  d'équations  linéaires  aux  différentielles  totales  dont  j'ai 
fait  antérieurement  l'étude  (  ').  On  parvient  alors  (11"  Partie)  à  un 
principe  de  passage  analogue  à  celui  du  début,  tant  par  sa  forme 
que  par  ses  conséquences. 

Dans  la  III*  Partie,  je  montre  que  la  notion  d'élément  réduit  (*) 
relatif  à  une  multiplicité  de  l'espace  E'  et  au  groupe  G,  permet 
d'attacher  à  toute  multiplicité  à  p  dimensions,  un  mouvement  d'en- 
semble à  p  paramètres  dont  l'élude  peut  être  substituée  à  celle  de 
la  multiplicité. 

Cette  notion  de  mouvement  auxiliaire  permet  de  présenter  sous 

(•)  Comptes  rendus,  6  janvier  190P.  Annales  de  l'Université  de  Grenoble, 
t.  \VI,  p.  367.  Les  renvois  à  ce  dernier  travail  sont  indiqués,  dans  la  suite,  par 
les  mots  Systèmes  (  L). 

(^)  TuESbi:,  Acta  matkeniatica,  t.  XVIII. 
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une  forme  inliiilive  un  résultat  donné  par  M.  Vessiot  dans  l'un  de 
ses  beaux  Mémoires  (*)  sur  l'application  de  la  théorie  des  groupes 
aux  systèmes  différentiels;  il  s'agit  de  la  décomposition  d'un  sys- 
tème différentiel  admettant  un  groupe  en  un  système  résolvant  et 
un  système  automorphe. 

II  n'est  question  ici  que  de  groupes  finis;  mais  ce  cas  particulier 
est  important  en  Géométrie.  J'espère  que  le  présent  travail  facili- 
tera l'utilisation  des  groupes  (autres  que  celui  des  mouvements) 
qui  se  présentent  naturellement  dans  des  questions  classiques;  tel 
est,  par  exemple,  le  groupe  de  la  représentation  conforme. 

J'indique  rapidement,  en  terminant,  de  quelle  façon  on  pourrait 
en  tirer  parti  dans  la  recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux. 


I.     —    Sur    Lk    THÉORIE    DU    TRIÈDRE    MOBILE. 

i.  Nous  dirons  qu'un  point  M  est  animé  par  rapport  à  un 
irièdre  T'{0^x'yz')  d'un  mouvement  à  deux  paramètres  {^)  m,  r, 
lorsque  les  coordonnées  ar',  y^  z'  de  M  sont  fonctions  des  deux 
variables  </,  v. 

Nous  9ippellevons  vitesse  de  M  relativement  à  i/,  le  vecteur  MM^ 

dont  les  projections  sont  —  >  -y-»  —  ;  et  définirons  de  même  la  vi- 
tesse MM'  relative  à  r. 


Par  le  point  fixe  O',  menons  le  vecteur  O'Vu  équipollent  àMM^; 
et  par  M  menons  des  vecteurs  MM]|,i,  MMj,^  équipollents  respecti- 
vement aux  vitesses  de  V«|  relativement  à  u  et  v.  Nous  dirons  que 
ces  vecteurs  MM^^.  ou  J^t  et  MM'^^  ou  Juv  sont  les  accélérations  rela- 
tives à  u^  et  à  Ui^.  On  définit  d'une  façon  analogue  les  accéléra- 
tions Jt^u  et  J,,<  relatives  à  vu  et  à  i^^;  d'ailleurs  Juv  et  J^,u  sont 
identiques. 

(')  Vessiot,  Annales  de  l'École  Normale^  1908  et  1904;  Acta  mathematicaj 
t.  XXVUl.  Ce  dernier  Mémoire  est  le  plus  imporiaaL  pour  le  sujet  qui  nous  occupe. 

(^)  Nous  distinguons  le  mouvement  d'un  point  du  déplacement  de  ce  point. 
Dans  le  déplacement  on  ne  s'occupe  que  de  l'ensemble  des  positions  occupées  par 
le  point  variable;  dans  le  mouvement  on  lient  compte  de  la  relation  entre  ces  po- 
sitions et  les  valeurs  de  certains  paramètres.  Si  Ton  remplace  u,  v  par  des  fonc- 
lions  de  u'f  v'^  les  nouvelles  cxpicssious  de  x'y'z'  définissent  le  même  déplace- 
ment  que  les  anciennes,  et  un  nouveau  mouvement. 
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Des  accélérations  du  premier  ordre,  que  Ton  vient  de  définir, 
on  passe  à  celles  du  second  ordre  Jm>,  Jkv,  J„^s,  J^t,  puis  à  celles 
du  troisième,  du  quatrième,  . . . ,  du  /i'^"**  ordre  par  le  même  pro- 
cédé qui  permet  de  définir  les  accélérations  du  premier  ordre  en 
partant  des  vitesses.  Les  accélérations  d'ordre  n  sont  des  vecteurs, 
ayant  M  pour  origine,  dont  les  projections  sur  O' x'  sont  les  déri- 
vées d'ordre  /i  -h  i  de  x\  et  de  même  pour  O'y  et  O'^'. 

2.  Imaginons  maintenant  que  le  mouvement  absolu  (*)  de  M 
soit  déterminé  par  l'expression,  en  fonction  des  variables  Uy  v^ 
des  coordonnées  x^  y^  z  de  M  relativement  à  un  Irièdre  mobile 
Oxyz  ou  ï,  le  mouvement  de  T  par  rapport  à  T'  étant  donné 
par  un  système  (L)  d'équations  linéaires  aux  dilTérentieiles  totales, 
complèiement  intégrable. 

Nous  allons  calculer  les  projections  des  vitesses  et  des  accéléra- 
lions  sur  les  axes  du  nouveau  trièdre. 

Soit 

i   dx  -k~\  du-^\x  dv  -h  ( q  du  -^  çi  dv )  z  —  (r*  du  -h  ri  dv)y  =  o, 

(  i)  '   dy  -h  ri  du  -h  Tfi  dv  -k-  ( r  du  -i-  t'i  dv )  X  —  ( p  du  -i-  pi  dv)  z  =  o, 

(  dz  -r-  ^  du  -h  T^i  di^  -i-  ( p  du  -^  Pi  dv)y  —  {q  du-\-  qx  d^)x  =  o, 

le  système  (L)  considéré  (*). 

D'après  la  façon  même  dont  on  obtient  (i),  on  peut  écrire  les 
projections  des  vitesses 

.-.-,  àx       ^  ôy  dz       ^ 

MMi    37,0=  5ii -+- Ç  -^- 5^*  "^y^      •^*°'^da"'"*^  "^''^  ""^^'       ^^"^^  dû'^^  "^^^  ~~^^' 

Nous  désignerons,  d'une  façon  générale,  par  Xap,  ^ap»  -Sap  les 
projections  sur  les  axes  de  T  de  l'accélération  d'ordre  a  +  ^  —  i 
relative  à  w«et  v^.  On  obtient  ces  projections  en  reprenant  le  rai- 

(')  Les  mois  mouvement  absolu,  mouvement  relatif,  mouvement  d'entrafne- 
ment  seront  employés  avec  un  sens  iinaloguc  à  celui  qu'ils  ont  en  Cinématique. 

(-)  Tout  système  d'intégrales  de  (i)  détermine  les  coordonnées  (relatives  à  T) 
d'un  point  fixé  à  T'.  Voir  Dauboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  t.  l, 
Chap.  VII,  cl  Ko:mu.s,  Cinématique,  Cliap.  X. 
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soiincmenl  classique  (*)  qui  conduit,  en  Cinématique,  aux  formules 
de  Bour  et  à  leur  généralisation. 

On  a  ainsi  les  formules  de  récurrence 

I   5a^i.p  =  -^~  -^-/'rap— ^^«p, 

1  a:a,pH-i  =  -^^  -f^i-Sap— ''irap. 

<  ^  )  I  ra,p-Hi  =  -^~  -+-  /*!  a^ap  —  /?!  5ap, 

\   «a,p+i  =  -^  H-/>irap— ^la^aP, 

applicables  aussi  aux  accélérations  du  premier  ordre  (^).  Ces  for- 
mules ne  dépendent  que  des  fonctions  j?,  y,  z  et  des/?,  />i,  ..., 
s,  2^1,  celles-ci  satisfaisant  aux  conditions  iPintégrabilité  connues. 

3.  L'emploi  des  formules  précédentes  repose  sur  une  remarque 
bien  simple  : 

Choisissons  pour  le  trièdre  fixe  T' (  O' x*y  z' ) ,  resté  jusqu'ici 
arbitraire j  ta  position  occupée  par  le  trièdre  mobile  T  pour  les 
valeurs  numériques  //•,  r*  de  u  et  r.  Les  valeurs  pour  «®,  k>^  des 
coordonnées  x',  y',  z'  de  leurs  dérivées  d^ ordre  i ,  2,  . . .,  /i  sont 
égales  aux  expressions  obtenues  en  remplaçant  u  par  u^,  v  par 
i'"  dans  les  fonctions  correspondantes  x^y,  z,  Xto, ^ow 

La  remarque  antérieure  nous  donne  immédiatement  la  repré- 
sentation, par  des  séries  entières,  du  mouvement  absolu  de  M  au 
voisinage  des  valeurs  u^  et  r®  de  u  et  v.  En  développant  en  série 
de  ïaj^lor  les  coordonnées  x^y^  z  de  M,  dont  la  signification  vient 


(•)  Kœnios,  Cinématique,  |).  i3o  el  4^9. 

(^)  Les   diverses  expressions  (|iic  Ton  peut  obtenir  pour  les   projections  d*unc 
mùine  accélération  sont  identiques  en  vertu  des  cr>n(iitions  d'iiitégrahilité. 
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d'être  précisëe,  on  a  (') 


( 


y=j'®-i-...,     -3'=40h-.. 


Nous  désignons  par/®  la  valeur  d^une  fonction/" de  u  et  r  pour 
les  valeurs  numëriques  w*,  <»•  de  ces  variables. 

4f.   Considérons  un  système  S' dô  relations  de  la /orme  (*) 

diJlMÈssani,  relativement  au  trièdre  fixe  T',  rfes  éléments 
géométriques  remarquables  attachés  à  la  sur/ace  trajectoire 
absolue  de  M.  Ces  éléments  soai  $oil  des  grandeurs  (courbure 
moyenne,  courbure  totale,  . .  •),  soit  des  smfaces  ou  lignes  remar- 
quables (plan  tangent,  tangentes  asymplotiques^  ...). 

Le  système  S'  est  donné  par  la  Géométrie  diflerentîettè  ordi- 
naire, le  système  S  donnant  les  mêmes  éléments  rapportés  au 
trièdre  mobile  s* en  déduit  en  remplaçant  j?',  y,  z'  parx^Vj  Zy 

-  I     ^'   •  '     <^«-»-Par'     d^-^^y     dx-^-pj' 
et  les  denrées  j^^^^.  ^^,  j^^^  par  :r«p,y«p.  .«p. 

Par  exemple,  pour  l'origine  O  du  trièdre  mobile,  on  a 

et  des  formules  analogues  pour  j^  et  z. 

5.  Des  formules  habituelles  relatives  aux  coordonnées  curvi- 
lignes on  déduit  :  Téquation  (relative  à  T)  du  plan  tangent  à  la 
trajectoire  d'entraînement  de  O 

X     Y     Z 

(»)  Cf.  Kœnigs,  Cinématique,  p.  i54-i56. 

(^)  Nous  supprimons  l'indice  zéro  t\t:\cnu  inulilc. 
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réquatîon  diflereolielle  des  lignes  asjmptoliques,  qui  s'oblieiiL  en 
remplaçant,  dans  la  précédente,  X  par 

Y  et  Z  par  des  expressions  analogues.  On  retrouvera  facilement 
ainsi  des  résultats  connus  (  *  ). 

Il  serait  aisé  de  multiplier  les  exemples  et  les  applications; 
d'étudier,  par  exemple,  la  distribution  des  éléments  remarquables 
relatifs  aux  surfaces  trajectoires  des  différents  points  M  liés  au 
Irièdre  mobile  (*). 

II.   —  Extension  de  la.  th/.ortk  précédente. 

6.  Nous  utiliserons  désormais  quelques  locutions  que  nous 
allons  tout  d'abord  expliquer. 

Un  point  d'un  espace  VJ  kn  dimensions  sera  déterminé  par  ses 
coordonnées,  c'est-à-dire  par  un  système  de  valeurs  attribuées  a 
n  variables  czTf ,  x'^^  ...,  x'„. 

Supposons  J?',,  x\^  •..,  x'f^  fonctions  de  p  variables  m«,  ...,  Up. 
Nous  dirons  que  ces  fonctions  définissent  un  mouvement  à  p  pa- 
ramètres d'un  point  M  par  rapport  à  £'.  L*ensemble  des  points 
de  E'  avec  lesquels  M  vient  coïncider  est  la  multiplicité  trajec- 
toire de  ce  point. 

Soient 

(7)  a7/  =  /(ari,a7i,  ...,ar;,;  a,,  ...,ar)         (t  =  i,2,  ...,n) 

les  équations  d'un  groupe  Hni  et  continu  G  à  r  paramètres.  Nous 
considérerons  souvent  une  transformation  du  groupe  comme  défi- 
iiissant  un  changement  de  coordonnées  (relatif  à  G)  dans 
l'espace  E'. 

Résolvons  les  formules  (7)  par  rapport  aux  x'  et  dans  les  équa- 


(*)  Darooux,  Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces,  t.  II,  p.  382. 
(')  La  Géométrie  cinématique  de  M.  ManiiUcim  conticnl  un  ^rand  nombre  de 
problêmes  de  celle  nalure. 
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lions 

(8)  X'i=  ViiXx,  .,,,Xn\  «I,  ...,«r)      (  «  =  I ,  ï,  .  .  . ,  «  ) 

ainsi  obtenues,  siibsliluons  aux  a  des  fonctions  de/>  variables  //|, 

Les  a:  étant  regardés  comme  définissant  les  points  d'un  espace  E, 
les  formules  exprimanl  les  x'  en  fonction  des  x  et  des  u  défini- 
ront un  mom^emenl  d'ensemble  de  l'espace  E  par  l'apporta 
l'espace  E',  relatif  à  G,  ce  mouvement  étant  kp  paramètres. 

A  chaque  point  M  de  E  correspond  un  mouvement  d'entraîné- 
ment  (par  rapport  à  E'). 

I^e  mouvement  d'ensemble  peut  être  aussi  bien  défini  par  les 
formules  (7)  et  (9);  mais  en  considérant  toujours  les  j?' comme 
déterminés  eu  fonction  des  x  et  des  u, 

He^ardons  aussi  les  x  comme  des  fonctions  données  des  para- 
mètres u\  eu  d'autres  termes,  définissons  un  mouvement  à />  para- 
mètres d'un  point  par  rapport  à  E.  Nous  l'appellerons  le  mouve- 
ment relatif  et  désignerons  par  mouvement  absolu  celui  qui 
correspond  à  la  superposition  du  mouvement  relatif  et  du 
mouvement  d'ensemble  de  E  |)ar  rapport  à  E'.  Le  mouvement 
absolu  se  traduit  analjtiquement  par  les  formules  (8)  où  l'on 
remplace  les  x  et  les  a  par  les  fonctions  correspondantes  des 
variables  u, 

7.  Au  lieu  de  supposer  les  fonctions  (9)  connues,  regardons-les 
comme  déterminées  par  un  système  d'équations  linéaires  aux  dif- 
férentielles totales  de  la  forme 

r 
(10)  ^a/,  =^ayA(a)/y(é/M)  (A  =  1,2,  ...,/•). 

y  =  » 


Dans  ces  équations,  les  expressions  OLj/,(a)  sont  les  coefficients 


des  dérivées  - —  dans  les  transformations  infinitésimales 


(II)  '^^^^  ^^^Jf'^^>'J^         (j  =  h  h  ...,/•), 
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du   premier  groupe  des  paramètres  de  G.  Les  symboles  ij[du) 
df^signcnt  des  expressions  de  PfaiT 

r 

*=1 

construites  avec  les  variables  u  et  leurs  différentielles,  et  choisies 
de  façon  que  (lo)  soit  complètement  intégrable  (*). 

A  un  même  système  (lo)  correspond  une  infinité  de  systèmes 
de  fonctions  a.  Connaissant  l'un  d'eux,  représenté  par  les  équa- 
tions (9),  on  obtient  le  système  le  plus  général 

(i3)    ai=  ya("i,  «i,  ...»  "/>;  Cl,  cj,  ...,  C;.)        (A  =  i,  9.,  ...,  /•}, 

dépendant  de    r  arbitraires  c,   en   remplaçant   les   a  par  leurs 
expressions  (9)  dans  les  équations  finies 

(i4)  ai=  9a(ci,  ...,  Cr'y  ai,  ...,  a,.) 

dii  premier  groupe  des  paramètres  (^). 

Il  semble  donc  qu'un  système  (10)  défînit  une  infinité  de  mou- 
vements de  E  par  rapport  à  E'.  Mais  on  peut  regarder  ces 
mouvements  comme  identiques,  la  différence  entre  leur  repré- 
sentation analytique  tenant  au  cboix  des  coordonnées  auxquelles 
on  rapporte  E'. 

On  peut,  en  effet,  obtenir  les  transformations  relatives  aux  «' 

(15)  ^i=//(ar',  a'), 
en  effectuant  d'abord  la  transformation 

(16)  ^/=//(a:',  c), 

puis  les  suivantes 

(17)  Xi=fi{x\ay 

Mais  on  peut  regarder  (16)  comme  définissant  un  changement 
de  coordonnées  (relatif  à  G)  dans  l'espace  E';  ce  qui  établit  la 
proposition. 


(  '  )  Systèmes  (  L  ),  n**  4- 5. 
(  =  )  IbUl,,  n'  11. 
xxxin. 
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8.  Nous  supposerons  que  l'on  donne  :  i"  le  sjslème  (lo) 
déterminanl  le  mouvement  d^ensemble  de  E  par  rapport  à  E'; 
2**  les  fonctions  x  des  paramètres  u  définissant  le  mouvement 
relatif  d'un  point  (par  rapport  à  E);  et  nous  chercherons  à  déter- 
miner le  mouvement  absolu  au  voisinage  d'un  système  donné 
1/^,  ...,  u^p  de  valeurs  des  paramètres  u^^  Wj,  ...,  Up.  Nous  pré- 
ciserons d^abord  ces  derniers  mots. 

Soient  «",  ...,  rtj!,  r  nombres  choisis  arbitrairement.  Il  existe 
un  système  de  solutions  de  (lo)  et  un  seul  tel  que  les  valeurs 
initiales  des  a  (valeurs  pour  u  =^  u^)  soient  précisément  les 
constantes  a^  données.  Au  système  ainsi  défini  de  solutions 
de  (lo)  et  aux  fonctions  données  x  correspondent  des  fonctions  x* 
bien  déterminées  des  variables  //.  On  se  propose  de  développer 
ces  dernières  fonctions  en  séries  entières  (*)  par  rapport  aux  diilé- 
rences  W|  —  w",  . . .,  Up —  w^. 

Les  coefficients  de  ces  séries  sont,  à  des  facteurs  numériques 
près,  les  valeurs  pour  u  =  u^  des  x'  et  de  leurs  dérivées. 

Les  termes  constants  des  développements  s'obtiennent  sans  dif- 
ficulté si  Ton  connaît  les  équations  finies  (7)  du  groupe  G. 

I3^ailleurs,  en  choisissant,  comme  nous  le  ferons  plus  loin,  pour 
constantes  a^  les  valeurs  des  paramètres  correspondante  la  substi- 
ttition  identique,  nous  pourrons  nous  dispenser  de  chercher  les 
équations  finies  de  G. 

9.  Pour  calculer  les  termes  du  premier  ordre,  rappelons  que  les 
seconds  membres  des  équations  (8)  satisfont  au  système  complet  (*) 

(18)  XyF-hAyF=o      (y  =  i,a,  ...,r) 

où  les  Ay  F  sont  les  transformations  infinitésimales  (1  i)  du  premier 
groupe  des  paramètres  de  G,  et  où  les  expressions 

n 

(19)  XyF  =^\ji{T^,Xi.  ""'^"'^ôT-  (J  =\.>.,  '".r) 

sont  les  transformations  infinitésimales  du  groupe  G. 


(')  Nous  nous  dispenserons  d'énoncer  les  conditions  rcstricli\cs  qui  assureraient 
la  possibilité  de  ces  développements. 
(-)  LiF-IiNUKL,   Trans/ormationsgruppen,  t.  I,  p.  \\\). 
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Une  fonclion  des  x^  devient  par  la  subsliUilion  (8)  nne  fonction 
des  X  et  des  a  : 

(9.0)  ^'(^\,  ...i^/'i)  =  *(^i,  ...,^«;  «1.  ...,«/•), 

la  fonction  $  est  une  intégrale  du  système  (i8).  En  difFérenlianl 
l'identiié  ('2o),  il  vient 

r  r 

Remplaçons  dans  cette  identité  les  a  par  le  système  de  solutions 
do  (lo)  considéré  au  n°  8,  on  a 


'""'-l'ê/^'^l^^l'^"^"^'^^''"^ 


\r^  d^     '      v^ 


2  5^"/"^' "^2 '^^' *  ^^' ^ ''^  ^' 


;  =  » 


ol,  puisque  4>  est  solution  de  (i8), 

n  r 

1=1    'L        /=i  J 

(>3nsi<Jérons  maintenant  les  x  comme  des  fonctions  données  des 
paramètres  u,  fp'  devient  une  fonction  U*  de  ces  paramètres,  et 
Ton  a 


(v/^.) 


i^l  L  /=1  J 


10.  Supposons  d'abord  que  les  valeurs  initiales  a^  des  (t  cor- 
respondent à  la  stibstitulion  identique  de  (7).  Nous  désignerons 
par;^^,,  .,  ,,y,t  les  fonctions  x\,  . . .  ^  x^^  que  Ton  détermine  par 
ce  choix  particulier  des  constantes  a^, 

Lorsque  les  a  |)renncnt  ces  valeurs  <t",  <ï>(^;  a)  et  ses  dérivées 
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deviennent  respeclivement  ^'{x^,  . . .,  x,t)  et 

à*'(Ti T„)  d^'iXi T„} 

_ ,  . . .,  _ . 

âXi  ÔTn 

Dans  la  formule  (aa)  faisons  ^^  :=W  =^V|,  el  donnons  aiii  u  les 
valeurs  £/•;  il  vient 

(,3)     /^)^=/^y_yç,,(:rO)/,,(.o)  |  ^'   ^  ^' ^ ''^^ 

Uii^/         \duk)       -^^^'^      ^  ^*^      ^  /  (X=i, 9.,  ...,«). 

/-i 

les  nouveaux  indices  rappelant  que  IVgalitéa  lieu  pour  les  valeurs»* 
des  paramètres  u, 

11.  Substituons  maintenant  à  a^^  ...^ar  d'autres  solutions 
a\^  ...,  a^  de  (lo),  prenant  pour  «  =  u^  des  valeurs  ini- 
tiales quelconques  a",  ...,  a^.  Soient  x'  les  fonctions  définies 
par 

3ri=fi{T\,  ...,x;,;  «;,...,«;)      (*  =  1,2, ..., /i). 

Les  j:'  et  les  j^  définissent  un  même  mouvement  dans  l'espace  E', 
rapporté  à  deux  systèmes  distincts  de  coordonnées.  Le  chang:ernent 
de  coordonnées  est,  comme  on  le  voit  facilement, 

(•^4)  r/=//(a^; K\  a',«,...,a;o)        (1=1,2,  ...,/i). 

Les  al^  sont  des  constantes;  on  passera  donc  des  dérivées  ~ 
aux  dérivées  — ^  en  résolvant,  par  rapport  aux  dernières,  les  for- 
mules obtenues  en  prolongeant  une  fois  le  groupe  (24).  ^^e  pro- 
longement se  fait  en  regardant  les  x'  comme  fonctions  des  p  va- 
riables non  transformées  «<,  .  . .,  Up. 

Remplaçant  alors  «1,  . , .,  Up  par  e/,,  . . .,  i/^ dans  les  formules 
obtenues,  on  a  les  coefficients  des  termes  du  premier  ordre  des 
développements  cherchés  (n"8). 

INous  pouvons  énoncer  ce  résultat  d'une  autre  façon,  en  obser- 
vant que  les  valeurs  u^  sont  quelconques. 

Appelons  fonctions  ac/j ointes  cV ordre  zéro  les  fonctions 
données    jTi,    ...,    .r,<    des    variables    u\    fonctions    adjoinies 
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du  premier  ordre  celles  qtic  définissent  les  formules 


[  a/=o 


pour     i^k,    aA=i,     [(t  =  i,  t>, ...,  n)    (A^  =  r,  2, ..., /?)]. 


Considérons  les  fonctions  a:' définies  parles  équations  (7)  où  l'on 
a  remplacé  les  x  par  les  fonctions  d'ordre  zéro^  les  a  par  un  sys- 
tème quelconque  de  solutions  de  (10).  Les  valeurs  des  x'  et  de 
leurs  dérivées  premières  s'obtiennent  en  prolongeant  une  fois  le 
groupe  (7)  (à  l'aide  des  variables  u  non  transformées  par  ce  groupe), 
remplaçant  les  x  et  leurs  dérivées  premières  par  les  fonctions 
adjointes  correspondantes,  les  a  par  le  système  considéré  de  solu- 
tions de  (10),  et  résolvant  les  formules  par  rapport  aux  x'  et  à 
leurs  dérivées. 

12.  Cet  énoncé  met  bien  en  évidence  le  fait  que  le  calcul  des 
x'  et  de  leurs  dérivées  premières  est  entièrement  analogue  au 
calcul  des  x'  seuls. 

C'est  le  groupe  G^p  obtenu  en  prolongeant  une  fois  G  qui  rem- 
place ce  dernier  groupe;  ce  sont  les  n-^-np  fonctions  adjointes 
d'ordre  zéro  et  un  qui  remplacent  les  n  fonctions  adjointes  d'ordre 
zéro. 

D'une  façon  générale,  soit  G^^^  le  groupe  obtenu  en  prolongeant  G 
jusqu'à  un  ordre  quelconque  IM  (en  regardant  les  x'  comme  fonc- 
tions de  p  variables  non  transformées).  Les  deux  groupes  G  et  Gi^,, 
ont  même  structure  et  ménie  groupe  des  paramètres;  et,  dans  les 
deux  groupes,  les  mêmes  valeurs  des  paramètres  donnent  la  trans- 
formation identique. 

Il  résulte  de  là  que  le  calcul  des  dérivées  secondes  des  x' se  fait 
par  un  procédé  analogue  au  précédent  :  On  définira  d'abord  des 
/onctions  adjointes  du  second  ordre  en  opérant  sur  les  fonctions 
adjointes  d'ordre  zéi'o  et  un  et  sur  Gi;,  comme  on  a  opéré  sur  les 
fonctions  adjointes  d'ordre  zéro  et  sur  G  pour  obtenir  les  adjointes 
du  premier  ordre. 

On  désignera  ces  fonctions  du  second  ordre  par  la  notation 
Xj.g^^  g  ,  les  indices  a  étant  positifs  ou  nuls  et  leur  somme  étant 
égale  à  2.  Ces  fonctions    correspondent   aux    dérivées    secondes 
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des  JT]  par  exemple  si  Xk  el  a/,  sonl  égaux  à  i,  les  autres  a  étant 
nuls,  j:,.^      ot   et  r — r^  se  correspondent. 

Au  sujet  du  calcul  de  ces  fonctions,  il  est  bon  d'observer  que 
celles  d*entre  elles  qui  ont  deux  indices  a  non  nuls  peuvent  s'ob- 
tenir de  deux  façons  différentes.  En  tenant  compte  des  conditions 
d'intégrabilité  on  pourrait  vérifier  Tidentilé  des  résultats  obtenus, 
mais  celte  îdentilé  est  nianifeste  quand  on  se  reporte  à  l'interpré- 
tation, donnée  plus  loin,  des  valeurs  numériques  des  fondions 
adjointes. 

On  définit  ensuite  des  fonctions  adjointes  d'ordre  Irois,  et  l'on 
parvient  ainsi  de  proche  en  proche  à  des  fonctions  adjointes  d'ordre 
quelconque. 

On  observe  que  le  calcul  des  fonctions  adjointes  utilise  seule- 
ment les  transformations  infinitésimales  de  G{^)et  les  expres- 
sions correspondantes  Ij (du)  satisfaisant  aux  conditions  d^in- 
tégrabilité  (^). 

13.  La  solution  du  problème  du  n"  8  peut  être  présentée  de  la 
façon  suivante  : 

Les  coordonnées  auxquelles  on  rapporte  ^  espace  fixe  YJ  étant 
convenablement  choisies,  le  mouvement  absolu  y  au  voisinage 
d^un  système  quelconque  de  valeurs  u^  des  paramètres  u  est 
défini  par  les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  adjointes 
des  différents  ordres. 

Le  choix  particidier  de  coordonnées  dont  il  est  question  ici  est 
lel  que,  pour  les  valeurs  u^,  les  valeurs  des  x'  soient  égales  à  celles 
des  X  de  même  indice.  Dès  lors  les  valeurs  numériques  des  déri- 
vées des  x'  sont  égales  à  celles  des  fonctions  adjointes  corres- 
pondantes. 

Les  fondions  adj' ointes  d'ordres  i,  2,  3,  ...,  n  sont  évidem- 


(')  Celles  des  groupes  Gx/>  s'en  déduisent  aisément.  Voir  dans  les  Annotes  de 
l'École  Normale  (i^oS)  le  Mémoire  ciié  de  M.  Vessiot  (n"  4). 

{'^)  Ces  condilions  peuvent  être  écrites  quand  on  connaît  les  transformations 
infinitésiniales  de  G;  elles  ne  dcpcnd<>nl,  en  cfrct^  que  des  constantes  de  structure. 
Systèmes  (  L  ),  n»  4  et  5. 
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nient  analogues  aux  projections  des  vitesses  et  des  accélérations 
d^ ordre  i,  a,  ...,/?  —  i  sur  les  axes  du  trièdre  mobile.  Il  eût 
été  facile  de  présenter  le  calcul  de  ces  dernières  de  façon  à  accen- 
tuer encore  celle  analogie. 

Le  sjslème  (lo)  ne  joue  évidemment,  dans  tout  ce  qui  précède, 
qu'un  rôle  secondaire;  le  mouvement  d^enlraînemenlestcn  réalité 
défini  par  les  expressions  Ij(du).  On  peut  d^ailleurs  substituer  au 
système  (lo)  le  système  équivalent  (*) 

r 
(26)  dXi=:^iji(x)lj(du). 

/  =  l 

Avec  le  langage  que  nous  avons  adopté,  on  voit  que  le  sys- 
tème (26)  détermine  les  coordonnées,  relatives  à  E,  d'un  point 
fixe  par  rapport  à  E'.  Cela  résulte  des  formules  (a5). 

14.  Le  résultat  énoncé  dans  le  numéro  précédent  donne  évi- 
demment un  principe  de  passage  permettant  de  déterminer  les 
éléments  géométriques  remarquables  des  trajectoires  absolues  en 
rapportant  ces  éléments  à  l'espace  mobile  E;  il  suffît  de  remplacer 
les  jr'  et  leurs  dérivées  par  les  fonctions  adjointes  correspondantes 
dans  les  formules  (supposées  connues)  qui  détermineraient  ces  élé- 
ments remarquables  si  le  mouvement  absolu  était  explicitement 
donné. 

Ce  qui  précède  permettrait  d'énoncer,  pour  des  groupes  finis 
quelconques,  des  propositions  analogues  à  celles  que  l'on  rencontre 
dans  les  applications  de  la  Cinématique  h  la  Géométrie.  Les  plus 
intéressantes  de  ces  applications,  celles  qui  concernent  l'étude  des 
courbes  et  des  surfaces  au  moyen  d'un  trièdre  mobile,  seront  gé- 
néralisées, du  moins  en  partie,  dans  la  suite.  Nous  n'aurons  alors 
à  considérer  que  le  cas  du  repos  relatif  (les  adjointes  d^ordvc zéro 
seront  des  constantes)^  toutefois  les  considérations  précédentes 
auraient  été  compliquées  par  Tintroduction  immédiate  de  celle 
hypothèse  restrictive. 

15.  Nous  allons  calculer  ra|)idcmenl,  à  titre  d'exemple,  les  fonc- 


(")  Systèmes  (L),  11"  11. 
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lions  adjointes  d'ordre  un  et  deux  pour  le  groupe  (*) 

■x./=    |/m-xU,         X./=    ^l^yXi,         X,/=     g+.U, 

ox  oy  âz 

des   transformations  projeclives  laissant  invariable   la    quadriqne 
x^  -\-y^  +  3^  +  1  =  o,  et  pour  les  expressions 

\  lx{du)^.—{\du-^\^dv)^     lt(du)  =  ^{7ldu -hiiidv),     /s(^a)  =  — (Çrfa  +  ïirfr), 
(  l^(du)=      pdu-hpidv^      ii{du)=      q  du-\-  q^dv^      l^{du)=       rdu  +  r^dv; 

nous  supposerons  a*,  y,  z  constants. 

La  structure  du  groupe  (27)  est  donnée  par  les  identités 

(X,X3)  =  X4,     (XiXO  =  o,     (X,X,)  =  X„     (X,Xe)  =  -X,,     (X.Xe)  =  X4, 

et  celles  que  Ton  en  déduit  par  les  permulalions  circulaires  des 
indices  1,  2,  3  d'une  part,  4?  5,  6  d'aulre  part. 

Pour  que  les  expressions  (28)  définissent  un  mouvement  dVn- 
semble  à  deux  paramètres,  il  faut  que  les  coefficients  des  expres- 
sions (28)  satisfassent  aux  Identités 

Les  formules  (25)  donnent,  pour  les  fonctions  adjointes  du  pre- 
mier ordre, 


(3o) 


I  ^017=  ^  -H  (i  -^  3^^)ii-^  ^yr^i-h  xz^ii-^  qxz  —  ny, 
et  des  formules  analogues  pour^^,,  Vo«,  ^ioî^oi- 

(')  Lie-Engel,  Transformations  gruppen,  t.  III,  p.  /jio.  Ce  groupe  est  celui 
des  mouveinenls  ca\ie}ens,  la  quadrique  élanl  prise  pour  absolu. 

Voir  (  pour  les  n"»  15  et  '2'2)  une  INoie  de  M.  Demoulin,  Sur  l'emploi  d'un  té- 
traèdre mobile  en  Géométrie  Carlerenne  (Comptes  rendait.  CXXXIXySaoùtigo^). 
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Pour  obtenir  les  fonctions  adjointes  du  second  ordre,  nous  uti- 
liserons les  transformations  infinitésimales  du  groupe  prolongé 

*  -^  "'  V    àxxa       -^  àyio  dziJ  \    '^  dxio       *^  "  d^io  àz^oJ 

I     àf  àf  df  \  l         df  àf  àf  \ 

cj^io  a^io  ^J^oi  0-801 


xi'y=...,     x'.'>/=.... 

On  a  ainsi 

OX\^  fc 

(3i)  07,0=  -^  +(a7|oa?4-ara7iQ)5  +(710^+^^10)^1 

4-  (^ioar  -h  za7,o)  ï  4-  y^io~  r^io 

et  des  formules  analogues  pour  ^h,  Xoa^^so?   •  •  •}  ^02* 

Les  formules  (3o)  et (3 1)  donnent  pourTorigine  du  trièdre  mo- 
bile (a;  =  ^==5  =  o)  les  mêmes  résultats  que  les  formules  (6). 
Cela  tient  à  ce  que  les  transformations  infinitésimales  (27)  ne  dif- 
fèrent de  celles  du  groupe  des  mouvements  euclidiens  que  par  des 
termes  du  second  ordre. 


III.    —    Mouvement   d^ejvsemble   attaché   a    une   multiplicité. 

16.  A  tout  point  P  d'une  surface  M  de  l'espace  ordinaire  corres- 
pond un  trièdre  remarquable  T  où  Vxyz^  tel  que  l'équation  de  la 
surface  rapportée  à  T  et  résolue  en  z  prend  la  forme  réduite 
5  r=  ax^-h  frjK^  +  .  . .?  les  termes  non  écrits  étant  du  troisième 
ordre  au  moins.  On  sait  d'ailleurs  que  2a  et  26  sont  les  inverses 
des  rayons  de  courbures  principaux  de  M  en  P. 

Il  est  évident  qu'à  loute  rcprésenlation  paramétrique  de  la  sur- 
face correspond  un  mouvement  à  deux  paramétres  du  trièdre  T; 
l'étude  de  ce  mouvement  peut  être  substituée  à  celle  de  la  sur- 
face («). 

L'utilité  de  la  notion  précédente  apparaît  dans  la  recherche  des 

(  '  )  Darboux,   Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  t.  II,  Livre  V,  Chap.  I. 
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siiifaciRS  W  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  Jiés  par 
une  relation  donnée  (*).  On  peut  en  eflTet  la  diviser  eu  deux  pro- 
blèmes successifs  :  intégration  d'un  système  résolvant  (R)  déter- 
minant les  translations  et  rotations  du  trièdrc  mobile  T;  intégration 
des  systèmes  (L)  correspondant  aux  solutions  de  (R)  et  détermi- 
nant les  positions  respectives  des  trièdres  fixes  et  mobiles. 
D'ailleurs  à  un  môme  système  de  solutions  de  (R)  correspond  une 
famille  de  surfaces  W  égales  entre  elles. 

17.  Nous  allons  généraliser  les  résultats  précédents,  en  considé- 
dérant  une  multiplicité  Map  dimensions  contenue  dans  un  es- 
pace E'  à  n  dimensions  et  un  groupe  fini  et  continu  G  que  nous 
supposerons  transitif. 

Soient  x\^  . . .,  x'^^  les  coordonnées  définissant  les  points  de  E' 
et 

(3'2)  ^/  =  /i(^i,  "',^'ny    «1,  ...,«r)  (  t  =  1 ,  2,  .  .  . ,  W  ) 

les  équations  de  G. 

Supposons  d'abord  M  di^finic  par  les  ex|)ressions  de  Jrl^,« 
^/>-h2>  •  •  •  >  ^/i  ^"  fonction  de  x\,  x[^^  - . .,  x'p.  Appelons  élément 
de  M  (^)  renscmble  formé  par  un  système  de  valeurs  numériques 
de  x\^  x'^j  .. .,  x'fj  satisfaisant  aux  équations  de  M  et  par  les  va- 
leurs numériques  correspondantes  des  dérivées  dex'  ^^  ...,  x^^  par 
rapport  à  x', ,  ...,  x^.  Ces  valeurs  sont  ap|)elées  coordonnées  de 
l'élément. 

Au  groupe  G,  on  peut  faire  correspondre,  pour  les  multiplicités 
à />  dimensions,  un  nombre  limité  de  formes  réduites,  telles  que 
tout  élément  &  d'une  telle  multiplicité  M  peut  se  mettre,  à  l'aide 
d'une  transformation  bien  déterminée  du  groupe,  sous  Tune  de  ces 
formes  réduites.  Les  coordonnées  de  l'élément  réduit  C  sont  égales, 
les  unes  à  des  constantes  fixes,  les  autres  a  des  invariants  fonctions 
des  coordonnées  de  l'élément  initial. 


(>)  Ibid.,  t.  III,  p.  3i7  et  t.  lï,  p.  345. 

(2)  Les  notions  d'élément  et  de  forme  réduite  sont  tirée»  de  la  llièse  de 
M.  Tresse,  Sur  les  invariants  dijfcrentiels,  etc.  {Acla  nialkematica.  l.  XVIIl). 
Voir  le  Ciiapitrc  I  de  la  troisième  Partie  de  ce  Mémoire  cl,  en  particulier,  le 
tliéorcme  I  dont  l'énonce  est  reproduit  ci-dessus. 
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18.  Si  la  niulliplicilc  M  est  donnée  par  une  représe  nia  lion 
paramétrique 

(33)  x'i=z^i{uu  ...,  M/i)        (t  =  i,  2,  ...,  n), 

lia  calcul  de  dérivées  de  fonctions  implicites  donnera,  en  fonction 
des  paramètres  ii^  les  coordonnées  de  l'élément  e. 

Ecrivant  alors  que  Ton  passe  de  e  à  Télément  réduit  C  par  une 
transformalion  (3'^.)  convenablement  prolongée,  on  détermine 
^1,  .  .  . ,  ar  en  fonction  de  «i,  .  .  . ,  iip. 

Regardons  maintenant  dans  les  équations  (82)  les  x  comme 
arbitraires,  les  a  comme  remplacés  par  les  fonctions  des  va- 
riables Il  que  Ton  vient  de  déterminer;  nous  avons  des  formules 
définissant  un  mouvement  d^ensemble  d^un  espace  E  par  rap- 
port à  V espace  E'.  Ce  mouvement  est  à  p  paramètres  W|,  . . .,  11  p^ 
et  relatif  à  G;  la  trajectoire  du  point  de  E  dont  les  coordonnées  x 
sont  égales  aux  coordonnées  d'ordre  zéro  (*)  de  l'élément  réduit 
est  précisément  la  multiplicité  M. 

Les  fondions  ai,  .  .  .,  ar  des  variables  //|,  .  .  .,  Up  définissant 
ce  mouvement  d'ensemble  déterminent  {'^)  les  expressions  de 
Pfaff  /,  (rf//),  ...,  lr{du)  qui  figurent  dans  les  systèmes  (L) 
correspondant  à  ce  mouvement  (n""  17  et  13).  Nous  dirons  que 
les  expressions  l{du)  correspondent  à  la  multipUcilé  M  donnée 
par  la  représentation  (33). 

Il  est  aisé  de  voir  (*)  que  les  expressions  l{du)  correspondant 
à  une  multiplicité  M,  correspondent  aussi  à  toutes  les  multi- 
plicités déduites  de  M  par  les  tr  an  for  mat  ions  de  G  et  à  celles- 
là  seulement. 

Si  fon  changeait  la  représentation  adoptée  pour  M,  en  prenant 
de  nouveaux  paramèlres  U|,  ...,  u^;  les  expressions  de  Pfaff 
A|  (rfu),  .  .  .,  X^(Ju),  correspondant  à  la  nouvelle  représenlalion, 
se  déduiraient  évidemment  des  anciennes  1%  (du)j  ...,  lr{du) 
parla  transformation  donnant //{,  ...,  Up  en  fonction  de  'Ji,  ...,  \Jp, 

19.  Les  sj'stèmes  (L)  que  l'on  attache  ainsi  aux  multiplicités  à 
p  dimensions  de  l'espace  E'  ont   une   forme   particulière.    Pour 

(')  On  peut  supposer  ces  coordonnées  conslantes,  puisque  G  csl  transilif. 
(^)  Sj'stèmes  (L),  n«  4. 
{')  Ibid.,  n«  II. 
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écrire  qu'un  système  (L) 

r 
(34)  dxi  =  ^^ji(x)lj{du)         (*  =  I,2,   .  ..,/!), 

construit  à  Taide  des  transformations  infinitésimales  de  G  et  de 
/'  formes  données  l(du)  satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabilîté, 
appartient  au  type  précédent,  on  procède  de  la  façon  suivante  : 

Prenant  pour  fonctions  adjointes  d'ordre  zéro,  x^j  .  .  .,  Xnj  les 
constantes  qui  sont  les  coordonnées  d'ordre  zéro  de  l'élément 
réduit,  on  calcule  les  fonctions  adjointes  d'ordre  supérieur 
(n"Ml,  12)(*). 

On  écrit  les  équations  qui  donnent  les  dérivées  de  ^]t,+  ,,  . . .,  x\^ 
par  rapport  à  a:* ,  .  .  . ,  x'^  en  fonction  des  x'  et  de  leurs  dérivées 
par  rapport  à  «/«,  .  .  . ,  Up*  Ou  y  remplace  les  x'  et  leurs  dérivées 
par  rapport  à  x\y  ...,  Xp  par  les  coordonnées  constantes  de 
l'élément  réduit,  les  dérivées  des  x'  par  rapport  aux  u  par  les 
fonctions  adjointes  correspondantes.  On  élimine  les  dérivées 
restantes;  les  relations  obtenues  ainsi  entre  les  coefficients  des 
formes  l{du)  sont  les  conditions  cherchées. 

Un  calcul  analogue  donne  les  expressions  des  invariants  diffé- 
rentiels en  fonction  des  paramètres  u. 

Reprenons,  à  ce  point  de  vue,  l'exemple  du  n"  lo.  Le  groupe  (27) 
est  transitif,  celles  de  ses  transformations  laissant  invariant  le 
point  o,  o,  o  engendrent  le  groupe  des  rotations  autour  de  ce 
point.  On  peut  donc  prendre  le  même  élément  réduit,  pour 
une  surface,  que  dans  le  cas  de  l'espace  euclidien,  c'est-à-dire 
^=^  =  ,'=_  =  _=^j-^,=o.Lesexpress,ons^  =  (3^^^ 

-rr?  =  (--—]    sont  des  invariants^  nous  appellerons  R  et  R'  les 

rayons  de  courbure  principaux  cayleyens. 

En  appliquant  la  méthode  précédente,  on  voit  que  les  formes  (a8) 
définiront  le  mouvement  cayleycn  attaché  à  une  surface  si  l'on  a 

p-^  —  qX      ?*     'i* 

(33)  Ç  =  Ç,=  o,  pr,^^q\^      Çt,     tjtj, 

(')  On  pousse  le  calcul  jusqu'aux  fonctions  d'ordre  égal  à  Tordre  maximum  des 
coordonnées  constantes  de  l'élément  réduit. 
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Les  invariants  -rr^  -^  sont  définis  par  les  équations 

compatibles  en  vertu  de  la  dernière  des  identités  (35). 

20.   Un  grand  nombre  de  problèmes  de  Géométrie  se  rattachent 

au  t^pe  suivant  : 

t 

Déterminer  dans  un  espace  E'  les  multiplicilés  Map  dimen- 
sions dont  les  invariants  vis-à-vis  d'un  groupe  Jini  continu  et 
transitif  G  satisfont  à  des  relations  données. 

Dans  son  Mémoire  récent  (*)  Sur  l'intégration  des  systèmes 
différentiels  qui  admettent  des  groupes  continus  de  transfor- 
mations^ M.  Vessiot  s'est  occupé  d'un  problème  beaucoup  plus 
général.  Il  nous  est  facile  de  présenter  d'une  façon  simple,  dans  le 
cas  particulier  qui  nous  occupe,  l'un  des  intéressants  résultais 
obtenus  par  M.  Vessiot.  On  remarquera  également  que  la  mélhode 
suivante  est  une  généralisation  de  celle  que  l'on  utilise  dans  la 
recherche  des  surfaces  W. 

Nous  chercherons  d'abord  le  mouvement  d'ensemble  attaché  à 
une  multiplicité  inconnue  M.  A  cet  effet,  nous  formerons  un  sys- 
tème résolvant  (K)  auquel  doivent  satisfaire  les  coefficients  des 
formes  l{du)  pris  comme  inconnues  auxiliaires.  Les  équations 
de  (R)  comprennent  :  i^  les  équations  du  n^  19  exprimant  que  le 
s^'stème  (L)  correspond  au  mouvement  d'ensemble  relatif  à  G 
attaché  à  une  multiplicité  d'un  nombre  de  dimensions  donné; 
2^  les  équations  obtenues  en  remplaçant,  dans  les  relations  données, 
les  invariants  diffërentiels  par  leurs  expressions  en  fonction  des 
coefficients  des  formes  l(du)  et  de  leurs  dérivées. 

Cj  Acta  mathematica,  l.  XXVIII. 
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A  chaque  système  de  solutions  de  (R)  correspond  cnsuile  un 
sj^stème  (L)  que  J'on  |)eul  choisir  aulomorphc  (u"  13),  et  dont 
l*inlégralion  donnerait  une  famille  de  multiplicités,  répondant 
an  problème,  et  se  déduisant  toutes  de  l'une  d'elles  par  les  trans- 
formations de  G. 

Le  svsttme  (2)  formé  par  la  réunion  des  systèmes  (R)  et  (L) 
présente  Tinconvénient  de  donner  d'une  infinité  de  façons  difl'é- 
rentcs  la  même  Camille  de  multiplicités.  Cela  tient  à  ce  que  la 
représentation  paramétrique  delà  multiplicité  inconnue  est  arbi- 
traire. Deux  systèmes  de  solutions  distincts  de  (R)  donneront  la 
même  famille  de  solutions  du  problème  posé,  si  Ton  passe  des 
expressions  l(du)  correspondant  à  Tun  d'eux  aux  ex|>ressions 
X(rf'j)  correspondant  à  l'autre  par  un  changement  de  variables. 
Si  les  l{du)  et  les  ).  (rfu)  sont  connus,  il  est  possible,  par  des  opé- 
rations efTectuables,  de  reconnaître  si  un  pareil  changement  de 
variables  existe,  et,  dans  ce  cas,  de  le  déterminer  (*). 

Mais  on  pourra  toujours  (-')  réduire  l'indétermination  précé- 
dente par  un  choix  plus  précis  des  variables  ;/,  jusqu'ici  entière- 
ment arbitraires.  Ou  prendra,  dans  la  mesure  du  possible,  ces 
variables  égales  soit  à  des  invariants  difleientiels  de  la  multipli- 
cité inconnue  soit  à  des  solutions  d'équations  dilTérentielIcs  auxi- 
liaires. 

21.  Appliquons  ce  qui  précède  à  la  recherche  des  surfaces 
dont  les  rayons  de  courbure  cnyleyens  R,  R'  sont  liés  par  une 
relation  donnée  F(R,  R')  =  o. 

Nous  simplifierons  d'abord  les  formules,  en  prenant  les  |)ara- 
niètres  u  et  r  de  telle  façon  que  m  =  const.  et  r  =  const.  soient 
respectivement  les  intégrales  de  /,  (rf«)  =  o  et  de  L(du)^=o. 
On  a  alors  Ç4  =  -/;=:o,  et  les  conditions  (î>.())  et  (35)  donnent 
j)  =  ffy=^o.  On  prendra  donc 

\  lx{du)  =  -ldu,      ti(du)=-^T^xdv,         /,(r/a)  =  o, 

/  /i{du)  =  pi  d\,\         h  {du)  =  q  du,  /«  {du )  =  r  du  -h  /'i  rfp. 


(')   Voir,  à  (T  sujet,  l<s  n""  23  et  1)  de  IVliidc  Sur  les  variétés  à  trois  dimen- 
sions {Anna/es  de  Toulouse,  njo»)). 
(•)  Vkssiot,  I(k.  eit..  ii"  l(j. 
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Le  syslème  (II)  est,  en  observant  que  R  =  —  -,  R'=  -^, 

Enfin  le  système  (L)  est  ici 

idx= — (n-j;-)îrfi/—       XY      r^xdv^zqdu   -h y^rdu-^  ridv), 
(38)    ',  ûi[;^= —      xy      \du — {\'^y^)i\xdv -^  zpidv  -- x{rdu-\- rxdv), 
f  dz  ^ —      xz      \du —      yz      r^\dv — yp^ds?  -\-  xq  du. 

Pour  le  remplacer  par  un  sysième  aulomorphe  (*),  on  cherche- 
rait d'abord  les  transformations  infinitésimales  d*un  groupe  sim- 
plement transitif  de  même  structure  que  (27). 

On  peut  encore  substituer  à  (38)  un  système  linéaire,  en  utili- 
sant le  groupe  adjoint  de  (27). 

11  est  plus  simple  de  prendre  des  coordonnées  homogènes  (2); 
on  retrouve  ainsi  les  résultais  obtenus  directement  par  M.  De- 
moulin  dans  la  Note  citée  plus  haut. 

22.  La  méthode  précédenlc  est  applicable  à  des  problèmes 
plus  généraux,  relatifs  à  des  familles  de  multiplicités;  cVsl  ainsi 
que  M.  Darboux  (^)  a  employé  la  méthode  du  Irièdre  mobile  dans 
la  recherche  des  systèmes  triples  prlhogonaux. 

Indiquons  rapidement  comment  on  peut  utiliser,  pour  le  même 
problème,  le  groupe  F  des  transformations  isogonales  de  l'espace 
ordinaire. 

On  cherche  d'abord  une  forme  réduite  à  laquelle  on  puisse 
ramener,  à  Taide  d'une  transformation  de  T,  les  équations  de 
trois  surfaces  se  coupant  orlhogonalement  en  un  point.  A  l'aide 
des  résultats  donnés  par  M.  Tresse  (*),  on  élablit  sans  difficulté 


(')  Systèmes  (L),  n»  11. 

{-)   Voir,  pour  les  formules  de  passage,  Lik-Kxokl,  l.  1,  p.  579. 
(•')  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux,  l.  I.  Liv.  Il,  Cliap.  II. 
(')  Mémoire  cité. 
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qu'on  peut  prendre 

(39)    :r=^(^«-^î)+...,     ^  =  5  (^«^a;î)4-...,     ^  =  ^(a;»- v»)+..., 

les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  à  deux.  De  plus  on 
prendra  A,  B,  C  liés  par  une  relation  non  homogène,  mais  symé- 
trique, telle  que 

(4o;  i  +  5  +  ê  =  '- 

Le  groupe  F  est  à  dix  paramètres.  Donc  un  mouvement  d'en- 
semble à  trois  paramètres,  relatif  à  F,  est  défini  par  dix  expressions 
de  Pfairà  trois  variables.  Les  trente  coefficients  de  ces  expressions 
étant  pris  comme  inconnues,  doivent  satisfaire  déjà  à*lrenle  équa- 
tions du  premier  ordre  exprimant  les  conditions  d'intégrabilitédes 
systèmes  (L)  correspondants. 

Si  l'on  veut  exprimer  ensuite  qu'un  pareil  mouvement  corres- 
pond, à  l'aide  de  la  forme  réduite  précédente  [(Sg)  et  (4o)]?  ^  ""^ 
système  triple  orthogonal,  il  faut  ajouter  aux  équations  précé- 
dentes six  équations  d'ordre  zéro  et  sept  nouvelles  équations  du 
premier  ordre. 

En  choisissant  les  paramètres  du  mouvement  de  telle  façon  que 
sur  chaque  surface  du  système  triple  l'un  de  ces  trois  paramètres 
reste  constant,  on  réduit  immédiatement  le  nombre  des  inconnues 
à  21,  celui  des  équations  à  34  (elles  sont  toutes  du  premier 
ordre).  Les  calculs  qu'il  faudrait  faire  pour  pousser  plus  loin  la 
réduction  du  nombre  des  inconnues  seraient  bien  simplifiés  par  la 
symétrie  qui  persiste  toujours. 

De  quelque  façon  que  l'on  écrive  le  système  diflTérentiel 
obtenu,  à  chacun  de  ses  systèmes  de  solutions  correspond  une 
famille  de  oo*<^  systèmes  triples  orthogonaux,  se  déduisant  les  uns 
des  autres  par  des  transformations  isogonales.  Leur  détermination 
clTeclive  exigerait  encore  Tinlégratiou  d'un  système  (L)  corres- 
pondant à  F. 
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HOTE  AU  SUJET  DES  MOUVEMENTS  A  LA  SURFACE  DE  LA  TERRE; 
Par  M.  le  Comte  de  Sparre. 

Dans  Tëlude  des  mouvements  à  la  surface  de  la  Terre  on  a  cou- 
tume de  négliger  les  termes  de  l'ordre  du  caiTé  de  la  vitesse  angu- 
laire ci>  de  la  rotation  de  la  Terre  et  cette  manière  de  faire  est 
parfaitement  justifiée,  car  ces  termes  sont,  d'une  part,  si  petits 
qu'Us  échapperaient  complètement  à  Tobservalion  et,  d'autre  pari, 
beaucoup  d'autres  causes  perturbatrices  secondaires  peuvent  être 
du  même  ordre. 

Toutefois,  comme  certains  auteurs  ont  voulu  tenir  compte  de 
ces  termes  en  co*  et  qu'ils  l'ont  fait  d'une  façon  inexacte  (*),  je 
me  propose  d'établir  les  équations  du  mouvement  à  la  surface  de 
la  Terre  en  négligeant  seulement  les  termes  d'ordre  supérieur  à  (o^. 
Je  me  borne  au  cas  de  la  Terre  supposée  sphérique  et  homogène  ; 
en  réalité,  l'influence  de  l'aplatissement  de  la  Terre  introduit  des 
termes  de  l'ordre  de  (o^,  ainsi  que  j'ai  eu  occasion  de  le  montrer 
dans  un  petit  Mémoire  en  cours  de  publication,  mais  je  laisse  ici 
celte  influence  de  côté  en  me  bornant,  comme  je  viens  de  le  dire,  au 
cas  de  la  Terre  supposée  sphérique  et  homogène  ;  le  problème  esten 
elTet  beaucoup  plus  simple  dans  ce  cas  et  sa  solution  m'a  paru 
présenter  de  l'intérêt,  ne  fût-ce  qu'au  point  de  vue  théorique. 

Je  remarquerai  d'abord  que  si  R  est  le  ra}'on  de  la  Terre  on  a 
sensiblement 

d'où 

Donc,  en  négligeant  les  termes  en  ^7  nous  ne  négligerons  que 
des  termes  d'ordre  supérieur  à  w'. 
Ceci  posé  : 
Soit  un  système  rectangulaire  OXYZ  où  OZ  a  la  direction  de  la 

(*)  J'ai  eu,  en  particulier,  occasion  de  le  faire  voir  dans  une  Communication 
récente  pour  le  cas  de  la  cliulc  libre  des  graves. 

XXXKI.  5 
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verlicale  dirigée  vers  le  bas,  OX  est  dans  le  plan  du  méridien  et 
dirigé  vers  le  sud  el  OY  dirigé  vers  Test.  Soit  de  plus  un  second 
système  OX'YZ',  qui  a  OY  en  commun  avec  le  précédent  et  dans 
lequel  OZ'  est  dirigé  suivant  le  rayon  terrestre  et  OX'  toujours 
vers  le  sud  dans  le  plan  du  méridien. 

Je  désigne  de  plus  par  X  la  latitude  vraie  au  point  O,  c'est-à-dire 
Tangle  de  OZ  avec  le  plan  de  Téquateur,  par  a  la  latitude  géocen- 
trique  au  même  point  O  (*),  par  G  l^atlraction  de  la  Teire  snr 
l'unité  de  masse  en  O  et  par  g  la  gravilé  au  même  point. 

La  gravité  est  la  résultante  de  l'attraction  G  de  la  Terre  en  0 
et  de  la  force  cenlriTuge  au  même  point,  w^Rcosa  (*). 


Le  triangle  de  composition  de  la  gravité  en  O  dans  lequel 
0Q  =  ^,  OP  =  G,  PQ:=o32Rcosa,  OPQ  =  a,  0QB  =  )m 
QOP  =  T,  donne 

GsînTj  =  lo'R  cosot  sinX,    , 
^sinT)  =  a>*R  cosasina, 
G  =  ^  cos  7) -f- «o*  R  cos  *  a, 


fx  =X  — 


r,. 


Soit  maintenant  un  point  M  dont  les  coordonnées  sont  a:,  y-,  - 
par  rapport  au  syslome  OXYZ  et  x' ^y^  z'  par  rapport  au  système 
OX'YZ',  et  soit  0  la  dislance  de  ce  point  au  centre  de  la  Terre. 

Ce  point  est  soumis  de  la  part  de  la  Terre,  supposée,  ainsi  q»c 
nous   l'avons   dit,  splirricpic   et  homogène,  s'il  s'agit  dNin  point 

(*)  Donc  l'angle  de  OZ'  avec  le  plan  de  Téquateur. 

(')  En  désignant  ici  par  R  la   dislance  du    point   O    au   centre  de  la   Terre, 
distance  qui  diiïèrc  fort  peu  du  rayon  de  la  Terre. 
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extérieur  à  sa  surface,  à  une  allractlon  ëgale  à  -^-  dirigée  sui- 
vant MC,  Cela  ni  le  centre  de  la  Terre;  elle  aura  pour  composantes, 
suivant  OX',  OY,  OZ', 

mais  on  a 

de  sorte  que  si  nous  négligeons  les  termes  de  l'ordre  de  tt^  =  i  ,44  ^  ^ 
DOttS  pourrons  prendre,  pour  les  trois  composantes  de  l'attraction , 


S'il  s'agissait  de  la  chute  dans  un  puits,  puisque  nous  sup])0- 

G5 
sons  la  Terre  spliérique  et  homogène,  l'attraction  serait -rr-  et  ses 

composantes  parallèles  à  OX',  OY,  OZ'  seraient,  par  suite, 

Gx'  Gy  I        z'\ 

~*"R-'     ~"R"'     ^i        R/ 

Nous  considérerons  alors  l'attraction  comme  la  résultante  d'une 
force  constanle  comme  grandeur  et  direction  et  égale  à  l'attrac- 
tion G  de  la  Terre  sur  rtinilc  de  masse  en  O  et  d'une  force  dévia- 
trice  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  OX',  OY,  OZ' 
sont  :  dans  le  cas  de  points  extérieurs  à  la  surface  de  la  Terre, 

"ÎT'  R  '        R    ' 

et,  dans  le  cas  de  points  intérieurs, 

_  GV  G  y  Gz' 

R   '  R  '  "IT* 

Cette  force  déviatrice  aura  pour  composante  parallèle  àTaxeOX, 
dans  le  premier  cas. 
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eij  dans  le  second, 

p 

Xj  = —  17(37' cosij  —  ^'sinr^). 
K 

Mais  l'on  a 

a/=  a?cosTj-l-^sinr^,         ^'=  scosr,  —  a7SÎnTi, 

et,  par  suite, 

C  P 

X|  =  --  |^[ar(i  —  3sin*î3)-i-3jsinti  cosij],         XJ  =—  =rx. 

Nous  aurons  ensuite 

puis,  pour  des  points  extérieurs, 

c  p 

^1  =  ^[2-5'cosïj  — œ'  sinij]  =  17  [-^(^  —  3sin*ij)  —  3ârsîni)  cosijj 

et,  pour  des  points  intérieurs, 

En  tenant  compte  d'ailleurs  des  relations  (1)  les  valeurs  précé- 
dentes de  X|  et  Z|  pourront  s'écrire 

Gx 
Xi  = ^(i  —  3sin*i2)  —  3(«)*«co8asinXco8ifi, 

Zi  =       -ir-(^--  3  sin*ij) —  3ta>'rrcosasîiiX  cosii. 

Nous  considérons  donc  l'attraction  de  la  Terre  sur  le  point  Nf, 
de  masse  un^  comme  la  résultante  de  la  force  G,  constante  de 
grandeur  et  de  direction,  et  des  forces  X»,  Y|,Z|  ouX,,  Y|,Z',. 

Ceci  posé,  le  système  OXYZ  a  d'abord  un  mouvement  d'entraî- 
nement qui  est  une  translation  égale  à  celle  de  son  origine  O; 
pour  tenir  compte  de  ce  mouvement  d'entraînement,  on  doit  appli- 
quer au  point  M  une  force  égale  à  la  force  centrifuge  en  O,  co^R  cosa  ; 
cette  force  centrifuge  constante  de  grandeur  et  de  direction  se 
combine  à  l'attraction  G  en  O,  également  constante,  pour  donner 
la  gravilé  g  en  O.  On  voit  donc  que,  pour  tenir  compte  du  mou- 
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vemenl  d^entraînemcnl  dû  à  la  translation  du  système  égale  à  celle 
de  son  origine,  il  suffit  de  remplacer  l'attraction  de  la  Terre  G 
en  O  par  la  gravité  g  au  même  point,  g  étant  constant  de  gran- 
deur et  parallèle  à  la  verticale  OZ  en  O. 

Mais  le  système  OXYZ  a,  en  plus  de  la  translation  égale  à  celle 
de  son  origine  O,  une  rotation  autour  d'un  axe  01  parallèle  à  celui 
de  la  Terre.  Cette  rotation  donnera  naissance  : 

i**  A  une  force  centrifuge  composée  dont  les  composantes  paral- 
lèles à  OX,  OY,  OZ  sont,  comme  on  sait, 

Xj=  2cosinX  -^, 
ai 

V  ^.dz  .   ^  dx 

Yj  =  îwcosA-j-  —  t2(i>smÀ-77  9 
at  at 


Zj  = — aoicosX 


dt' 


2"*  A  une  force  centrifuge  dont  les  composantes  parallèles  aux 

axes  sont 

Xa=  n)'/'Cos(r,  X), 

Y,=  a>»rcos(r,Y), 

Zj  =  {i>*rcos(/*,  Z), 

r  désignant  la  perpendiculaire  PM  abaissée  de  M  sur  01. 


Mais  /•cos(/",  X)  est  la  projection  dePMsurOX,  projection  qui 
est  égale  à  celle  du  contour  POM.  D'ailleurs  OP  est  la  projection 
de  OM  sur  01,  projection  qui  est  égale  à  la  somme  de  celles  des 
coordonnées  du  point  M. 
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On  a  donc 

OP  =  ir  cosX -4- 5  sinX, 

.rcos(r,  X)  =  a?  —  (a?cosX4-  z  sinX)  cosX  =  (orsinX  —  z  cosX)  sinX. 
On  a  donc,  çn  opérant  de  même  pour  les  Iroîs  axes, 
X3=  (0*  sinX(27sinX  —  ^cosX), 

Z|  =  to*  cosX(-5  cosX  —  X  sînX). 

Dans  son  mouvement  relatif  par  rapport  à  la  Terre,  le  point 
mobile  est  donc  soumis,  par  suite  de  son  mouvement  relatif  et  de 
Tattraction  de  la  Terre,  aux  forces  : 

1**  S'il  s'agît  de  points  extérieurs, 

X  =  —  7T^(i  —  3  sin*ti)  —  3(o'^cosa8inXcosT) 

dy 
-hidi  sinX  -^  -H  o)*  sinX(a7  sinX  —  z  cosX), 

_.  G  ^  ds  .   ^  dx         ^ 

Y  =—  -^y-^  itùcosK-T-  —  2b>sinX  -j-  -¥  co«^, 

Z  =  ^-h  -^z{i  —  3sin*r^)  —  3a>*a7cosa  sinXcosTi  —  *iwcosX-^ 
K  ut 

-H  (ji)*cosX  {z  cosX  — arsinX); 
2**  S'il  s'agit  de  points  intérieurs, 

X'  =  —  ^37-4- 2w  sinX-j-  -+-  w'  sinX(2*sinX  —  5cosX), 
H  at 

Y'=  Y, 

Z'  =  ^  —  rr-^  —  2(i>  cosX  -JT  +  ««>*  cosX(^  rosX  —  x  sinX). 

Nous  remarquerons  que  dans  l'établissement  de  ces  équations  on 
a  négligé  les  termes  d'ordre  supérieur  à  w',  il  ne  faudra  donc  pas 
pousser  l'approximation  au  delà  des  termes  en  cj';  de  plus,  tj  est 

de  l'ordre  de  w-R,  donc  de  Tordre  de  co'  et,  par  suite,  -^  sera  de 

l'ordre  de  w*  et  (o^yj*  de  l'ordre  o)     *. 

Il  est  facile,  en  partant  de  ces  formules,  de  retrouver  les  résul- 
tats que  j'ai  donnés  pour  la  déviation  des  corps  dans  la  cliute  libre. 
Dans  ce  cas,  en  effet,  y  conlicnl  ro  en  fadeur  cl  x  au  moins  co^; 
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^  clant  de  Tordre  (o^  on  doil  réduire  les  formules  aux  suivantes, 

en  supposant  que  l'on  se  borne  à  calculer  la  déviation  suivant  OX 
dans  le  plan  du  méridien  : 

Pour  la  chute  du  lia  ut  d'une  tour, 

dv 
X  =  —  3(ii<.3cos3sinXcosTi  -f-  2a>sinX--j-  —  lo^^sinX  cosX, 

et,  pour  la  chute  dans  un  puits, 

dy 
X'=  2u>  sinX-r-  —  to*-S  sinX  cosX. 
dt 

Comme    d'aillours    une   première   approximation  nous  donne 
pour  5,  aux  termes  en  w'  près  (*), 

et  pour  y,  aux  termes  en  eu     ^  près, 

y  =  -  wcosX^'^^ 

nous  aurons  donc,  aux  termes  en  (o     '  près, 

3  3 

X  =  -w*  sinX  cosX^/*— -  -w*  cosa  sinX  cosTi^'f-, 

3 
X'  =  -  co*  sinX  cosX  W«. 
'1 

Mais 

cosacoST)  =  cosT|(cosXcosrj  -h  sinXsinr^) 

=  cosX  4-  sin7j(siiiX  cosr,  —  cusX  sin  rj 
=  cosX -H  siiiTi  sina. 

On  aura  donc 

3 

X  = w*  sinX  sin  t)  sin  a  gt^ 

'à. 


(')  —  élant  (le  l'ordre  de  w'. 
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ou, 

en 

tenant  compte 

de  la 

relation 

(o'R  cosasina 

X 

__  3 

w*  R <*  sinX  sin'a  cosa. 

Si  d'ailleurs  on  se  borne  à  la  partie  principale,  on  remplace  a 
par  X,  puisque  a  =  X  —  tj.  On  a  alors,  pour  la  chute  du  haut 
d'une  tour, 

— ,--  = o)*R/*sin*XcosX, 

d'où  une  déviation  vers  le  nord  donnée  par  la  formule 

a?  =  —  ^  R  w*  /*  sin*  X  cos  X 
o 

ou,  en  introduisant  la  hauteur  de  chute  h=  -gi^, 

I  Rio*A«   .  ,.        . 
ar  = —  sin*  À  cos  a  . 

On  a  au  lieu  de  cela,  pour  la  chute  dans  un  puits, 
--J— -  z=  -  u)*8inXcosX£'<* 

et,  par  suite,  on  a  une  déviation  vers  le  sud  donnée  par  la  for- 
mule 

a?  =  - 10*  sinX  cosX^^* 
o 

ou,  en  introduisant  la  hauteur  de  chute, 

I  «o«/i«   .   .        , 
37= smXcosX. 

Si  l'on  tenait  compte  de  la  forme  elliptique  du  méridien 
terrestre  on  arriverait,  dans  tous  les  cas,  à  une  déviation  vers  le 
sud,  mais  je  n'aborderai  pas  cetle  étude,  mon  but  ayant  été  de 
faire  voir  la  manière  dont  on  peut  tenir  compte,  lorsqu'on  veut 
garder  les  termes  en  io-,  de  la  force  centrifuge  due  à  la  rotation 
autour  de  OI^  ainsi  que  de  l'induencc  de  l'angle  r^. 
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SUR  QUELQUES  QUESTIONS  DE  CALCUL  DES  VARIATIONS; 
Par  M.   Hadamard. 

Dans  une  Communication  précédente  (*)  j'avais  donné  une 
condition  nécessaire  (correspondant  à  la  condition  de  Legendre 
ou  à  celle  de  Weierstrass)  pour  le  minimum  d'une  intégrale  /i"p'* 
dans  laquelle  figurent  m  fonctions  inconnues.  J'avais  ajouté  que  la 
méthode  de  Glebsch  (^)  fournissait  une  condition  équivalente  à  la 
précédente  pour  m  =  n=2  (l'équivalence  étant  douteuse  pour 
les  valeurs  supérieures  de  m  et  de  n)  et  qui  était  capable  de  jouer 
le  rôle  de  la  condition  de  Legendre-Weierstrass  comme  condition 
suffisante. 

Ce  dernier  point  n'était  pas  exact  et,  comme  on  va  le  voir,  la 
question  est  loin  d'être  élucidée,  même  pour  ce  cas,  le  plus  simple, 
de  m  =  /i  =  2. 

Soient  >Si,  Z2  les  fonctions  inconnues  des  variables  x^  y^  p^^  ^i, 
Z's)  ?2  leurs  dérivées  partielles.  Toute  condition  analogue  à  celle 
de  Legendre  ou  celle  de  Weierstrass  pour  le  minimum  faible 
(pour  nous  en  tenir  à  ce  cas)  fait  intervenir  une  certaine  forme  F, 
quadratique  en  ptj  Çt,  Pi,  q%. 

I.  La  condition  nécessaire  que  nous  avons  obtenue  précédem- 
ment est  que  F  soit  essentiellement  positive  pour  toutes  les  valeurs 
(non  nulles)  des  variables  p^,  ^i,  p.^^  q^  qui  satisfont  à  la  relation 

(i)  />i^j— yi/'j=o. 

II.  La  méthode  de  Clebsch  donne  comme  condition  suffisante 
que  la  forme  quadratique 

(2)  ^^Mpxqt  —  qxp^) 

(où  \  est  fonction  de  x  et  de  j',  mais  non  des  p^  q)  soit  définie 
positive.  A  cette  condition  doit,  bien  entendu,  être  jointe  une 
condition  de  Jacobi. 


(')  Ce  Bulletin,  l.  \XX,  1902,  p.  253. 
(')  Journal  de  Crclle,  t.  50,  iHjo. 
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Celle-ci,  dans  le  cas  actuel,  consiste  dans  Texislcnce  de  deux 
solutions  (Ç|,  Ç2))  (*i>  '^2)  des  équations  aux  variations,  telles 
que  le  déterminant 

ne  s^annule  pas  dans  le  domaine  d'intégration. 

Si  X  pouvait  être  choisi  arbitrairement,  la  condition  que 
F-hX(/7i72 — ÇiP^)  puisse  être  rendue  définie  par  ce  choix  de  X 
serait  équivalente  à  la  condition  nécessaire  précédemment 
énoncée. 

Mais  tel  n'est  pas  le  cas.  Ainsi  qu'il  résulte  de  l'analyse  de 
Clebsch,  les  valeurs  de  X  sont  déterminées  par  celles  des  solutions 
Ç,  T,  ou,  du  moins,  une  fois  ces  solutions  choisies,  A  ne  contient 
plus  qu'une  constante  arbitraire  C. 

Il  ne  suffit  donc  pas  que,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x 
et  de  y^  il  existe  des  valeurs  de  X  qui  rendent  d(^finie  positive  la 
forme  (2).  Soit 

(3)  X|^X<X, 

l'intervalle  qui  comprend  ces  valeurs  de  X.  Il  faudrait  encore  que 
l'on  puisse  déterminer  la  constante  C  de  manière  que,  pour  tous 
les  couples  de  valeurs  de  x,  y  compris  dans4'aire  d'intégralion, 
l'inégalité  (3)  soit  vérifiée,  autrement  dit.  que  le  minimum  de  la 
valeur  de  C  déduite  (en  chaque  point)  de  la  relation  X  =  X2  ne  soit 
pas  inférieur  au  maximum  de  la  valeur  de  C  déduite  de  X  =X|. 

Si  même  on  prenait  de  toutes  les  manières  possibles  les  solu- 
tions I^,  T  des  équations  aux  variations,  la  fonction  X  ne  pourrait 
pas  être  prise  à  volonté.  Elle  satisferait  à  un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles  S  (vraisemblablement  compliqué)  résultant 
de  l'élimination  de  ^1,  sa!  "^u  '^2  entre  les  équations  aux  variations 
(au  nombre  de  quatre  pour  les  deux  systèmes)  et  les  deux  rela- 
tions qui  définissent  X,  les  six  équations  ainsi  écrites  se  réduisant 
d'ailleurs  à  cinq,  grâce  à  ce  fait  que  le  système  des  équations  aux 
variations  est  identique  à  son  adjoint. 

On  serait  alors  conduit  à  la  question  suivante  : 

Existe-t'il  une  solution  du  système  S  satisfaisant,  dans  toute 
Vaire  d'intégration,  aux  inégalités  (3)? 
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Ce  problème  appailient  a  la  même  cal ëgorie  de  questions  donl 
celui  que  nous  avons  renconlré  lout  à  Theure  offre  un  exemple 
simple,  catégorie  probablement  assez  digne  d'attirer  Tattentlon. 

Bien  entendu,  une  fois  prise  une  telle  solution  X,  il  faudrait 
calculer  les  solutions  2^,  t  correspondantes  et  vérifier  la  condition 
dcJacobîA^o. 

III.  La  méthode  de  Hilbert  (dont  la  méthode  de  Clebsch  n'est 
d^ailleurs  pas  distincte  au  fond)  conduit  à  des  résultats  tout  sem- 
blables. 

Pour  qu'une  fonction  de  x^  y,  5|,  Z2,  p\^  /?2,  yi,  5^2»  intégrée 
par  rapport  à  :c  et  à  j^,  donne  un  résultat  dépendant  du  contour 
seul,  il  faut  tout  d'abord  qu'elle  ait  la  forme 

o  =  A-f-  B,/?|H-  CiÇl-f-  B,/>,^  Cj^,-h  iy{piq%  —  qipt) 

(A,  B,  ...  fonctions  de  x^  y^  5,,  -s^);  forme  (|ui  renferme  en 
général,  comme  on  le  voit,  un  terme  non  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  premières. 

Pour  suivre  la  marche  indi(|uée  par  M.  Hilbert,  nous  prendrons 
lout  d'abord 

(4  )      ?  =  fi^i  y  y  -Si,  «î,  W,,  y,,  ro,,  fji)  -h  {pi  —  Î3|)/6J,4-  (/>!—  BT,)/ct, 

où  y  est  la  fonction  donnée  sous  le  signe  1    j  y  de  manière  que 

(^,  y,  ^1,  -5î,  Pu  Piy  <7t.  <7t)  ^^  ^y 


ff^ 


est  l'intégrale  dont  on  cherche  Textremum,  et  où  nî|,  gj-j,  yj,  y-j 
sont  définies  de  la  manière  suivante  : 

On    considère   une   famille   d'extrémales    dépendant  de   deux 
constantes- arbitraires  a,  6 

(5)  z,  =  Wi(x,y,  a,  6),        z,  =  ^r^(x,  y,  a,  b), 

ces  équations  étant  supposées  résolubles  par  rapport  à  a,  6,  de 
sorte  que  le  déterminant 

ne  s'annule  en  aucun  point  do  Taire  d'iulégralion. 
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Géométriquement  parlant,  les  fonctions  5|,  ^2  de  ar  et  de  j' 
représentent  une  multiplicité  deux  fois  étendue  tracée  dans  l'es- 
pace à  quatre  dimensions,  ou,  plus  commodément,  un  couple  de 
surfaces  dans  l'espace  ordinaire,  avec  cette  convention  que  Ton 
considère  comme  faisant  un  tout  indissoluble  les  deux  points  qui, 
pris  respectivement  sur  les  deux  surfaces,  ont  même  projection 
sur  le  plan  des  xy  (*).  Ce  sont  deux  points  ainsi  situés  sur  une 
même  parallèle  à  Taxe  des  z  que  nous  nommerons  un  couple  de 
points.  La  condition  imposée  aux  extrémales  (5)  revient  à  dire 
qu^on  peut  les  faire  passer  par  tout  couple  de  points  donné  (suffi- 
samment voisin  de  Tcxtrémale  que  Ton  considère). 

Cela  posé,  nri,  yj,  t92,  y 2  sont  les  dérivées  partielles  de^i,  z^ 
tirées  des  équations  (5).  Ce  sont  donc  des  fonctions  de  x^  y^  a,  b 
et  par  conséquent  (en  vertu  de  la  résolubilité  précédemment 
postulée)  de  fonctions  de:r,  j/-,  ^j,  Sjj  de  sorte  que  l'expression  (4) 
est  une  fonction  de  x^  y^  z^,  z^i  fst  (J\y  />2»  ^2. 

Le  calcul  fait  intervenir  plusieurs  espèces  de  dérivées,  savoir  : 

1°  Les  dérivées  d'une  fonction  de  ar,  y^  5|,  -S2,  p\y  yi,  p%^  q^j 
lorsque  ces  huit  quantités  sont  considérées  comme  des  variables 
indépendantes;  nous  les  désignons  par  des  indices,  ^^^  désignant, 
par  exemple,  la  dérivée  de  ^  par  rapport  à  /?|.  C'est  ce  qui  est  fait 
dans  la  formule  (4),  où  f^^  représente  la  valeur  de  f^^  lorsqu'on  y 
remplace />4,  />2,  q\,  q%  parw,,  ©a,  Xm  '/j- 

2"  Les  dérivées  d'une  fonction  de  :r,  j^,  5|,  z^  par  rapport  à  ces 
quantités  considérées  comme  variables  indépendantes.  Nous  les 
désignerons  par  le  symbole  S.  Pour  une  fonction  ^  de  a?,  y^  5|, 
^2î  ^1?  X<>  ^2>  yji  on  a 

ô«/  dZl  ÙZ£  ^*  6Zi  *■  0-8/ 

3**  Les  dérivées  prises  suivant  le  couple  de  surfaces  (quelconque 
d'ailleurs)  dont  les  plans  tangents  ont  pour  coefficients  angulaires 
Pi^  q\i  Pif  q^*  Nous  les  désignerons  par  le  symbole  d;  on  a  (pour 


(*)  En  parliculicr,  ces  surfaces  sont  limilécs  à  deux  contours  donnés  Gp  C,. 
lesquels  font  pariie  d'un  même  cylindre  parallèle  à  l'axe  des  z. 
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une  fonction  de  x,  y,  Si,  53) 

d         8  S 


<8) 


l    â  6  i5  ô 

i  a      s         $         a 


4°  Les  dérivées  prises  suivant  les  extrémales  (4),  en  regardant, 
par  conséquent,  5|,  Z2  comme  fonctions  de  x,  y  ei  a,  b  comme 
constants.  Ces  dérivées,  qui  seront  désignées  par  le  symbole  ï, 
sont  liées  aux  dérivées  S  par  la  relation 


/    ï         8  8  8 

]   ^X  ÙX  ^  ÙZi  ÔZj 


^^^  l    ^  _   ^  s  8 

Cela  posé,  les  conditions  pour  que,  ^  étant  Tcxpression  (4), 
rintégraie  /    1  (fdxdy  ne  dépende  que  du  contour,  soit 

^         d  à  8<p         d  a 

(égalités  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  les  p,  q)  se  réduisent, 
en  tenant  compte  des  formules  (8)  et  de  ce  que  les  surfaces  (5) 
sont  des  extrémales,  à 

8 


(10) 


Elles  ne  seront  donc  pas  vérifiées  en  général. 
Mais  si  (ce  que  nous  avons  le  droit  de  faire)  nous  ajoutons  à  / 
les  deux  termes  intégrables 

(\L  étant  une  fonction  de  x,  y,  ^1,  z-i  et  X  désignant  la  combi- 
naison 
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ou  encore  si,  sans  changer /,  nous  ajoutons  à  l'expression  (4)  le 
terme 

les  équations  (lo)  sont  remplacées  par 

(0  0      -  .  /OTîTi        Ôm,\         bX 


(lO') 


et,  pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème,  nous  n'aurons  qu^à 
déterminer  "k  par  ces  dernières  équations. 

Or  celles-ci  ne  seront  autres  que  les  équations  posées  par 
Clebsch.  Tl  suffit,  pour  les  ramener  à  la  forme  de  Clebsch,  de 
transformer  les  dérivées  5  en  remplaçant  les  variables  indépen- 
dantes ^1,  Z2  par  les  variables  «,  b.  Les  dérivées  des  unes  par 
rapport  aux  autres  sont  les  quantités  précédemment  désignées 
par  Çj,  Ça,  Ti,  Ta,  et  le  déterminant  fonctionnel  (6)  est  celui  que 
nous  avions  appelé  A. 

Comme  dans  la  méthode  de  Clebsch,  par  conséquent,  les  équa- 
tions (lo')  forment  un  système  complètement  intégrable  et  ont, 
par  conséquent,  une  solution  "k  dépendant  d'une  constante 
arbitraire. 

Nous  sommes  donc  amenés  exactement  au  même  point  que  dans 
la  méthode  précédente  et  nous  aurions  à  étudier  un  système  ana- 
logue à  S  (mais  notablement  plus  compliqué  et  plus  difficile  à 
former,  puisque  les  équations  ne  seraient  plus  linéaires)  obtenu 
en  éliminant  5|,  Z2  entre  les  équations  (10')  et  celles  qui  expriment 
que  la  famille  (5)  est  composée  d'extrémales.  Nous  devrons  expri- 
mer que  ce  système  admet  une  solution  satisfaisant  aux  inéga- 
lités (3). 

iV.  En  réalité,  on  doit  présumer  que  la  discussion  dont  nous 
venons  de  parler  n*est  pas  nécessaire. 

Si,  en  efl'et,  nous  considérons,  non  plus  la  méthode  de  Hilbert, 
mais  la  méthode  de  WeiersU^ass  sous  sa  forme  primitive,  nous 
arriverons  à  des  conclusions  d^inc  forme  notablement  diflereiite. 

Soient,  en  eifet,  (a,,  s^)  le  couple  de  surfaces  (|ui  constitue 
Pex  tréma  le  étudiée;  (S,,  S2)  tm  autre  couple  qu'on  veut  lui  com- 
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parer,  et  qui  csl  limilé  an  même  conlour  (C|,  Ca).  Sur  (S^,  Sj) 
traçons  im  couple  de  conlours  variables  (yi,  Y2)  {^^  et  ya  ^lant, 
bien  entendu,  situés  sur  un  même  cylindre  parallèle  à  Ox).  Par 
(Yo  T^)  f^îsons  passer  un  couple  de  surfaces  (S|,  £3)  constituant 
une  extrémale.  Si  celte  dernière  construction  est  toujours  pos- 
sible, il  suffira  de  faire  varier  les  contours  Yd  Y2  depuis  un  couple 
de  points  jusqu'à  la  position  (C«,  C2)  pour  appliquer  le  raisonne- 
ment de  Weierslrass. 

Or  la  condition,  analogue  à  celle  de  l^egendre,  à  laquelle  on 
arrive  ainsi  (pour  le  minimum  faible)  est  la  condition  nécessaire 
rappelée  eu  premier  lieu. 

Seulement,  en  opérant  ainsi,  la  difficulté  apparaît  dans  la  con- 
dition de  Jacobi.  Au  lieu  de  supposer  simplement  Texistence 
d'une  famille  d'extrémales  à  deux  paramètres,  il  faudrait  exprimer 
que  l'on  peut  construire  le  couple  extrémal  (S|,  22)^  c'est-à-dire 
résoudre  un  problème  de  Dîrichlet  à  deux  inconnues  dans  les 
conditions  les  plus  générales  et  les  plus  difficiles,  puisque  yi  et  y^ 
sont  quelconques. 

L'élat  actuel  de  la  Science  ne  permettrait  pas,  par  exemple,  de 
déduire  de  cette  méthode  l'existence  du  minimum  dans  une  aire 
d'intégration  très  petite-,  ce  qui  résulte,  au  contraire,  des  méthodes 
de  Clebsch-Hilberl,  puisque,  en  raison  de  la  constante  arbitraire 
qui  figure  d^ns  X,  on  peut  toujours  supposer  que  cette  quantité 
satisfait  aux  inégalités  (3)  aux  environs  d'un  point  donné  quel- 
conque. 

Je  terminerai  en  indiquant  quelques  points  sur  lesquels,  dans 
les  leçons  professées  au  Collège  de  France  il  y  a  deux  ans,  j'ai  dû 
compléter  les  résultats  acquis  en  Calcul  des  variations. 

Le  premier  concerne  les  problèmes  isopé rimé  triques,  dans 
lesquels  on  cherche  rexlremum  d'une  certaine  intégrale  lo, 
connaissant  les  valeurs  d'une  ou  plusieurs  autres  intégrales 
données  et  certaines  conditions  accessoires.  Le  résultat  fonda- 
mental (qui  ramène  cet  cxtremum  à  un  extremum  libre  par  l'inter- 
vention d'un  multiplicateur)  a  du  être  étendu  au  cas  où,  parmi 
les  conditions  accessoires,  figurent  des  conditions  d'inégalité.  11 
reste  encore  vrai  dans  ce  cas;  mais  la  démonstration  fait  appel  à 
des  considérations  scnsibUMuent  difTérentes  des  considérations 
classiqu(;s. 
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D'aiilre  part,  la  queslion  de  savoir  siï» construction  de  JVeier- 
strass  est  possible,  dans  ce  même  problème  isopérimétrique,  peut, 
dans  beaucoup  de  cas,  être  considérée  comme  résolue  si  Tare 
considéré  satisfait  aux  conditions  suffisantes  du  minimum  (par 
exemple)  pour  Tintégrale  lo  + /I|  (I|  étant  Tintégrale  donnée  et 
l  le  multiplicateur),  ce  minimum  étant  considéré  comme  libre. 
On  constate,  en  eRel,  dans  ces  conditions,  que  la  valeur  de 
Io+^li  est  une  fonction  croissante  de  l  lorsque  celte  quantité 
varie  pendant  que  les  extrémités  restent  fixes.  Cette  remarque 
sera,  par  exemple,  très  utile  pour  la  démonstration  de  Texistence 
du  minimum  dans  une  région  suffisamment  petite. 

Enfin  je  noterai  encore  une  simplification  assez  grande  que  Ton 
peut  apporter  à  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Osgrod, 
diaprés  lequel  on  peut  assigner  une  limite  inférieure  à  la  différence 
qui  existe  entre  l'intégrale  minima  et  une  intégrale  variée.  Un 
procédé,  tout  semblable  à  celui  qui  a  été  employé  par  M.  Kneser 
à  propos  de  la  stabilité  de  l'équilibre  du  fil  pesant,  permet  de  se 
passer  des  inégalités  employées  dans  les  dilTcrentes  démonstrations 
directes  données  jusqu'ici.  Malheureusement,  cette  méthode  n'est 
plus  applicable  aux  intégrales  multiples,  pour  lesquelles,  au  sur- 
plus, la  question  est  toujours  beaucoup  plus  délicate. 

Je  me  contenterai  de  mentionner  ces  dilTérents  points,  qui  seront 
traités  avec  plus  de  détails  dans  un  Ouvrage  ultérieur. 
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EXTRAIT  D£S  STATUTS  ET  OU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  ravancement  et  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées*  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  £Ue  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  réisidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  delaSckïiété,  sont  les  suivantes  : 
i''  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a""  avoir 
obtenu,  à  l'une  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3"  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quime francs  pour  les  membres  non  i^sidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  an  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Forigine  est  fixée  au  i^'  novembre  de  chaque  année.     < 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  delà  cotisation  de  Texér- 
cice  en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisoas  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société'  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès- verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  pubDcation.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en.  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE  GAUTHIER-YILLARS. 


HALPHEN  (G.-H.),  Membre  de  l'Institut.  —  Traité  des  fonctiont  ellip- 
tiques et  de  leurs  applications.  3  volumes  grattd  in-8,  se  vendant 
séparément, 
l**  Partie  :  Théorie  dex  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  développe» nenis 

en  série;  i886 i5  fr. 

Il*  Partie  :  Application  de  ia  Mécanique  à  la  Physique^  à  la  Géo- 
désie, à  la  Géométrie  et  au  Calcul  intégral;  i888 ao  fr. 

m*  Partir:  Fragments.  (Quelques  applications  à  T  A  Igèbre  rt  en  par- 
ticulier à  réq nation  du  5*  degré.  Quelques  applications  à  la  théo- 
rie des  nombres.  Questions  diverses,)  Publiée  par  les  soins  de  la 
Section  de  Géométrie  de  l'Académie  des  Sciences;  i89r.    8  fr.  5ac.  j 
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BUUETIN 


»«    LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATiaiE 

DE  FRANCE 


PAB  LES.  SECRâXAlRSa. 


S'adresser,  pour  la  rédaction,  à  M.  RapfY)  rue   Pierre-Nicole,   Paris  (5*); 
pour  \^  dîslributioD,  à  M.  Grévy,  rue  Saintrl^lacidç,  62,  pari^.6«. 


TOUX  XXXIII.   -  FtAACIQUliK  II. 


PARIS, 

AU    SIÈGE   DE   LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA    SQBROIfl^B. 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisalion  à  M.  Claude^Lafontaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  3a,  à  Paris ,  Trésorier  de  la  Société.         ^.  ^^^^  ^  L^OOQIC 

On  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  àla  Librarie 
Gauthîer-Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustins,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  premier  et  troi* 
siéme  jeudis  de  cbaqoe  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depuis  le  l''*^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
saUe  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
Tersité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  Tauraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
placé  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  Tnn  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  GréT7,  sauf  ce  qui  coocerne  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Rafiy. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  a  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu^à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

*  Le  yolame. 

fr 

Dix  volumes  au  moins.  • .^ 4 1^ 

De  cinq  à  neuf  volumes 5,oo 

Moins  de' cinq  volumes 6,oo 


Dans  sa  séance  du  a8  février  1900,  le  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtejair  des  tirages  à  part,  devra  611  faire  la 
demande  en  retournant  l'épreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

I*»  Le  Bulletin  j  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois; 

2""  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sont 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  ùianuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  Je  sujet  traité,  Vlndex  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3^  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  texte 
imprimé. 

Digitized  by  LjOOQIC 


-  81 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCKS. 


SÉANCE   DU   2   FÉVRIER   1905. 

PRKSinKNr.R  DP.  M.    BOREK. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  un  dispositif  propre  à  tracer  une  ellipse. 
M.    Raflfy  :   Sur  les  sur/aces  isothermiques  qui  ont  même 
représentation  sphérique  que  les  surfaces  du  second  degré. 


SÉANCE   DU    16   FÉVRIER    1905. 

PRÉSIDENCE  DE  If.    BORKL. 


Élections  : 


M.  Tabbé  Fouet,  présenté  par  MM.  Borel  et  Désiré  André,  est 
élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Painlevé  :  Sur  le  frottement. 

M.  Lecornti  :  Observations  sur  la  précédente  Communication. 

M.  Iladamard  :  Sur  quelques  questions  de  calcul  des  va- 
riations. 

M.  Bioche  adresse  une  Note  sur  les  permutations  polyédriques. 

M.  de  Sparre  adresse  une  Noie  au  sujet  des  mouvements  à  la 
surface  de  la  Terre. 

SÉANCE  DU  2  MARS  190S. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   IIADAMARD. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Détermination  des  réseaux  spkcriques  isothermes 
qui  représentent  les  lignes  de  courbure  d^une  double  infinité 
de  surfaces  isothermiques, 

M.  M.  Weill  :  Sur  une  classe  d^ équations  irréductibles  du 
cinquième  degré,  résolubles  par  radicaux. 


XXXIII. 
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SÉANCE   DU   1«  MARS   1903. 

PRKS1DKNCB   DE   M.   BORRL. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  la  déviation  des  graves  et  les  champs  de 
force. 

M.  Raffv  :  Sur  le  problème  général  de  la  détermination  des 
surfaces  isothermiques. 

MM.  Borel  et  Servant  présentenl  quelques  observations  à  propos 
de  celle  Communication. 

INI.  Borel  :  Remarques  sur  certaines  questions  de  probabilité, 

M.  de  Sparre  adresse  une  Note  au  sujet  de  la  déviation  des 
graves  dans  la  chute  libre. 

M.  Maillet  adresse  un  Mémoire  intitulé  ;  Sur  les  solutions  de 
certains  systèmes  d'équations  différentielles;  applications  à 
un  système  hydraulique  de  n  réservoirs. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UNE  CLASSE  D'ËQUATIONS  IRRÉDUCTIBLES  DU  CINQUIÈME  DEGRÉ, 
RÉSOLUBLES  PAR  RADICAUX; 

Par    M.    Mathieu   Weill. 

Soient  (yZ^.  i)  une  conique  S',  trois  tangentes  DCE,  DBA,  BC, 
et  une  autre  conique  S  passant  par  A,  B,  C,  et  touchant  DE  au 

Fie.  I. 


point  C.  Le  pentagone  ABGCB  a  ses  sommets  sur  la  conique  S  et 
ses  côtés  tangents  à  la  conique  S';  dès  lors,  il  existe  une  , infinité 
de  pentagones  inscrits  dans  S  et  circonscrits  à  S'. 
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On  aura  pour  S'  Téqualion 

el,  pour  S,  réquatîon 

(a-i-aXY)*-hP(2X»YH-  iJta)  =  o 

(BC  ayant  pour  équation  À*^  -f-  aîvy  -h  a  =  o).  Un  point  de  la  co- 
nique S  est  déHni  par 

o       —  aX  [X  — X« 

La  droite  qui  joint  deux  points  a  pour  équation 

a[{jL  —  (^  -+- 1')]  -  p«'—  iXyr  <  H-  <'—  X»)  =  o. 
Celte  droite  sera  tangente  à  S',  dont  un  point  est  défini  par 


fli=:Xe, 
si  Téquation 


a  ses  racines  égales,  ce  qui  donne 

<i(Xi—  r)  -h  /[2X«(<'—  X»)  —  /'*-h  fx^']  -h  X«(^'— X«)«  =  o. 

Considérons  un  pentagone  inscrit  dans  la  conique  S  et  cir- 
conscrit à  la  conique  S',  et  soient  /|  /2'3^4^5  les  valeurs  correspon- 
dantes du  paramètre  t.  On  aura 

( ,  ^,     2xn/i-x«)-^î-f-txf. 

(1)  ;  /,-X« 

(        /,^=X»(X»-^). 

Transportons  ces  valeurs  dans  Téqualion  de  la  droite  qui  joint  les 
points  correspondant  à  t^  el  t^^  nous  aurons  ti  au  second  degré, 
nous  en  déduirons,  immédiatement ,  Féquation  de  Tenveloppe  des 
droites  qui  joignent  de  deux  en  deux  les  sommets  du  pentagone 

(a -f- 2Xy)î-+- fiC'iX'Y -f- lia) -h  (  jji  —  X»)  (y»  -  a^)  =  o. 
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Celle  conique  passe  par  les  points  communs  aux  deux  premières, 
résullat  bien  connu. 

D*autre  part,  en  éliminant /|  entre  les  relations  (i),  nous  aurons, 
entre  ^2  ^t  Z^,  la  relation 

Cette  même  relation  existe  évidemment,  entre  /|  et  t^,  et  aussi 
entre  ti  et  ^,  ;  on  a  donc 

Désignons  par  6  la  somme  des  produits  2  à  2  des  5  quantités  <i  tt^ 
^3)  ^ti  ^a)  c^est-à-dire  la  quantité 

(^-+-/«^-^-^-^)^l-^-/,^^-/,^^-(^,-h^)(/l-^-^), 

on  aura  done 

ou 

0?(«i)-/(/i)  =  o, 

relation  où  /|  pourra  être  remplacé  par  chacune  des  valeurs  I2,  ^n 
/i,  t^;  on  obtient  ainsi  Téquallon 

—  XW(giX*-+- fA«— 6) -f- X«(X*~- fi)  s=  o. 

Celle  équation  donnera,  par  la  variation  de  8,  les  5  valeurs  de  / 
qui  définissent  le  pentagone.  Or,  2  quelconques  de  ces  valeurs 
étant  données,  les  autres  en  sont  des  fonctions  rationnelles,  comme 
le  montre  l'analyse  précédente,  c'est  donc  une  équation  de  Galois, 
c'est  à-dire  que  les  5  racines  s'expriment  par  des  radicaux  porlaDl 
sur  des  fonctions  rationnelles  des  3  paramètres  Q,  [i,  ).^.  On  a  donc 
le  théorème  suivant  : 

L'équation 

f^—  l'*(-ia  -i-  b)  -r-  ct^—  at^i'jic  —  ab  ^  b^-^^a^) 

—  rt*/Cia*-f-  ab  —  c)  -h  a^(a —  b)  =  o, 
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dans  laquelle  a,  i,  c  sont  3  quaniiiés  quelconques,  est  réso^ 
lubie  par  radicaux. 

Soieat  ti  et  t^  deux  des  racines,  les  autres  auront  pour  valeurs 

nia  —  ti) 


h  = 


ii  =  a* 


/«  = 


if 


On  peut  employer  une  autre  méthode.  Considérons  deux  co- 
niques ayant  pour  équations 

Aa7*-+-  Bj'* — s»=  o. 
Un  point  de  la  première  est  défini  par  les  équations 

I  — /«  2/ 

et  la  droite  qui  joint  2  points  a  pour  équation 

x(l  —  tt')  -h  ^(/  -4-  ^')  —  -3(1  -t-  «')  =  O, 

En  exprimant  que    celle  droite  touche  la  seconde  conique,   on 
trouve  facilement 

on  bien 

A        B-AB  A  — B  — AB\ 

(x=— ^,      »x= — -^ — y 

Considérons  un  pentagone  inscrit  dans  la  première  conique  et 
circonscrit  à  la  seconde,  et  soient  /,,  ^2,  tz.  t^,  ^5  les  paramètres 
qui  correspondent  aux  sommets.  On  aura 
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Il  en  résulte  entre  t^  et  /$  une  relation  de  la  forme 

/«  (  I  -h  Xi  ^'«  )  H-  1  yn  «'  -h  f '«  -h  X  =  o, 


avec 

^  _     4XfJL'  _        a|i«(X«-f-i) 

'^«-  (X«-i>»'  ***"'         (X«— 1)« 

On  aura  donc 

'»-^'*-TTx77î'     '»'^-"rrx;7f 

Appelons  0  le  produit  /|,  t^,  t^,  i^^  /j,  nous  aurons 

ft-/    X  +  /?    X,+  <î 
^~"'*i-4-X/f  i-+-X,rî" 

Donc  Téquation 

<(X-h/«)(>^i-»-^*)  — ^('-*->^'*)(n  X,<«)  =  o 
aura  pour  racines  les  5  valeurs  de  t]  celle  équation  développée  est 

f5—exXt/^-h  ^»(X-+-  x,)-.e(X-hXi)/«-hXX|f  -  e  =  o. 

Les  paramètres  X  et  X|  sont  liés  par  une  relation  qu^il  faut 
trouver. 

Or,  si  nous  joignons  /|  à  /s,  puis  ^3  à  t^y  la  droite  /1/5  sera  telle 
que  Ton  aura  entre  t^  et  t^  la  relation 

t^{ï-^\tt'*)  -h  2}Jl,«'-+-  £'«-h  X,=  O, 

avec 

^  4Xitlî  ^  ^U?a}-4-|) 

On  aura,  si  le  polygone  se  ferme, 

Exprimant  ces  conditions,  on  trouve 

,6jiî[(X*-i)»-2|jL«(X«-i-i)]»(X«— i)*=[i6X«|x^— (^'— ')M'» 
_     -  [(X«--i)»— 2HH(X'-f-i)]«[(X«— i)^-4-i6XV^] 

La  première  donne 

{|jL(X«-i)f(X«-  i)i— 2fx«(X«-hi)Jz*:[iGXV'— (À*— l)M  =^0, 


Digitized  by 


Google 


-  87  — 
et  la  seconde,  combinée  avec  la  première,  donne 

8fx«(i— ji)(X«— I)*— [(X«— I)*-hI6XVM  =  «• 
On  voit  facilemenl  que,  dans  la  première,  îlfaul  prendre  le  signe -h- 
En  posant).^ —  i  =  z,  les  2  relations  deviennent 

(3—  2|X)[-;;3^2(XZ«-f-(4fX«— 8|JL»)3  —  8[JL»]  =  O, 
(5-+-  afX)(— Z'-H  2  {1-3'-+-.  ..)  =  o. 

'L.a  relation  cherchée  est  donc,  en  posant  2[jl  =  /, 

3»—  ^Z«  -h  (  /'  —  ^*  )-5  -4-  /»  =  o. 

Klle  donne,  sous  une  forme  simple,  la  condition  entre  A  et  B  pour 
qu'il  existe  un  pentagone  inscrit  dans  la  première  conique  et  cir- 
conscrit à  la  seconde;  elle  peut  s'écrire 

(X«-i)3— .2îJt(X«— i)«-f.(8ji»-4K')(>^'-0-+-8t^'  =  o, 

elle  permet  d'exprimer  jjl  en  fonction  de  X  par  des  radicaux,  et  par 
suite,  X|  en  fonction  de  X  par  des  radicaux,  donc  l'équation  du 
5®  degré  envisagée  plus  haut  est  soluble  par  radicaux  portant  sur 
des  fonctions  rationnelles  des  deux  paramètres  indépendants  X  et  0. 
On  trouve,  d'ailleurs,  entre  X  etX,,  la  relation 

(XX,  — i)»XX,-(X  — X,)«=o. 

Posons 

XX,  =  a,        X  -h  X,  =  A, 

il  vient 


b  =  /a»—  2a*-t-  5a, 
on  a  donc  l'énoncé  suivant  : 
L'équation 


/« — act^-^  (t^ — ct^)  /a'—  aa^-h  5a-^  ta  —  c  =  o, 

où  a  et  c  sont  deux  paramètres  indépendants,  est  soluble  par 
radicaux  portant  sur  des  fonctions  rationnelles  de  a  et  c. 
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SUR  LES  PERMUTATIONS  POLTÉORIQUES  ; 
Par  M.  Ch.  Bioche. 

1.  Les  permutations  ordÎDaîres  et  les  permulations  circulaires 
ne  sont  autre  chose  que  les  dispositions  qu'on  peut  réaliser  avec 
n  objets  placés  en  ligne  droite  ou  en  cercle.  Il  semble  assez  naturel 
de  considérer  d'autres  dispositions,  telles  que  les  difl'érentes  façons 
d'affecter  n  lettres  aux  n  sommets  d'un  polyèdre.  Ce  sont  ces  der- 
nières dispositions  que  j'appellerai  permutations  polyédriques. 
Je  me  propose  de  calculer  leur  nombre. 

Pour  préciser  le  problème  j'en  donnerai  l'énoncé  suivant  : 

On  considère  n  lettres,  et  des  polyèdres  égaux  ayant 
n  sommets.  On  affecte  à  chaque  sommet  d*un  polyèdre  une 
des  n  lettres;  combien  peut-on  obtenir  de  dispositions  de  ces 
lettres,  deux  dispositions  étant  les  mêmes  si  Von  peut  faire 
coïncider  les  polyèdres  correspondants  de  façon  que  les 
sommets  qui  coïncident  soient  affectés  de  la  même  lettre? 

â.  Supposons  toutes  les  dispositions  réalisées,  chacune  ne 
l'étant  qu'une  seule  fois;  soit  X  leur  nombre,  il  leur  correspondra 
autant  de  polyèdres  que  je  désignerai  par 

n,,    n„    ...,    Hx. 

J'imagine  un  polyèdre  IIo,  égal  aux  polyèdres  précédents  et  sur 
lequel  je  numérote  les  sommets  de  i  à  /i,  d'une  façon  d'ailleurs 
arbitraire.  Si  je  fais  coïncider  n©  avec  un  des  polyèdres  considérés, 
IT/  par  exemple,  j'obtiens  une  permutation  de  n  lettres  en  lisant 
sur  11/  les  lettres  dans  Tordre  des  numéros  qui  leur  correspondent 
sur  IIo* 

A  toute  permutation  des  n  lettres  correspond  un  polyèdre  rf*; 
qui  se  déduit  de  n„  en  remplaçant  les  numéros  correspondant 
aux  sommets  de  IIo  \*^^  'es  lettres  de  même  rang  de  la  permutation 
donnée;  et  l'on  n'a  qu'un  polyèdre  correspondant  à  une  permuta- 
tion donnée,  puisqu'on  suppose  les  permutations  polyédriques 
di>linclcs. 
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Mais  à  1111  poljrèdrc  lli  il  correspond  aulanl  de  pcnnulaU'ons  des 
n  lettres  qu'il  y  a  de  façons  de  faire  coïncider  n©  avec  Ui;  soîl  [jl 
le  nombre  de  ces  modes  de  coïncidence;  on  voit  qu'à  toute  per- 
mutation polyédrique  correspondent  pi  permutations  ordinaires. 
On  a  donc 

x  =  ^. 

3.  En  particulier,  si  les  polyèdres  II  sont  réguliers  et  si  p  est 
fe  nombre  des  arêtes  de  chaque  angle  solide,  on  voit  facilement 
que 

on  a  alors 

si  les  polyèdres  II  sont  des  pyramides  régulières,  la  base  ayant 
n  —  I  sommets,  on  voit  facilement  que  si  /i  >•  4  on  a 

ji  =  (n  — I), 
et  Ton  a 

X  =  -^. 

{n-i) 

On  peut  d'ailleurs  facilement  vérifier  ces  résultats  ainsi  que  bien 
d'autres  correspondant  à  des  cas  particuliers. 

4.  J'ai  parlé,  dans  ce  qui  précède,  de  sommets  d'un  polyèdre 
pour  plus  de  commodité;  mais  on  peut  considérer  des  systèmes 
de  points  tous  situés  dans  un  plan.  Seulement,  si  l'on  suppose 
toutes  les  figures  situées  dans  le  même  plan,  on  pourra  prendre 
pour  p.  soit  le  nombre  des  modes  de  coïncidence  réalisables  sans 
faire  sortir  les  figures  du  plan  commun,  soit  le  nombre  des  modes 
de  coïncidence  réalisés  quel  que  soit  le  déplacement.  Le  nombre  X 
des  permutations  de  trois  lettres  A,  6,  C,  mises  aux  sommets  d'un 
triangle  îsoscèle,  serait  alors  de  6  dans  le  premier  cas  (où  ^  serait 
égal  à  i),  et  de  3  dans  le  second  (où  [x  serait  égal  à  2). 
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SUR  CERTAINES  TRANSFORMATIONS  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  M.  J.   Clairin. 

J'ai  détermioé,  dans  un  travail  anlérieur  (*),  toutes  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes,  réductibles  à  une  équation  linéaire  par  une  trans- 
formation de  Biicklund  de  seconde  espèce,  qui  conserve  les 
variables  indépendantes,  et  qui  fasse  correspondre  à  chaque  inté- 
grale de  l'équation  considérée  une  seule  intégrale  de  l'équation 
linéaire.  Je  me  propose  d'étudier  les  transformations  (B2)  qui 
permettent  de  remplacer  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  par  une  équation  linéaire,  en  faisant  correspondre 
à  chaque  intégrale  de  l'équation  donnée  une  infinité  d'intégrales 
de  l'équation  linéaire,  les  variables  indépendantes  étant  toujours 
conservées;  je  montrerai  que,  exception  faite  de  deux  cas  parti- 
culiers, les  seules  transformations  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées  sont  les  transformations  indiquées  par  Moutard  et 
M.  Lucien  Lévj. 

Considérons  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  que  nous  pouvons  toujours  écrire,  avec  les  notations 
ordinaires, 

(i)  s  =  ap  -\-  bz, 

a  et  b  désignant  deux  fonctions  des  variables  indépendantes  x 
et  y;  la  question  proposée  revient  à  celle-ci  :  Trouver  dans  quels 
cas  ta  fonction  z'  de  x  et  y  définie  par  Inégalité 

satisfait  à  une  équation  aux  déri\^ées  partielles  du  second 
ordre  quand  on  remplace  z  par  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (1). 


(')  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  igoS. 
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On  lire  immédlatemeni  de  Tégalilé  précédeiUe 

dz'  ,        df  df  df 

ox         '^  ox         ^     dz  dp 

à^'  f         àf  df  ^      df 


(3)     i-fi-=s'=:P^^pPÇ-^(ap^tz,&-^-f^-^ 

dx  dy  Ox  dy       '^  dy  dz  '^  \dz       Ox  dp      '   dz  dp/ 

r/.       da\  db    Idf         l  d^f  d^f\ 

r    àf        d^f       ,  .    ^dU^  d^f 

On  peul  remarquer  que/  doit  dépendre  effeclivemenl  des  deux 
variables  z  et/?.  Si  /était  indépendant  de  /?,  (2)  définirait  une 
transformation  ponctuelle  de  Téquation  (1);  si  /  ne  contenait 
pas  z^  z*  satisferait  à  une  équation  déduite  par  un  changement  de 
fonction  inconnue  de  Tune  des  équations  obtenues  en  appliquant 
à  (1)  la  transformation  de  Laplace. 

Les  deux  premières  équations  (3)  sont  donc  résolubles  par  rap- 
port à  <2r  et  à  r;  en  portant  les  valeurs  trouvées  dans  la  dernière 
équation  y  il  vient 

s'=\l{x,y,z,p)p'q'-^lk{x,y,z,p)p'-\-\.{x,y,z,p)q'-^^{x,y,z,p), 

z'  satisfera  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
si  H,  K,  L,  M  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  de  (2)  en  fonction 
de  Xjy^  z'  et  celte  équation  sera  nécessairement  de  la  forme 

•*'=  k(^^  y^  '5')/>'^'+  «(-^^  y^  -'  )p'-^  H^i  yy  ^')  ?'-+-  y(^'  r»  ^')- 

En  prenant  pour  fonction  inconnue  /  e^~^^^' dz'  au  lieu  de  5', 
on  revient  au  cas  où  ^l  est  nul  :  supposons  celle  transformation 
effectuée.  H(x,  j>',  z,  />)  s'annulanl  en  même  temps  que  •;  t  on 
devra  avoir 

-'  =  /(^,7^-7/?)  =  «p(^,ri^)-*-4'(«'i7^/')- 
L(x,  y,  Zy  p)  sera  une  fonction  de  x^y^  z'  seulement  si  le  déter- 
minant fonctionnel  -r- — ~—  est  nul;  remplaçons  L  par  sa  valeur 
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! 1-  p  1 

,  celte  condition  s  écrit  : 

ùs 

dxôz  ^^d^  \  _  ^  - 

Donnons  à  z  une  valeur  fixe;  on  lire  de  là 

à^  _      ni{x,y) 
dp       p-\-ui{x,y) 
et 

H^^y^ p)  =  '»(a^i y) ï-ogE/» ^- ^k^^y)]   (Mi 

à  moins  que,  dans  le  déterminant  (4)^  le  coefficient  de  p  nesoll 
nul  ou  que  ce  déterminant  ne  s*annule  identiquement  quelle  qnt 
soit  if.  Examinons  ces  deux  dernières  hypothèses  :  le  déterminaal 
ne  contient  pas  de  terme  dépendant  de  p  si  Ton  a 

(5)  o(a:,  y,  z)  =  v{x,y)e'^^>y^-->r  w{x,y)        (u,  v  ^  o), 

OU  si  o  est  une  fonction  linéaire  de  z.  Il  ne  peut  arriver  que  o  ail 
la  forme  (5);  en  substituant  dans  le  déterminant  écrit  plus  haut, 

on  verrait  que,  dans  ce  cas,  -^  dépendrait  de  z.  Le  déterminant 

est  idenliquemenl  nul  si  o  est  une  fonction  linéaire  de  z. 
Calculons  le  coefficienl  de  p\ 

K(x,y,z,p)^a-^-^^—^ ^r —7 

dp 

et  écrivons  encore  que  le  déterminant  — — ^  s'annule  idenli- 
liqucmcnl.  JNous  trouvons 

^a.+        do    ô[^^^''^-^''^^^\ 

(*)  Il  esl  cvidcminenl  inutile  d'ajouter  à  Texprcssion  trouvée  pour  ^  udc  fonc- 
tion de  X  ci  y,  puisqu'on  peut  toujour:»  retrancher  une  pareille  fonction  de-'. 
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Nous  négligeons  d'abord  le  cas  où  le  coefficient  b  serait  nul. 
En  donnant  à  p  une  valeur  fixe,  on  trouve 

^9  __      n(a:,y) 
<p(ar,  j^,  j)  =  /i (ar, y)  Log[s  -+-  {(a?,  y)], 

si  z  figure  dans  Téquation  (6).  Abstraction  faite  du  cas  où  ^  est 
une  fonction  linéaire  et  où,  par  conséquent,  le  premier  membre 
de  (6)  s^annule  identiquement,  z  ne  figure  pas  dans  cette  équation 
si  Ton  a 

en  remplaçant  ^  par  cette  fonction,  il  vient  pour  ^  une  expres- 
sion contenant /?,  ce  qui  est  impossible. 

En  résumé,  il  n^)r  a  que  deux  cas  à  considérer  :  o  et  ^  sont  res- 
pectivement égales  à 

n(x,y)  hog[z  -+-  î(ar,  y)],        m(ar,  y)  Log[p  -h  îù(x,y)l 

ou  contiennent  linéairement  les  quantités  z  et  p. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas  :  portons  dans  Téqua- 
tion  (4)  les  expressions  que  nous  venons  de  trouver  pour  cet  •}; 
il  reste,  après  réductions, 

/»(/>-+-  ^)  -4-/i(/?  +  a))  =  o. 

Les  fonctions  m  et  n  ne  difTèrent  donc  que  par  le  signe,  en  pre- 
nant — z pour  nouvelle  fonction  inconnue,  on  voit  que  l'on 

m(x,y)  ^  .  , 

peut  supposer  m  égale  à  i  et  n  égale  à  —  i.  L'équation  précé- 
dente donne,  en  outre, 

dx 

Remplaçons  dans  l'équation  linéaire  (i)  z  par  z  —  ^(x,^),  elle 

devient 

s  -h  ap  -T-  bz-h  <j{x^  y)  =z  o, 

dans  celte  dernière  équation  remplaçons  z  par  e^<,  nous  trouvons 

d^Zt         Ozi  dzi  Ozt        , 

(7)  -: -r- p-  -ha---   -h  6 -h  JC--t  =  O, 

axOy        ôx   Oy  Ox 
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Téquation  qui  définit  la  transformation  étant 


.■-,«,(§). 


D'après  la  forme  de  Téquation  (7),  -~  et  par  conséquent  s*  ne 

satisferont  à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
que  si  ^{x^y)  est  nulle  (*),  c'est-à-dire  si  Ç  est  une  intégrale  de 
rëqmûon  (i).  Il  en  résulte  que  Ton  a 


ou  simplement 

V=Log(f), 

si  l'on  remplace  z  par  z  —  \{x^y)^  ce  qui  ne  change  pas  Péqva- 
tion  (1).  On  trouve  donc  ainsi  les  transformations  indiquées  p»r 
Moutard. 

Passons  au  cas  où  ^  et  ^  dépendent  linéairement  de  z  et  àe  p, 
il  existe  toujours  des  fonctions  8,  Tj,  '(^  àe  x  eX.  y  telles  que  Ion 
puisse  écrire 


Hx.y)   ^  ^^^     +;u,r); 


tout  revient  à  chercher  si  t-(-)  satisfait  à  une  équation  ans 
rivées  partielles  du  second  ordre.  -  =  ^i  est  une  intégrale  de 

\y\  oy         I  dx        T^  dx  ay        \r,  dx  oy        r^  âx  / 


dé- 


OxOjr 


~  satisfait  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
si,  dans  l'équation  qui  vient  d'être  écrite,  le  rapport  des  coeffi- 
cients de  Zi  et  de   -^-  ne  dépend  que  dey  {^)]  écrivons  cette  con- 


(  ^  )  GouRSAT,  Leçons  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
t.  II,  p.  244. 

(•)   GOURSAT,   loc.  cit. 
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dilion 


dxdjr  àx  dx 

Remplaçons  T\(a:,^)  par  tj,  (:r,  j^)  JYdy]  on  aperçoit  immc- 
dialement  que  vj,  est  une  intégrale  de  Téqualion  linéaire  donnée; 
la  transformation  considérée  est  une  transformation  de  M.  Lucien 
Lévy,  puisqu'elle  équivaut  à  la  transformation 

Lorsque  b  est  nul,  nous  écrirons  Féquation  linéaire  sous  la 
forme  suivante, 

(8)  f  = ^-  P, 

ao    àf  '^' 

«0  désignant  une  fonction  de  x  et  y.  De  la  condition  (6)  on  dé- 
duit que  l'on  a 

^{^^  y^  P)  =  'nix,  y)w(.r,  ^j  ^n(x,y)     (»), 
OU  simplement 

H^,yp)=^w(x,^y 

si  l'on  elTectue  un  changement  d'inconnue  dans  l'équation  trans- 
formée, comme  nous  avons  fait  plusieurs  fois.  Nous  supposons 
d'abord  que  cp  ne  contient  pas  linéairement  z,  l'équation  (4)  nous 
permet  de  déterminer  la  forme  de  la  fonction  W, 


^(-'£)=^'>45-^^'H' 


en  négligeant  toujours,  ce  qui  est  permis,  un  facteur  indépendant 
de  p  et  un  terme  additif  également  indépendant  de  /?.  L'équa- 
tion (4)  fournit  alors  le  sjstème 

(<)  Il  est  bien  évident  que  les  fonctions  m  et  n  n'ont  aucune  relation  avec 
celles  qui  ont  été  représentées  plus  haut  par  les  mêmes  lettres.  Il  en  est  de  même 
pour  les  fonctions  désignées  plus  loin  par  r^  et  o). 
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qui  est  inlëgrable  à  condilion  que  Ton  ait 

En  écrivant  que  t\)  ^'  i  est  nul  et  en  tenant  compte  de  (g),  on 
arrive  à 

(lo)  5^(^oY)  =  o, 

ce  qui  signifie  que  Y  est  nulle,  à  moins  que  Téquation  (8)  n'ait 
ses  deux  invariants  nuls. 

Si  Y  est  nulle,  la  deuxième  équation  (9)  montre  que  Ton  peut 
écrire 

en  recommençant  les  raisonnements  faits  plus  haut,  on  montre  que 
Ton  obtient  une  transformation  de  Moutard. 

Lorsque  Téquation  (8)  a  ses  deux  invariants  nuls,  il  est  permis 
de  supposer  Gq  égale  à  1  :  de  (10)  on  déduit  que  Y  est  une  con- 
stante que  nous  pouvons  remplacer  par  Tunité.  Le  système  (9) 
donne  alors 

«(^>  .Tï  -)  =  —  Log(e=+^—  I); 

finalement,  en  écrivant  partout  5  —  X  au  lieu  de  5,  on  trouve 

cette  transformation  permet  de  passer  de  Téqualion 

*  =  o        à        s' -k- ç' e*' =  o. 

Pour  terminer,  il  reste  à  examiner  le  cas  où  o  est  linéaire  en  z^ 
l'équation  donnée  avant  toujours  la  forme  (8).  On  a  alors 

(H)  z'=r,(x,y)z-^w(x,£^y 

et  Ton  en  tire 

àr,  ,         à^^i  àTi  ÔT.  Tj    daa 

^        dy  *^  àxày  dy  ^       àx^       <io   ày  ' 

puis,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur, 


1-2) 
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imaginons  que,  dans  le  second  membre  de  celle  dernière  éqna- 
lion,  les  coefficienls  de  z  et  p  ne  soient  pas  nuls  ;  si  Ton  exprime 
que  ce  second  membre  ne  dépend  que  de  x,  y^  z\  en  vertu  de  (i  i) 
on  trouve  que  W  est  une  fonction  linéaire  de  p  et  que  Ton  a  une 
transformation  de  M.  Lucien  Lévy.  En  écrivanl,  au  contraire,  que 
le  second  membre  de  (12)  est  identiquement  nul,  on  irouve 
que  ao  satisfait  à 

d^a^        dao  dao  __ 
^  ôx  dy         dx    Oy  '    • 

c'est-à-dire  que  l'équation  (8)  a  ses  deux  invariants  nuls,  ou  en- 
core que  Ton  peut  supposer  a^  égale  à  1 .  r,  est  alors  une  fonction 
de  la  seule  variable  x  et  un  changement  simple  d'inconnue  dans 
l'équation  transformée  permet  de  remplacer  (1  i)  par 

z'=z-^  g{x,  p)\ 
les  deux  équations  qui  se  correspondent  sont 


En  rapprochant  les  résultats  qui  viennent  d'être  établis  de  ceux 
que  j'ai  démontrés  dans  mon  travail  déjà  cité  des  Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse,  on  voit  que  l'on  connaît  toutes  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  qu'on  peut  remplacer 
par  une  équation  linéaire  à  l'aide  d'une  transformation  de  Biicklund 
de  deuxième  espèce,  tout  en  conservant  les  variables  indépen- 
dantes. Si  l'on  supprime  cette  dernière  condition,  le  problème  est 
beaucoup  plus  compliqué;  j'ai  déterminé  quelques  équations  qui 
sont  déduites  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  par  une  transformation  (B2)  ('),  je  me  bornerai 
à  indiquer  ici  qu'en  appliquant  une  transformation  (B|)  aux  équa- 
tions que  j'ai  indiquées  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Tou- 
louse, on  obtient  de  nouvelles  équations  jouissant  de  la  propriété 
énoncée. 

(•)  Comptes  rcndu.f,  37  juin  1904. 


xxxni. 
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SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  DE  VARIABLES  RÉELLES; 
Par  M.  Arnaud  Denjoy. 

Soit /une  fonction  définie  en  chaque  point  d'un  ensemble  par- 
fait quelconque  P.  On  sait  ce  que  Ton  entend  par  maximum  et 
minimum  de  la  fonction /en  un  point  de  cet  ensemble  et  relati- 
vement à  cet  ensemble.  Désignons  par  A  et  I  ces  deux  fonctions 
qui  sont  définies  en  chaque  point  de  P.  La  fonction  A  est  semi- 
continue  supérieurement,  la  fonction  /  semi-continue  inférieu- 
rement. 

La  fonction  A^  qui  est  à  elle-même  son  propre  maximum, 
possède  un  minimum.  Je  le  désigne  par  A'.  La  fonction  semi- 
continue  inférieurement  A'  possède  un  maximum.  Je  le  désigne 
pnrA".  Je  désigne  de  même  le  minimum  de  A"  par  A'^\  et  ainsi 
de  suite.  Je  désigne  d'une  façon  entièrement  analogue  les  fonc- 
tions y,  /",  I"\  . . .,  qui  se  déduisent  de  /.  /'  est  le  maximum  de 
la  l'onction  semi-continue  inférieurement  /.  F  est  le  minimum  de 
la  fonction  semi-continue  supérieurement  /^  7'"  est  le  maximum 
de  /",  etc. 

Je  démontre  dès  le  début  de  celte  Note  que  les  fondions  de 
rang  impair. 1',  A"\  .  .  .  coïncident  entre  elles,  et  aussi  /',  /'",  . . ., 
el  qu'il  en  est  de  même  des  fonctions  de  rang  pair  A'\  yi*^,  . . ., 
d'une  part,  et  I",  /",  . . .,  d'autre  part.  Ce  fait  étant  acquis  : 

1°  Je  donne  les  propriétés-définilions,  caractéristiques  des 
qualre  fonctions  A',  A",  /',  /",  et  qui  les  relient  directement  à/; 

2®  Je  cherche  si,  par  leurs  propriétés,  ces  fonctions  peuvent 
servir  à  caractériser  une  fonction  y*  à  laquelle  elles  appartiennent. 
Je  Irouve  effectivement  une  relation,  savoir  A'=F^  A" :=^  l' y  vé- 
rifiée sur  tout  ensemble  parfait  qui  caractérise  les  fonctions  limites 
de  fonctions  continues,  ou  de  classe  1,  suivant  la  terminologie  de 
M.  Baire; 

[\^  J'ai  cherché  si,  parmi  ces  fonctions,  certaines  conservent 
leurs  propriétés  à  la  limite;  autrement  dit,  //,  étant  une  fonction 
tendant  vers  une  fonction  /,  j'ai  cherché  si  les  fonctions  a^,,  «*, 
/^,  i]^y  relatives  à  /,<,  tendent  vers   les  fonctions  A\  .  f,   /',  /", 
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relatives  à  la  fonclion/ limite  de/,,.  Il  n'en  est  rien,  comme  il  est 
bien  aisé  de  s'en  convaincre  par  des  exemples  immédiat;;.  Mais 
j'ai  pu  trouver  des  incgalilés  reliant  les  cfuantités  A\  A'',  I\  F,  et 
les  limites  a',  a",  /',  i*^  des  fonctions  a),,  a*,,  i'^,  i]^  dans  le  cas  où 
ces  limites  existent.  J'ai,  à  ce  propos,  énonce  tin  théorème  général 
sur  la  façon  dont  s'opère  la  convergence  d\ine  fonclion  tendant 
vers  une  fonction  limite. 


I. 

En  vue  de  simplifier  l'exposition,  je  supposerai  le  plus  souvent 
que  l'ensemble  parfait  P,  sur  lequel  sont  définies  les  fonctions,  est 
le  continu  linéaire.  Mais,  toutes  les  définitions  et  tous  les  résul- 
tats subsistent  dans  le  cas  où  l'ensemble  parfait  V  est  quelconque. 
Il  suffit  de  remplacer  le  mot  point  par  point  de  P,  le  mot  inter- 
valle par  intervalle  contenant  des  points  de  P,  les  mots  point 
intérieur  à  un  intervalle  par  point  de  P  intérieur  à  un  inter- 
valle^ et  cela  dans  les  définitions,  énoncés  et  démonstrations.  Ou 
se  rendra  très  aisément  compte  que,  sous  leur  nouvelle  forme, 
ceux-ci  sont  encore  valables. 

Soit  donc  f  une  fonction  définie  sur  le  continu  linéraire  P. 
Rappelons  les  propriétés  caractéristiques  du  maximum  A  et  du 
minimum  /  de  f, 

H  étant  un  point  quelconque  de  P  et  étant  donné  un  nombre  po- 
sitif e  quelconque  : 

A,  —  1°  Je  puis  trouver  un  intervalle  CD  entourant  le  point 
considéré  H  et  en  cha(|ue  point  duquel  on  a 

/<^(II)-^-6; 

2°  Quelque  petit  que  soit  CD  entourant  H,  il  y  a  à  son  inté- 
rieur un  point  (pouvant  coïncider  avec  H)  où  />■  A  (H)  —  s. 

L'ensemole  de  ces  deux  propriétés  montre  que  le  nombre.!  (H) 
est  le  plus  petit  jouissant  de  la  propriété  i"  et  le  plus  grand  jouis- 
sant de  la  propriété  r*".  Ces  propriétés  sont  donc  caractéristiques 
de  y/ (H),  c'est-à-dire  que  tout  nombre  jouissant  de  toutes  les  deux 
à  la  fois  coïncide  forcément  avec  ./. 
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Pour  /,  dérinilions  analogues  : 

/.  —  i"  Il  est  possible  de  trouver  un  inlervalle  CD  entourant  H, 
en  chaque  point  duquel/*  >  '(H)  —  e  î 

2**  Quelque  petit  que  soit  CD  contenant  H  à  son  intérieur,  il 
existe  dans  CD  un  point  oii/<i  /(H)  +  e. 

/(H)  est  le  plus  grand  nombre  jouissant  de  la  propriété  i**  el  le 
plus  petit  jouissant  de  la  propriété  a"*,  ^ensemble  de  ces  pro- 
priétés caractérise  donc  /. 

Ceci  posé,  je  vais  démontrer  les  égalités 

A'  =  A'"  =  Ai=  ...==^,,14.,, 
A'=A^^=A^=,,.^A^n^^ 

et  les  inégalités  analogues  relatives  à  /',  /",  /'",  , . .  .  Remarquons 
que  les  premières  se  ramènent  à  Tégalilé  A'=A"\  Car  la  rouction 
qui  joue,  par  rapport  à  y<'",  le  rôle  que  /!"' joue  par  rapport  à  A'^ 
est  ./j.  Si  donc  Â^  et  A'"  sont  identiques,  yl'"  =  yf5,  et  ainsi  de 
suite,  pour  les  fonctions  d'indice  impair.  xWaîs,  si  toutes  les 
fonctions  d'indice  impair  sont  identiques,  leurs  maxima  sont  aussi 
identiques.  Or,  ces  maxima  ne  sont  autres  que  A'\  A*",  .... 
Donc,  les  deux  suites  d'égalités  écrites  se  ramènent  à  A'  =  yi"', 
De  même  les  égalités  relatives  aux  /',  /",  /'",  ...  se  ramènent  à 
I':=il'",  Pour  démontrer  ces  deux  dernières,  j'aurai  besoin  du 
Icmme  suivant  : 

Lrmme.  —  Si  f^g^  le  maximum  et  le  minimum  de  f  en 
chaque  point  sont  respectivement  supérieurs  ou  égaux  au 
maximum  et  au  minimum  de  g  au  même  point. 

Soient  -i|  le  maximum  et  /|  le  minimum  de  /;  A 2  et  /j  le 
ni:i\imum  et  le  minimum  de ^'.  Je  veux  montrer  que/ ^^  entraîne 
.1,  i!-l2,  1 1^1-2'  Soit,  en  effet,  H  un  point  quelconque  de  P.  Quel 
(|uc  soit  le  nombre  positifs  donné  :  11  est  possible  de  trouver  un 
intervalle  CD  contenant  H  à  son  intérieur  (A,  i"),  eu  tout  point 
duciucl  on  a 

/<.I,(II)H-S, 

cl,  par  sniic, 

.^  -C --1,(11  )-^î. 
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Donc, 

ILn  second  lieu,  quel  que  soil  CD  contenant  H  à  son  intérieur, 
il  est  possible  d'y  trouver  un  point  où  (/,  2®) 

/</i(H)  +  6, 

et,  par  suite, 

^</i(H)  +  e. 

Donc, 

En  résumé,  les  inégalités  f'^g  ou  f^g  entraînent  les  sui- 
vantes : 

Lorsque  dans  une  inégalité  ou  dans  une  égalité  nous  remplace- 
rons les  deux  membres  par  leurs  maxima  ou  leurs  minima  respec- 
tifs, nous  dirons  que  nous  délimitons  les  deux  membres  de  la 
relation,  supérieurement  dans  le  premier  cas,  inférieurement  dans 
le  second. 

Ceci  posé,  démontrons  l'égalité 

Pour  cela,  je  remarque  que  j'ai  A  ^A\  puisque  A'  est  le  mi- 
nimum de  yl,  et  A"^A',  puisque  A'^  est  le  maximum  de  A'.  Déli- 
mitons la  première  inégalité  supérieurement, 

A  ^  A', 

Donc, 

A^A'^A', 

Délimitons  inférieurement   les   trois    termes    de   cette  double 

relation, 

A'lA"'àA\ 

Donc, 

A'=  A"*.  c.  0.  F.  D. 

On  démontrerait  pareillement  que 

/'=  r. 

Ainsi,  la  fonction  A*  scmi-coutinuc  inférieurement  jouit  de  la 
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propriclé  d'êlre  le  minimum  d%  son  maximum  A".  De  même,  Tesl 
une  fonction  semi-continue  supérieurement  qui  est  le  maximum 
(le  son  minimum  /". 

On  peut  se  demander  dans  quel  ordre  de  grandeur  sont  rangées 
les  six  Tonctions  A,  yl',  yf,  /,  /',  /". 

On  a  d'al>ord 

Ai.A'lA' 

el,  de  même, 

De    1  -^  /  je  déduis,  en  délimitant  inl'érleurement, 

A'àl 
et,  en  délimitant  supérieurement, 

Donc 

A>A''::r, 

Ou  a  donc  Tordre  suivant,  par  raison  de  symétrie  : 

/' 

A -.A"::       >r::I. 
-     -  ^,  -    - 

Aj  -1",  /'  sont  semi-continues  supérieurement,  A\  /'',  /  le  sont 
inférieuremenl.  Il  est  d'ailleurs  très  aisé  de  former  des  exemples 
où  A'  et  I'  sont  dans  un  ordre  de  grandeur  constant  et  quelconque, 
ou  indifférent. 

Remarquons  encore  que  ces  inégalités  ont  été  déduites,  seule- 
ment, de  ce  que  A  est  semi-conlinue  supérieurement,  /  seini- 
conlinue  inférieurement  avec  A  ^/,  et  non  pas  de  ce  que  A  el  / 
sont  Tun  le  maximum,  l'autre  le  minimum  d'une  même  fonction. 

Donnons  des  définitions  caractéristiques  de  A\  ^1",  /',  /"• 
Soit  H  un  point  quelconque  do  V.  Quel  que  soit  le  nombre 
positif  e  donné  : 

A'.  —  yf  étant  le  minimum  de  A^  il  est  possible  (/,  i") 
d'entourer    H    d'un   intervalle   C^D   en    chaque    point    M   duquel 

J(^J)>  J'(H)—  ^.  Autour  de  chaque  poi^t  M  deCD(^,  2^),  je 
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peux  construire   un    intervalle   dans   lequel   il  y  a  un   point  où 
y  >  ^(M) •  En  ajoutant  ces  inégalités,  on  voit  que  : 

I®  Il  est  possible  d'entourer  H  d'un  intervalle  CD  dans  lequel 
Tensemble  des  points  où  />-^'(H)  — '8  est  partout  dense. 

Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H,  je  peux  trouver  (/,  2°) 

un  point  M  (pouvant  coïncider  avec  H)  où  ^(M)  ^^'(H)^-;-' 
Autour  de  M,  je  peux  trouver(^,  1")  un  intervalle  en  chaque  point 
duquel  /<  A  (M)  -h  -•  Donc  : 

2°  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H  existe  un  intervalle  en 
chaque  point  duquel  j*ai  /<^^'(H)  -h  e. 

yi'(H)  est  le  plus  grand  nombre  jouissant  de  la  propriété  1°  et 
le  plus  petit  jouissant  de  la  propriété  2°.  L'ensemble  de  ces  pro- 
priétés est  donc  caractéristique  de  A'. 

A''.  —  A"  est  le  maximum  de  A'.  Donc  je  peux  trouver  un 
intervalle  CD  contenant  H  en  chaque  point  M  duquel  j'ai 

yl'(ÎVI)<y4'(H)H--. 

Dans  tout  intervalle  contenant  M  existe  un  intervalle  en  chaque 
point  duquel  j'ai  y  <^'(M)  H 

Donc,  les  intervalles  en  chaque  point  desquels  j'ai /<; -4"(H  )  + e 
forment  un  ensemble  partout  dense  dans  CD.  Donc  : 

I"  Il  est  possible  de  trouver  un  intervalle  CD  contenant  H  et 
tel  que  l'ensemble  des  points  où /> -^"(H) -f- e  est  non  dense 
partout  sur  CD. 

Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H,  je  peux  trouver  un  point  M 
où  A' (M)  >  ^"(H) Autour  de  M,  je  peux  trouver  un  inter- 
valle sur  lequel  l'ensemble  des  points  où/>'yl'(M)  —  -  est  par 
tout  dense.  Donc  : 

2"  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  U,  il  existe  un  intervalle 
sur  lequel  Tensemble  des  points  où  />'.4"(H)  —  e  est  partout 
dense. 
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Le  nombre  ^''(H)  est  le  plus  petit  jouissant  de  la  propriélé  i" 
et  le  plus  grand  jouissant  de  la  propriété  2°.  Donc,  ces  propriétés 
caractérisent  A". 

En  essayant  de  définir  de  même  A"^  comme  élant  le  minimum 
de  A'\  on  tombe  sur  la  définition  donnée  pour  A^,  On  retrouve 
ainsi  Tégalité 

Des  définitions  précédentes  on  déduit  par  analogie  celles  de  /' 
et  de  /". 

/'.  —  1®  Il  est  possible  d'entourer  II  d'un  intervalle  CD  dans 
lequel  l'ensemble  des  points  où  /<  ^'(H)  -h  e  est  partout  dense; 

a°  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H,  existe  un  intervalle  en 
chaque  point  duquel  j'ai  /  >  /'(H)  —  e. 

/'(Il)  est  le  plus  petit  nombre  jouissant  de  la  propriélé  i**  et  le 
plus  grand  jouissant  de  la  propriété  2^. 

1",  —  1**  Il  est  possible  d'entourer  H  d'un  intervalle  CD,  tel 
que  l'ensemble  des  points  où  /<  /"(H)  —  e  est  non  dense  par- 
tout sur  CD; 

2°  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H,  il  existe  un  intervalle 
sur  lequel  l'ensemble  des  points  où  /<</"(H)-|-e  est  partout 
dense. 

/"(H)  est  le  plus  grand  nombre  jouissant  de  la  propriélé  i"  et 
le  plus  petit  jouissant  de  la  propriété  2". 


H. 

Nous  allons  donner  une  application  de  ces  définitions  dans  le 
théorème  suivant  : 

Les  fonctions  de  classe  ^  sont  caractérisées  par  la  double 
égalité  A'=  I"  et  I'=^A"y  vérifiée  quel  que  soit  l^ ensemble  par- 
fait pris  pour  base. 

Nous  admettrons  pour  cela  le  théorème  de  M.  Baire,  à  savoir  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quUine  fonction  f 
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soit  de  classe  \  est  qiCelle  soit  ponctuellement  discontinue  sur 
tout  ensemble  parfait,  c'esl-à-dire  que  A  — /  ait  son  minimum 
nul  en  tout  point  ou,  enfin,  que  l^ ensemble  des  points  où 
A  — I<itest  partout  dense  (et  même  peut  être  constitué  par 
des  intervalles  partout  denses). 

Il  nous  suffit  de  montrer  que  A':=I"  par  exemple.  Car,  si  cette 
égalité  est  vérifiée,  en  la  délimitant  supérieurement  on  trouve 

A'=r, 

Mais,  puisque  dans  la  propriété  que  je  veux  démontrer  y  n'in- 
tervient que  par  la  différence  A  — /,  il  convient  de  rattacher  les 
fonctions  A'  et  I"  respectivement  à  ^4  et  /.  Afin  d'avoir  les  défi- 
nitions les  plus  avantageuses  nous  envisagerons  successivement-^!' 
comme  jouant,  relativement  à ^1,  les  rôles  i*" de/,  a** de  ^';  puis/" 
comme  jouant,  relativement  à  /,  les  rôles  i°  de  /",  2°  de  A\ 

On  trouve  de  la  sorte  que  : 

H  étant  un  point  quelconque  du  continu  linéaire  P,  et  quel  que 
soit  le  nombre  positifs  donné  : 

A',  —  1®  Il  est  possible  de  trouver  un  intervalle  CD  conte- 
nant II  à  son  intérieur  et  en  chaque  point  duquel  on  ait 

2"  Quel  que  soit  CD,  il  y  a  dans  CD  un  intervalle  où 

A<A'(li)-\-t. 

/".  —  1°  Il  est  possible  de  trouver  un  intervalle  CD  conte- 
nant II  à  son  intérieur  et  tel  que  Tensemble  des  points  où 
/<  ^"(H)  —  e  est  non  dense  partout  sur  CD; 

2"  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H  il  existe  un  intervalle 
en  chaque  point  duquel  /<  /'(H)  -h  e- 

Ces  définitions,  comme  les  premières,  s^appliquent  à  un  en- 
semble parfait  quelconque  pris  pour  base.  Nous  allons  démontrer 
que  la  condition  yl'=  /",  vérifiée  sur  un  ensemble  parfait,  carac- 
térise une  fonction  ponctuellement  discontinue  sur  cet  ensemble 
parfait  et,  pour  simplifier,  nous  prendrons  pour  base  le  continu. 
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Démontrons  la  proposition  directe  : 

Par  hj  polhèse,  l'ensemble  des  points  où  A  —  /  ■<  £  est  parloul 
dense. 

Soit  H  un  point  quelconque.  J'entoure  H  d'un  intervalle  CD 
(A'y  I®),  en  chaque  point  duquel  j'ai 

A  >^'(H)  — c. 

Dans  CD  je  peux  trouver  C|  D,  (/",  a*)  où 
/<r(H)-+-e. 

Dans  C«  D,  je  puis  trouver  un  point  M  où  A(M)  <  I(^i)  -H  c. 
Donc  l'inégalité  A\U)  —  e</''(H)H-c  est  possible  quel  que 
soite.  Or,  A'^T.  Donc 

^'(H)  =  r(H;, 

quel  que  soit  H. 

Réciproquement,  supposons  que  -4'=  /".  Je  vais  montrer  que, 
dans  tout  intervalle  PQ,  il  est  possible  de  trouver  un  point  et 
même  un  intervalle  où  A  <  I  +  c. 

En  effet,  je  prends  H  intérieur  à  l'intervalle  donné  PQ.  H  est 
possible  (/'',  i^)  de  trouver  un  intervalle  CD  entourant  H  et  dans 
lequel  l'ensemble  des  points  où  /</"(H)  —  e  est  non  dense. 
Je  limite  CD  à  sa  partie  comprise  dans  PQ. 

Dans  l'intervalle  CD  je  peux  trouver  CfD,  (yl',  2**)  où 

-4<-4'(H)-4-e. 

Dans  C|  D|  je  peux  trouver  C2D2  (/",   1")  où 
/>/'(H)-e. 

En  chaque  point  de  C^Dj^  les  deux  inégalités  sont  vérifiées. 
Comme  A'(H)  =  r^(ll)^  en  retranchant  membre  à  membre,  on 
voit  qu'en  tout  point  de  C3D2  on  a 

A  </-has. 

Donc,  /est  ponctuellement  discontinue  sur  le  continu.  Donc, 
la  condition  A' =  I"  ou  A"  =^  l' y  vérifiée  sur  tout  ensemble  par- 
fait, caractérise  les  fonctions  de  classe  1. 
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Désignons  par  O  la  différence  A  —  L  O  est  l'oscillation  de  / 
relativement  à  l'ensemble  parfait  considéré.  Soit  O'  le  minimum 
de  O  et  O"  le  maximum  de  O'.  Lorsque  /  est  ponctuellement 
discontinue,  O'  est  nul  et,  dans  ce  cas,  nous  venons  de  voir  que 
^r—/'' est  également  nul,  ainsi  que^"  — /'.  Ceci  n'est  qu'un  cas 
particulier  des  doubles  inégalités 

A' T" 

qui  sont  vraies  quelle  que  soit  f. 

Pour  les  démontrer,  je  commencerai  par  définirai ''et/',  puisO 
et  O"  par  les  propriétés  qui  les  rattachent  à  ^  et  à  /.  Soit  H  un 
point  quelconque  du  continu  linéaire  P.  ktant  donné  un  nombre 
positifs  quelconque  : 

A".  —  I®  Il  est  possible  d'entourer  H  d'un  intervalle  CD,  tel 
que  l'ensemble  des  points  où  A  >  ^"(H)  -h  e  est  non  dense  par- 
tout sur  CD; 

2**  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H  existe  un  intervalle  en 
chaque  point  duquel  A  >  A" (JA)  —  e. 

/'.  —  I®  Il  est  possible  de  trouver  un  intervalle  CD  conte- 
nant H,  en  chaque  point  duquel  /<  ^'(H)  -h  e; 

2**  (^uel  que  soit  CD  entourant  H,  il  y  a  dans  CD  un  intervalle 
où/>/'(H)-e. 

(7.  —  i**  11  est  possible  de  trouver  un  intervalle  CD,  conte- 
nant H  à  son  intérieur,  en  chaque  point  duquel^  —  />0'(H)  —  s; 

2°  Quel  que  soit  CD  contenant  H,  il  v  a  dans  CD  un  intervalle 
où.^i  — /<0'(H)+e. 

O".  —  i**  Il  est  possible  de  trouver  un  intervalle  CD,  conte- 
nant II  à  son  intérieur,  tel  que  l'ensemble  des  points  où 

^  — />0*(H)-+-e 

est  non  dense  partout  sur  CD-, 

2**  Dans  tout  intervalle  CD  contenant  H  à  son  intérieur  existe  un 
intervalle  en  chaque  point  duquel  A  —  I>  0"(H)  —  e. 

Pour  obtenir  les  inégalités  que  j'ai  en  vue,  j'associe  chacune 
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des  inégalités  auxquelles  satisfonl  O'  el  O"  avec  les  inégalités  con- 
cordantes relatives  à  A'  et  /",  A"  et  /'. 

Tout  d'abord,  je  constate  que  (O',  2**)  et  (O",  a**)  ne  donnent 
lieu  à  aucune  conclusion.  Voici  le  schéma  des  raisonnements  qui 
me  donnent  les  inégalités  cherchées.  J'ai  écrit  dans  une  même 
colonne  verticale  les  intervalles  que  j'utilise  dans  le  raisonnement. 
Chacun  est  entièrement  contenu  à  Tintérieur  de  celui  qui  est 
écrit  immédiatement  au-dessus.  A  côté  du  nom  de  l'intervalle  se 
trouve  la  condition  qui  le  détermine  et,  sur  la  même  ligne,  la  rela- 
tion qui  est  vérifiée  en  chaque  point  intérieur  à  l'intervalle  consi- 
déré. Delà  sorte,  toutes  les  relations  sont  simultanément  vérifiées 
en  chaque  point  de  Tinlervalle  écrit  à  la  ligne  inférieure.  Je  dé- 
duis alors,  du  fait  que  les  relations  écrites  peuvent  être  simultané- 
ment vérifiées,  la  relation  chei:*chée: 

CD  (O',  I")  A--I  >0'(ll)-s, 

G,Di         iA\'io)  A<A\U)-\-e, 

G,D,        (I\   r;  /  >r(H)-e, 


d'où 


d'où 


d'où 


d'où 


^'(II)-.r(H)èO'(lI); 

CD  (C,  I")  A-^l  >0'(H)~e, 

GiD,        (/',  2")  /  >r  (H)-e, 

CD,        (^r,i")  A<A'(U)-^z, 

^'(H)-y'(H}20'(H); 

CD  (A\  i"    et     O',  I")  A>A'(U)--£, 

C,Di        {1%  2")-  /   <r(H)-he, 

C,Dj        (O',  i")  /l— /  <0'( H )-+-£, 

yi'(H)  — r(n}iO'(ii); 

CD  (/',    I"    et    0%  I")  /</'(H)-he, 

CiDi         (A^i")  -4>^'(H)-e, 

C,D,        (0%  i")  ^1-/  <0''(H)H-6, 


.r(nj  — /'(ii)<o'(ii) 

ou,  en  résumé, 


Digitized  by 


Google 


—  109  — 

Délimîlons  supérieurement  et  înférieurcmenl  ces  deux  relations, 
Les  termes  extrêmes  deviennent  égaux.  Donc, 

ont  le  même  maximum  O"-, 

A~I,        A'—r\        A"-/' 

ont  le  même  minimum,  savoir  O'. 


m. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du  cas  où  les  six  fonctions 
A,  A'^  A",  /,  /',  /"  sont  attachées  à  une  fonction  dépendant  d'un 
indice.  Nous  aurons,  à  ce  sujet,  besoin  d'un  théorème  général  que 
je  vais  démontrer,  relatif  à  la  convergence  d'une  fonction  vers  une 
fonction  limite. 

Soient  /«, /a,  "-ifn  une  suite  de  fonctions  définies  sur  un 
ensemble  parfait  quelconque  que,  pour  simplifier,  nous  supposons 
être  le  continu  linéaire  AB.  Supposons  que  /,i  tende  vers  une 
limite  /.  Donnons-nous  un  nombre  positif  quelconque  e  et  un 
entier  a.  Désignons  par  G(a,  e)  l'ensemble  des  points  H  tels  que, 
quel  que  soit /i^  a,  on  ait  toujours 

|/„(H)-/(H)|<e. 

Remarquons  que^  si 

a'>a,         G(a',  E)>G(a,  £); 

si 

e'<e,         G(a,e')<G(a,e). 

Je  rappelle  qu'avec  M.  Baire  j'entendrai  par  ensemble  de  pre- 
mière catép^orie,  sur  un  ensemble  parfait  donné,  un  ensemble 
(fui  peut  êlre  considéré  comme  la  réunion  d'une  infinité  dénom- 
brable  d'ensembles,  chacun  non  dense  sur  l'ensemble  parfait  con- 
sidéré. Un  ensemble  qui  n'est  pas  de  premit'^re  catégorie  est  dit 
de  seconde  catégorie, 

i^es  deux  propriétés  fondamentales  de  ces  divers  ensembles  sont 
les  suivantes  : 
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Une  infinité  dénombrable  d'ensembles  de  première  calégorie 
est  un  ensemble  de  première  catégorie. 

Un  ensemble  parfait  est  de  seconde  catégorie  par  rapport  à  lui- 
même. 

Théohème  I.  —  Etant  donné  e,  U  est  possible  de  prendre  a 
suffisamment  grand  pour  que  C  ensemble  G  (a,  e)  soit  de  seconde 
catégorie  sur  AB. 

Car,  s'il  était  de  première  catégorie  quel  que  fût  a,  l'ensemble 
de  tous  les  G  (a,  e),  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  serait  de  première 
catégorie.  11  y  aurait  donc  des  points  de  AB  qui  n'appartiendraient 
à  aucun  ensemble  G(a,  e).  En  ces  points,  quel  que  fût  a,  il  serait , 
impossible  que  (/„ — f\<i  e  pour  toute  valeur  de  n  supérieure 
à  a.  Ceci  est  contradictoire  avec  Thypo thèse  qu'en  chaque  point/» 
tend  vers/. 

Théorème  II.  —  Etant  donné  e,  l'ensemble  Q(e)  des  points 
tels  que,  autour  de  Vun  de  ces  points,  G  (a,  e)  est  de  première 
catégorie,  quel  que  soit  a,  est  non  dense  partout  sur  AB. 

Car.  si  l'ensemble  Q(e)  était  dense  sur  un  segment  CD  intérieur 
à  AB,  l'ensemble  G  (a,  e)  serait  de  première  catégorie  sur  CD,  et 
cela,  quel  que  fût  a.  Or,  étant  donné  le  segment  CD,  il  existe  un 
nombre  a,  tel  que  G(a,  e)  et  tous  les  ensembles  qui  le  suivent 
soient  de  deuxième  catégorie  sur  CD.  Le  théorème  est  donc  vrai. 

Je  me  suis  appuyé  sur  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  ensemble  G  et  un  intervalle  CD,  si  G  est  de 
première  catégorie  dans  un  i n  ter  stalle  Ji  ni  A  autour  de  chaque 
point  d^un  ensemble  (^partout  dense  sur  CD,  G  est  de  pre- 
mière catégorie  sur  CD. 

Cette  proposition  se  ramène  elle-même  à  la  suivante  : 

Il  est  possible,  dans  les  conditions  précédentes,  de  couvrir  CD, 
sauf  les  points  d'un  ensemble  non  dense  1^,  d'une  infinité  dé- 
nombrable des  intervalles  X,  de  telle  façon  que  tout  point  de  CD 
n'appartenant  pas  à  V  soit  intérieur  à  l'un  au  moins  de  ces  in- 
te/valtes. 
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Car  :  i^  les  points  qui  n'appartiennent  à  aucun  intervalle  X 
forment  un  ensemble  non  dense  P  (et  même  fermé)  surX;  2**  con- 
sidérons un  intervalle  EF  contigu  à  cet  ensemble  fermé  non  dense. 
Soit  E'F'  un  intervalle  intérieure  EF.  Par  hypothèse,  chaque  point 


-'T-F 'PT 


de  E'F',  extrémités  comprises,  est  intérieur  à  un  intervalle  X. 
D'après  un  théorème  connu  de  M.  Borel,  je  peux  couvrir  E'F'  avec 
un  nombre  fini  d'intervalles  X.  Je  n'ai  plus  qu'à  prolonger  la  suite 
des  intervalles  de  chaque  côté  vers  E  et  vers  F.  J'atteindrai  chaque 
point  intérieur  à  EF  avec  un  nombre  fini  d'inteivalles  X.  Donc,  je 
pourrai  trouver  une  infinité  dénombrable  d'intervalles  X  tels  que 
tout  point  intérieur  à  EF  soit  intérieur  à  un  au  moins  de  ces  inter- 
valles. 

II  y  a  une  infinité  dénombrable  d'intervalles  EF.  Donc,  il  y  a 
«ne  infinité  dénombrable  d'intervalles  X,  tels  que  tout  point  de  CD 
soit  intérieur  à  un  de  ces  intervalles,  sauf  les  points  de  l'ensemble  P 
non  dense,  tels  que  E  et  F. 

Revenons  à  l'ensemble  G.  G  est  de  première  catégorie  dans 
chaque  intervalle  X.  Or,  les  points  de  G  qui  n'appartiennent  pas 
à  P  sont  compris  dans  une  infinité  dénombrable  d'intervalles,  dans 
chacun  desquels  G  est  de  première  catégorie.  Ces  premiers  points 
forment  donc  un  ensemble  de  première  catégorie.  Restent  les  points 
de  G  situés  sur  l'ensemble  non  dense  P.  Mais  un  ensemble  de 
première  catégorie,  augmenté  d'un  ensemble  non  dense,  reste  de 
première  catégorie.  Donc,  G  est  de  première  catégorie  sur  CD. 
La  démonstration  du  théorème  II  se  trouve  ainsi  complètement 
élucidée. 

Du  théorème  II  nous  déduisons  : 

Théorème  III.  —  L'ensemble  Q  des  points  pour  chacun  des- 
quels  il  est  possible  de  trouver  un  nombre  s,  tel  que,  quel  que 
soit  tt,  l'ensemble  G(a,  e)  est  de  première  catégorie  autour  du 
point  considéré,  est  lui-même  de  première  catégorie. 

Soit  Q(e)  l'ensemble  non  dense  correspondant  à  un  nombre  s. 
Donnons-nous  une  suite  de  nombres  &, ,  e^,  .  • . ,  E/^,  . . . ,  tendant 
vers  o.  J/ensemble  des  points  communs  à   Q(ei),   QC^a)?    •••, 
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Q(e„),  ...,  n'esi  autre  que  Tensemble  Q  de  Tcnoncé.  Comme 
Q(e,i)  est  non  dense,  Q  est  de  première  catégorie. 

Le  théorème  auquel  je  viens  d^aboutir  me  paraît  intéressant 
par  lui-même  et  c'est  pourquoi  j'ai  cru  devoir  le  démontrer.  Mais, 
au  point  de  vue  de  la  question  qui  nous  intéresse,  les  conditions 
imposées  aux  ensembles  G(a,  e)  et  Q(e)  sont  plus  restrictives 
qu'il  n'est  besoin.  Les  théorèmes  démontrés  le  seront  a  fortiori, 
si  je  remplace  les  ensembles  G  et  Q  par  les  ensembles  G'  et  Q' 
que  je  vais  définir. 

Désignons  par  G'(a,  e)  l'ensemble  des  points  II,  tels  que  l'on 
ait|/a(H)-/(H)|<e.  Ona 

G'(a,£)âG(a,e). 

L'énoncé  du  théorème  I  est  renforcé.  Celui  du  théorème  II  l'est 
aussi  si  l'on  remplace  dans  l'énoncé  G  par  G^.  Supposons  que  dans 
cet  énoncé  on  remplace  aussi  les  mots  de  première  catégorie  par 
qui  ne  soit  pas  partout  dense  sur  un  intervalle  suffisamment 
petit  entourant  H. 

L'énoncé  prend  la  forme  suivante  : 

L'ensemble  Q'(e)  total  des  points  II,  tels  qu'autour  de  H 
G'(a,  e)  n'est  pas  partout  dense,  quel  que  soit  a,  £  étant  donné, 
est  un  ensemble  non  dense,  (Rappelons  c\\\^autour  d^ un  point 
signifie  dans  un  intervalle  suffisamment  petit  entourant  ce 
point,) 

En  effet,  si  Q'(e)  était  dense  sur  un  intervalle  CD,  on  voit  di- 
rectement, que,  quel  que  fut  a,  G'(a,  e)  serait  partout  non  dense 
dans  Cl),  ce  qui  est  contradictoire  avec  le  fait  que,  a  étant  suffi- 
samment grand,  G'(a,  e)  est  de  seconde  catégorie  dans  CD. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  analogue  au 
théorème  III. 

L'ensemble  Q'  des  points  II, pour  chacun  desquels  il  est  pos- 
sible  de  trouver  un  nombre  s,  tel  que,  quel  que  soit  ol^  l'ensemble 
(i'(a,  t)  n'est  pas  partout  dense  autour  de  H,  est  de  première 
catégorie. 

Considérons  l'ensemble  complémentaire  de  Q'.  Pour  chaque 
point  K  n'appartenant  pas  à  Q',  il  est  possible,  quel  que  soit  e,  de 


Digitized  by 


Google 


-  113  - 

Irouver  un  nombre  a  supérieur  à  tout  nombre  a©  donné,  lel  que 
Tensemble  des  points  où  ]/«  —  /|<s  est  partout  dense  autour 
de  K. 

Considérons  maintenant  les  six  fonctions  a„,  aj,,  a^,,  /,',,  ij,,  /,m 
relatives  à  la  fonction  /,,,  et  supposons  que  ces  quantités  aient  des 
limites  quand  n  croit  indéfiniment.  Soient  a,  a"y  ci ^  i\  V\  i  ces 
six.  limites.  On  a 

~  a 

et  chacune  de  ces  six  fonctions  est  de  classe  0, 1  ou  2.  Comparons- 
les  aux  fonctions  A^  A'\  A'^  /',  F,  /,  relatives  à  /. 

Nous  allons  établir  des  relations  d^inégalités  vraies  en  tous  les 
points  autres  que  ceux  d'un  ensemble  de  première  catégorie,  en 
l'espèce  Q'. 

Soit  H  un  point  n'appartenant  pas  à  Q'.  Soit  e  un  nombre  donné 
quelconque,  aussi  petit  que  Ton  veut. 

Je  prends  /i©  assez  grand  pour  que  a^,(H)  =  a'(H)  +  Os 
(6-  <  i)  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  /îq. 

H  n'appartenant  pas  à  Q',  je  peux  prendre  parmi  ces  valeurs 
de  n  une  valeur  telle  que  Tensemble  des  points  où  fft=zf-\-^"t 
{¥'<C  i)  soit  dense  partout  sur  CD,  CD  étant  un  intervalle  en- 
tourant H  et  suffisamment  petit.  Or  : 

1°  II  est  possible  de  trouver  dans  tout  intervalle  intérieur  à  CD 
et  contenant  H  un  intervalle  (yf,  a")  en  chaque  point  duquel 
/«<««-[- s.  Dans  cet  intervalle,  l'ensemble  des  points  où 
/<«'+  3e  est  partout  dense.  Donc 

2®  C|  D|  étant  un  intervalle  suffisamment  petit  intérieur  à  CD 
et  contenant  H,  dans  tout  intervalle  C^Dj  intérieur  à  C4D4  il  est 
possible  (A",  1")  de  trouver  un  intervalle  en  chaque  point  duquel 
/«<  ^^<-+-  e.  Donc,  l'ensemble  des  points  où/<  a" -h  3e  est  dense 
autour  de  H.  Donc 

a'I  /'. 

De  même 

i'ÎA',        i':lA\ 

a  et  i  donneraient  lieu  aux   inégalités  a^T  et   iSA\  moins 
xxxui.  8 
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avantageuses,  respectivement,  quea"^!'  et  i'^A'.  Nous  ne  gar- 
derons donc  que  les  quatre  premières  inégalités  trouvées. 

L'ensemble  des  points  où  ces  inégalités  ne  sont  pas  vraies, 
à  3tj  près,  est  non  dense  (par  exemple  Tensemble  des  points  où 
Ton  n'a  pas  a'^F — Stj),  car  Fensemble  des  points  autour 
desquels  Tégalilé  f,i^=.f'\'  OJ.  ne  peut  avoir  lieu  sur  un  ensemble 
dense  est  non  dense. 

Dans  chaque  intervalle  contigu  à  l'ensemble  Q'('yi)  qui  est  fermé, 
les  relations  peuvent  être  délimitées  supérieurement  et  infé- 
rieurement,  et  les  résultats  seront  vrais  à  moins  de  t\  près.  Donc,  à 
part  les  points  de  l'ensemble  de  première  catégorie  Q',  les  inéga- 
lités obtenues  en  délimitant  les  premières  sont  encore  vraies. 

Soient  ^a,  a^*,  a^',  a)',  aj-,  a',,  les  six  fonctions  relatives  à  a'. 
Désignons  d'une  façon  analogue  les  fonctions  relatives  à  i',  à  o^  et 
à  i\  On  trouve  que  les  relations  les  plus  avantageuses  se  réduisent 
aux  suivantes  : 

Pour  /'',  on  a  a"^a'  et,  des  douze  nombres  relatifs  à  a"  et  à  a', 
le  plus  petit  est  a\'.  Nous  prenons  donc  sans  hésitation 

pour  y,  le  plus  petit  nombre  qui  soit  un  maximum  du  côté 
de  a'  est  a-^I',  Les  nombres  de  même  ordre  de  a"  sont  supé- 
rieurs à  ceux  de  a'.  Mais  on  ne  peut  rien  dire  sur  a"  lui-même. 
Donc,  d'^P  doit  être  conservé.  En  résumé  : 

a  {  i 

Si  /„  est  continue,  a  =  .  ,  .  =  i=^/.  Donc,  Z^/"  et,  par  suite, 
/  =  /%  f>r,  A<J"  et,  par  suite,  A  =  A" ,  /^-/',  et  cela  sur  un 
ensemble  complémentaire  de  première  catégorie.  Mais  celte  mé- 
thode ne  nous  donne  pas  entièrement  le  résultat 

A  =  A"  =  A'  =  r  =  r  =  I  =  f 

en  tous  les  points  autres  que  ceux  d'un  ensemble  de  première 
catégorie. 
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SUR  L'EXTENSION  A  L'ESPACE 
DU  THfORÈME  DES  POLYGONES  DE  PONGELET  PAR  DES  POLYÈDRES 

DE  GENRE  UN; 

Par  M.   G.  Fontené. 

1.  Celle  Noie  fail  suîie  au  Mémoire  qui  a  paru  dans  le  Bulletin 
sur  le  même  sujet.  Je  remplacerai  l'expression  polyèdre  torique 
par  Texpression  polyèdre  réticulé,  qui  rappelle  la  disposition  des 
sommets  en  y  séries  de p  sommets  d'une  part,  en  p  séries  de  r/ 
sommets  d'autre  part,  et  de  même  pour  les  faces. 


Kig.  I. 


Soit  p  =  ^,  q  =  4  {Jig.  i).  Les  sommets  sont,  avec  leur  double 
classement, 

a'j      b\     c\      ci', 
a\      h\     c\      d\ 

a"',   /r,    c\   dr. 


O) 


et  les  faces  sont 


a  b  b'  a\     b  c  c'b\     c  d  d c\     d  a  a*  d^y 
a'b'b'a",     b'c'c'b\     c'dd'c\     d  a' a"  d\ 


Appelons  sommets  opposés  deux  sommets  tels  que  a  et  r",  a' 
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et  c/",  . . .,  et  supposons  que  les  sommets  opposés  coïncident  deux 
à  deux. 

Si  Ton  considère  les  lignes  du  tableau  (i),  les  sommets  a',  b\ 
c*,  df  se  confondront  respectivement  avec  c,  rf,  a,  6,  et  a'"^  b^^c"^^ 
ûP"  se  confondront  de  même  avec  c',  rf',  a\  b'  ;  si  Ton  considère 
les  colonnes  du  tableau  (i),  on  dira  que  c,  c\  c",  é"  se  confondent 
avec  a'',  a'",  a,  a',  et  rf,  rf',  rf",  d^  avec  i",  i'^,  6,  6';  on  a 


(2) 


ou 


C-t') 


«. 

6. 

c,      rf, 

a'. 

*', 

c',     rf, 

<?, 

rf, 

a,      6, 

c', 

rf-. 

«',     6', 

n, 

*, 

«•,     6-, 

«', 

*', 

a",    i-, 

a', 

6', 

a,      6, 

a*, 

6-, 

a',      6'. 

Le  polyèdre  obtenu  est  celui  de  la  figure  2,  avec  8  sommets  té- 


Fi  g.  2. 


traèdres,  8  faces  quadrangulaires,  16  arêtes  (F4-S  =  A);  les 
faces,  fournies  parle  tableau  (2),  sont  les  quadrilatères  a  6  6'a', 
bcd b\  . . .,  et  les  quadrilatères  a'b'dc^  b'c'ad^  . . .. 

On  retrouve  ainsi  le  polyèdre  à  8  sommets  et  à  8  faces  signalé 
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par  M.  Bricard  {Nouvelles  Annales^  \Ç)o^)\  on  passe  des  nola- 
lions  de  cet  auteur  aux  notations  actuelles  en  remplaçant  a',  6',  ... 

par  b\  d M.  Bricard  observe  que  chacune  des  4  droites  «6, 

crf,  a'rf',  V d  rencontre  les  4  droites  a' 6',  c'rf',  «rf,  bc  [ligues  du 
tableau  (2)],  de  sorte  que  Ton  a  là  quatre  génératrices  d\in  même 
système  d'un  hyperboloïde  et  quatre  génératrices  de  Taulre  sys- 

Fig.  3. 


lème;  sur  la  figure  3,  on  a  indiqué  par  des  arcs  de  cercle  les  plans 
des  8  faces  du  polyèdre. 

[Chacune  des  quatre  droites  aa! ^  cc\  bd! ^  db\  à  gauche  et  à 
droite  dans  la  figure  3,  rencontre  de  même  les  4  droites  bb\ 
dd ^  ad ^  ca\  en  bas  et  en  haut  de  celte  figure  (colonnes  du  ta- 
bleau 2);  cela  revient  à  dire  que  chacune  des  4  droites  aa\  bb\ 
cd ^  dd^  tracées  en  trait  plein,  rencontre  la  suivante,  cyclique- 
ment,  et  que  la  même  chose  a  lieu  pour  ad ^  bd\  ca'y  db\  tracées 
en  pointillé.] 

Réciproquement,  si  Ton  trace  sur  un  hyperboloïde  4  généra- 
trices d'un  système,  4  de  l'autre,  on  en  déduit  un  polyèdre  de 
l'espèce  indiquée;  le  polyèdre  dépend  donc  de  17  paramétres,  au 
lieu  de  16  que  Ton  pourrait  prévoir,  et,  sans  parler  d'hyperboloïde, 
cela  tient  à  ce  que  i5des  16  rencontres  de  2  systèmes  de  4  droites 
entraînent  la  16°. 

Les  sommets  d'un  tel  polyèdre  forment  un  système  ponctuel  de 
Lamé  :  ils  sont  en  eflTet,  de  4  manières,  répartis  4  pai*  4  sur  2  plans 
{fig'  2);  les  faces  forment  un  système  tangentiel  de  Lamé. 

De  tout  cela  il  résulte,  comme  l'observe  M.  Bricard,  que  le 
problème  de  construire  un  tel   polyèdre  circonscrit  à  une  qua- 
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driquc  £  et  inscrîl  à  une  quadrique  ï^  au  lieu  d'élre  un  problème 
déterminé  en  apparence,  est  un  problème  triplement  indéterminé 
en  apparence;  et  la  question  qui  se  pose  est  de  recliercher  si,  con- 
trairement à  toule  vraisemblance,  les  quadriques  ne  doivent  pas  ici 
encore  satisfaire  à  une  condition  ;  celte  condition  remplie,  le  pro- 
blème serait  quadruplement  indéterminé.  On  va  voir  qu'il  en  est 
ainsi. 

2.  Dans  un  article  inséré  aux  Noui'cUes  Annales^  1904»  j'ai 
considéré  un  cas  particulier  pour  obtenir  la  condition  de  fermeture 
relative  aux  valeurs/?  =  4,  5^=45  j'^'  trouvé  que  la  fermeture 
peut  avoir  lieu  sous  deux  conditions  difTérentes;  je  montrerai  ici 
que  l'une  des  conditions  se  rapporte  effectivement  au  polyèdre  de 
la  figure  1  (/;  =  4,y  =  4)?  tandis  que  Faulre  est  relative  au  po- 
lyèdre de  la  figure  2  (F  =  S  =  8);  c'est  même  en  cherchant  à  in- 
terpréter plus  complètement  les  deux  conditions  en  question  que 
j'ai  été  conduit  à  retrouver  le  polyèdre  de  M.  Bricaud  comme  un 
cas  de  dégénérescence  du  polyèdre  réticulé  à  16  sommets  et  à 
16  faces. 

Soient  les  deux  quadriques  de  révolution 

(2)  a  (a:«-t- j^*)  + C5«  H- rf  =  o, 

et  un  polyèdre  tel  que  celui  de  la  figure  1  (/?  =  4>  j'  =  4)?  ou  ce- 
lui de  la  figure  2  (F  =  S  =  8),  circonscrit  à  ï  et  inscrit  à  S'.  Nous 
supposerons  que  les  contours  généralement  gauches  a6c^,  a' b' c' d\ 
ci!'b"c"cP'^  a"^b'"c'"d!"  (ces  deux  derniers  confondus  avec  cdab 
clc' d! a' b'  dans  le  cas  de  la  figure  2)  sont  des  carrés,  situés  dans  des 
plans  parallèles  au  plan  des  xy^  ayant  leurs  côtés  parallèles,  et  dont 
les  centres  sont  sur  l'axe  des  z.  Le  plan  des  zx  étant  supposé  per- 
pendiculaire aux  arêtes  aè,  a' b\  a" 6",  à" U"  (qui  sont  en  même 
temps  c"rf",  c"'d'"^  cd,  c'd'  dans  la  figure  2),  en  leurs  milieux  m, 
/w',  m",  m'",  on  a  dans  ce  plan  un  quadrilatère  m  m' m" m''' (trapèze 
isoscèle  pour  le  cas  de  la  figure  2)  circonscrit  à  la  conique 

(S)  y  =  o,        ax^-h  cz^-^  d  —  o. 

Les  points  a,  a',  a",  a'^'  sont  sur  la  conique  obtenue  en  coupant  la 
quadri(|ue(ï')  par  le  plan  j/'  =  j:,  et  les  points  /w,  m',  . . .  sont  sur 
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la  conique 
(S')  ^  =  0,         'iax^-hc'z^-h^fnz-{-d'=o, 

projection  de  la  précédente  sur  le  plan  des  zx. 

La  condition  de  fermeture  pour  des  quadrilatères  circonscrits  à  S 
et  inscrits  à  S'  est  celle-ci  :  l'équation  en),  relative  aux  deux  co- 
niques étant  formée  d'après  l'équation 

XS-i-S'=o, 

l'une  des  racines  doit  être  égale  à  la  somme  des  deux  autres.  L'une 
des  valeurs  de  X  est  ici 

.        —  9.  a' 

A  =  > 


cl  les  deux  autres  sont  données  par  l'équation 

Ckc  -^  c' )  (\d -h  cT)  —  m*  =  o; 

en  désignant  par  X'  et  \"  les  racines  de  celte  équalion,  on  doit 
avoir 

(3)  -ii£'  =d=(X'-X') 

a 

ou 

(4)  -:2^=x'+x'. 

Mais,  selon  que  Tune  ou  l'autre  de  ces  conditions  aura  lieu,  les 
diagonales  du  quadrilatère  mm' m" m"'  passeront  par  tel  ou  tel  des 
trois  sommets  du  triangle  autopoiaire  commun  aux  deux  coniques  : 
avec  (3),  ces  diagonales  passeront  par  l'un  des  deux  points  conju- 
gués communs  situés  surO-s  ;  avec  (4),  ces  diagonales  mm"  et  m' m'" 
seront  parallèles  a  Ox.  [Voici  un  exemple  de  ce  dernier  cas  :  la 
condition  (4)  étant  en  général 

'>.n'       c'       d 

—  = h  "7* 

a  c        a 

si  l'on  suppose  a  =  c,  2a'=  c',  auquel  cas  Set  S' sont  des  cercles, 
on  doit  avoir  rf'=  o,  c'est-à-dire  que  S'  doit  passer  au  centre  de  S. 
C'est  une  configuration  bien  connue,  et  les  diagonales  mm" ^  m' m'" 
sonl  alors  parallèles  a  Ox.] 
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Dès  lors,  la  condition  (4)  est  relative  au  poljèdre  de  la  figure  2, 
tandis  que  (3)  se  rapporte  à  celui  de  la  figure  i.  Pour  ce  dernier 
cas,  on  a  la  figure  suivante  : 

Fig.  4. 


On  doit  se  représenter  les  arêtes  a6,  a' 6',  a" 6",  a'" 6'" perpendi- 
culaires au  plan  de  la  figure  en  m,  m',  m'\  m'",  milieux  de  ces 
arêtes,  a  et  a'  en  avant,  a"  et  a"^  en  arrière;  les  arêtes  crf,  c'rf', 
d^d^y  d" d"  sont  de  même  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure 
en/?,  y/,  /?",  /?'",  milieux  de  ces  arêtes,  c  etc'  en  arrière,  c"  et  d"  en 
avant;  les  16  faces  du  polyèdre  sont  : 

D'une  part,  les  faces  latérales  des  troncs  de  pyramide  de  pre- 
mière espèce  abcda'b'dd'  et  a" b' d' d' a!" U" d" d" \ 

D'autre  part,  les  faces  latérales  des  troncs  de  pyramide  de  se- 
conde espèce  abcdd"y"d"d'  et  d' b'd'dd b'cd . 

Si  Ton  forme  maintenant  l'équation  en  \  relative  aux  deuxqua- 
diiques  diaprés  l'équation 

deux  des  valeurs  de  X  ont  pour  valeur  commune 

X|  =  Xj^  — -—> 


et  les  deux  autres  X3  et  A|  sont  les  valeurs  désignées  plus  haut 
par)/ et  )/'.  Les  conditions  de  fermeture  deviennent 

(5)  Xi4-  Xj-f-Xa  — X4=  o 
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pour  le  polyèdre  (^  =  4,  y  =  4)»  et 

(6)  XiH-X,  =  X3-hX4 

pour  le  polyèdre  (F  =  S  =  8). 

3.  Pour  le  polyèdre  de  la  figure  i,  îl  peut  arriver  que  c",  d'\ 
a\  y  coïncident  avec  a',  i',  c',  ûT,  et  que  c"',  ûP",  a'",  6"' coïncident 
avec  a,  6,  c,  rf.  On  a  simplement  alors  un  hexaèdre  ahcdcdV d d\ 
et  ceci  ramène  au  théorème  suivant  que  j'ai  donné  autrefois  {Nou- 
velles Annales^  '899,  p.  72)  : 

Si  l'on  se  propose  d^ obtenir  un  hexaèdre  à  intersections  co- 
planaires,  ou  un  octaèdre  à  diagonales  concourantes,  cir- 
conscrit  à  une  quadrique  S  et  inscrit  à  une  quadrique  S',  le 
problème,  qui  parait  être  doublement  indéterminé,  n'est  pos- 
sible que  si  les  racines  du  discriminant  de  ta  forme  XS  -f-  S' 
vérifient  la  relation  (5),  et  ce  problème  est  alors  simplement 
indéterminé. 

Ce  cas  particulier  montre  l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  résoudre  les 
deux  questions  suivantes  : 

Le  polyèdre  qui  correspond  aux  valeurs  p  =  4, 5^  =  4  dépend-il 
de  32  paramètres,  ou  de  paramètres  en  nombre  supérieur?  En 
obligeant  ce  polyèdre  à  être  circonscrit  à  une  quadrique  S, 
inscrit  à  une  quadrique  S',  lui  impose-t-on  16 -H  16  conditions 
ou  un  nombre  moindre^ 

i.  Si  l'on  remplace  la  quadrique  2'  par  une  quadrique  quelconque 
du  faisceau  ponctuel  (S,  S'),  quadrique  ayant  pour  équation 
m5-f-S'=o,  les  racines  de  la  nouvelle  équatjon  en  \  sonl  celles 
de  Tancienne  équation  en  \  diminuées  de  m,  et  ces  nouvelles  ra- 
cines vérifient  encore  la  relation  (6).  Donc,  si  deux  quadriques 
,  S  et  S'admettent  des  polyèdres  tels  que  celui  de  la  figure  2  qui  soient 
circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S',  la  même  chose  a  lieu  quand  on 
remplace  la  quadrique  S'  par  une  quadrique  du  faisceau  ponctuel 
déterminé  par  S  et  S'.  On  peut  de  même  remplacer  la  quadrique  S 
par  une  quadrique  du  faisceau  tangentiel  déterminé  par  I  et  S'. 

La  condition  (6)  est  celle   que  j'ai  déjà  obtenue  (^Nouvelles 
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Annales,  1905)  pour  deux  qnadriques  ï  el  I'  lelles  qu'il  exisle 
des  contours  quadrangulaires  situés  sur  S  el  avanl  leurs  sommets 
sur  S',  des  contours  quadrangulaires  situés  sur  S'  et  ayant  les  plans 
de  leurs  angles  tangents  à  S. 

0.   Pour  deux  quadriques  £  et  il',  avec  des  polyèdres  réticulés, 
j'ai  établi  complètement,  dans  mon  premier  Mémoire,  la  condition 

je  viens  d'indiquer  les  conditions 

(/'=4,  y  =  4)       —  X,-f-X,-hX,-HXfc=io, 
(F  =  S  =  8)  _X,-Xt-+-Xj-hX|  =  o.. 

L'équation  en  X  étant 

SX*  -4.  ex»  ^-  (px*  -+-  6'x  -+-  0'  =  <», 

on  a  encore 

{p=z:i,  q  =  S)  (0*— 480)»— f)4o98'  =  o, 

(/?  =  4,  ^  =  4)        0»(0«— 48(p)  -4-88«0Ô'-i68»o'  =  o, 

(F  =  S  =  8)  0  (e«-.4o<p)   -4-88«0'  =0; 

—  ft 
pour  la  seconde  condition,  on  écrit  que — ^^  satisfait  à  l'équation 

en  X;  pour  la  troisième  condition,  comme  on  a  (avec  a,  6,  c,  cf  au 
lieu  de  X|,  . ..), 

{b-\-c-^d'-a)(c-hd-ha  —  ù)..,  =  Sa*—  «i  Sa»  6*  —  8a6crf, 

on  a,  en  changeant  «  en  —  a, 

(6-+-c-hrf-+-a)(c-i-^  — a  — 6)...  =  Sa*—  a  Sa*6*-i-8a6crf, 

de  sorte  que  ce  second  produit  surpasse  le  premier  de  16  abcd  :  il 
faut  dès  lors  ajouter  160*^0'  au  premier  membre  de  la  condition 
(^  =  4,  q  =  4)7  et  diviser  par  9  |>our  obtenir  le  premier  membre  de 
la  condition  (F  =  S  =  8). 

Considérons  maintenant  la  racine  carrée  du  polynôme 

8_^e/-f-o/*-+-073-f-87S 

soit 

A  -t-  B/i  -H  C/«2-h  l)/i'-r  K/i»-+- . . .  : 
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nous  aurons 

S  =  A«,        0  =  2AB,        ç  =  2AC-hB«, 
6'  =  2  AD  -4- 1 BG,        o'  =  2  A K  H-  2  BD  -f-  C« 

et,  par  suite, 

0»— 4o^=— SA'C; 

les  conditions  ci-dessus  deviennent,  en  ne  tenant  pas  compte  tout 
d'abord  de  l'expression  de  S', 

64A6C»— 64A«o'=o, 

—  32A«BîC-+-32A8B(AD^-  BG)  —  i6A«o'=  o, 

—  iGA*BG  -h  i6 A*(AD  -+-  BG)  =  o, 

ou 

a'=G*,        o'=2BD,        D  =  o; 

d'après  l'expression  de  8',  on  a  enfin 

(y5  =  3,  7  =  3)  AE-hBD  =  o, 

(/>  =  4,  q  =  k)        aAE-i-G»  =  o, 
(F=S  =  8)  D  =  o. 

Ce  dernier  résultat  se  rattache  à  ce  que  l'on  a  vu  à  la  fin  du  n"  i. 


REMARQUES  SUR  CERTAINES  QUESTIONS  DE  PROBABILITÉ; 
Par  M.  Emile  Borkl. 

1.  On  sait  que  les  questions  de  probabilité  où  interviennent  des 
variables  continues  ne  peuvent  acquérir  de  sens  qu'en  vertu  de 
conventions  précises.  Comme  le  fait  observer  Joseph  Bertrand,  si 
une  variable  x  est  assujettie  à  rester  comprise  entre  o  et  i,  son 
carré  x'^  est  assujetti  aux  mêmes  conditions  et  la  probabilité*}>our 
que  X  soit  compris  entre  o  et  ^  est  égale  à  la  probabilité  pour  que 
x^  soit  compris  entre  o  et  {.  Cela  serait  absurde  (*)  si  l'on  sup- 
posait à  chacune  de  ces  probabilités  une  valeur  intrinsèque,  c'est- 
à-dire  définie  objectivement  d'une  manière  indépendante  de  toute 
convention. 

(')   Voir  PoiNCAKK,  Calcul  des  probabilités,  8*  Lcoon. 
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La  convention  la  plus  commode,  au  moins  dans  le  cas  où  l'en- 
semble des  valeurs  possibles  delà  ou  des  variables  est  borné,  con- 
siste à  regarder  la  probabilité  comme  proportionnelle  à  V étendue  : 
longueur,  aire,  volume,  suivant  qu'il  y  a  une,  deux,  trois  dimen- 
sions. 

A  la  définition  de  la  probabilité  se  rattache  celle  de  la  valeur 
moyenne;  si,  dans  un  intervalle  x^^  x^  on  connaît  les  valeurs 
d'une  fonction  réelle  /(^),  sa  valeur  moyenne  est,  par  définition. 


De  même,  la  valeur  moyenne  d'une  fonction  de  deux  variables  j: 
et  y  définie  à  l'intérieur  d'une  aire  S  du  plan  de  ces  variables  est, 
par  définition, 

f(x,y)dxdj/' 


SI, 


li 


dx  dy 


Si  une  fonction  /"  est  connue  en  lout  point  A  d'une  portion  de 
surface  S,  sur  laquelle  est  défini  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes a^  v^  on  peut  définir  la  valeur  moyenne  de  /  par  l'expres- 
sion 

y(  A)  <p(w,  v)  dudv 


lÂ^ 


Si 


©(a,  v)dudv 


dans  laquelle  'f  (^/,  v)  désigne  une  fonction  positive  arbitrairement 
choisie  une  fois  pour  toutes.  On  choisira  généralement  ©(m,  i^) 
par  la  condition  que  l'intégrale  qui  figure  au  dénominateur  repré- 
senter l'aire  de  S;  mais  ce  choix  n'est  nullement  nécessaire;  il 
pourrait  être  parfois  plus  commode  de  prendre  îp(w,  p)  =  i,  par 
exemple. 

Tout  ce  qui  précède  est  bien  connu,  mais  les  questions  de  pro- 
babilité ont  donné  lieu  à  tant  de  controverses  de  mots,  provenant 
simplement  d'un  défaut  d'entente  sur  les  conventions  de  langage, 
qu'il  ne  m'a  pas  paru  inutile  de  préciser  les  notions  dont  je  me 
servirai.  Je  me  bornerai  d'ailleurs  au  cas  cVune  dimension;  il  ny 
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aurait  aucune  difficulté  à  élendre  ce  qui  suit  au  cas  général  d'un 
nombre  quelconque  de  dimensions. 

2.  Une  fonction  f{x)  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  o  et  \\  elle  est  égale  à  \  si  x  est  commensu- 
rable  et  à  o  si  x  est  incommensurable  ;  quelle  est  sa  valeur 
moyenne? 

Cette  question  est  évidemment  équivalente  à  la  suivante  : 

On  sait  que  x  est  compris  entre  o  et  \\  quelle  est  la  probabi- 
lité pour  que  X  soit  commensurable? 

La  réponse  évidenle  (*)  aux  deux  questions  précédentes  est 
zéro.  Cette  réponse  peut-elle  se  déduire  des  formules  que  nous 
avons  rappelées?  Il  ne  le  semble  pas,  si  l'on  se  borne  aux  défini- 
lions  classiques  de  Tinlégralé.  Considérons,  en  effet,  une  fonc- 
tion f{x)  égale  à  o  pour  x  incommensurable  et  à  i  pour  x  com- 
mensurable et  une  fonction  F(^)  égale  à  i  pour  x  incommensurable 
et  à  o  pour  x  commensurable^  les  intégrales 


f  f(x)dx,  f  ¥{x)dx 


sont  toutes  deux  dépourvues  de  sens;  pour  chacune  d'elles  l'inté- 
grale inférieure,  au  sens  de  M.  Darboux,  est  égale  à  zéro  et  l'in- 
tégrale supérieure  égale  à  un.  Donc,  quelle  que  soit  la  convention 
que  l'on  adopte,  si  cette  convention  ne  fait  dépendre  la  valeur 
moyenne  que  des  intégrales  précédentes,  calculées  au  sens  clas- 
sique, on  devra  attribuer  la  même  valeur  moyenne  à  f{x)  et  à  F(  j?). 
Or,  cette  conclusion  est  absurde,  car  la  valeur  moyenne  de  f{x) 
est  o  et  la  valeur  movenne  de  F(a7)  est  i  (*). 

Mais,  si  l'on  utilise  la  nouvelle  définition  de  l'intégrale  qui  est 
due  à  M.  Lebesgue  ('),  on  reconnaît  que  chacune  des  fonctions 
f{x)  et  ^{x)  est  intégrable  au  sens  de  M.  Lebesgue  ou,  plus  briè- 


(')  PoiNCARÉ,  Calcul  des  probabilités,  p.  ia6. 

(')  Si  Ton  n'admettait  pas  ce  point,  on  pourrait  observer  que  la  somme  des 
valeurs  moyennes  de  /(x)  et  de  F(j7)  doit  être  égale  à  la  valeur  moyenne  de 
/(o?)  -I-  F(a:),  cest-à-dirc  à  i. 

(')  LRB£sauEf  Leçons  sur  l'intégration  et  la  recherche  des  fondions  primi- 
tives. 
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vemcnt,  inlégrable  (L)  el  que  leur  intégrale  (L)  fournit  la  valeur 
correcte  de  la  valeur  moyenne  ou  de  la  probabilité  cherchée.  Les 
méthodes  de  M.  Lebesgue  permetlentdonc  d'étudier  des  questions 
de  probabilité  qui  paraissent  inaccessibles  par  les  procédés  d'inté- 
gration classiques.  D'ailleurs,  dans  les  cas  particuliers  les  plus 
simples,  il  suffira  de  se  servir  de  la  théorie  des  ensembles  que 
j'avais  appelés  mesurables  (')  et  auxquels  M.  Lebesgue  a  donné 
le  nom  de  mesurables  (B);  l'application  de  celte  théorie  des 
ensembles  mesurables  au  calcul  des  probabilités  a  été,  à  ma  con- 
naissance, faite  pour  la  première  fois  par  M.  Wiinan  (^). 

3.  Rappelons  brièvement  les  principes  de  la  théorie  de  la  mesure 
des  ensembles  linéaires  de  points. 

Par  définition,  ^ensemble  composé  de  lous  les  points  d'un 
intervalle  a  pour  mesure  la  longueur  de  cet  intervalle;  ces 
ensembles  sont  les  premiers  que  l'on  sache  mesurer;  on  leur 
donne  le  nom  de  mesurables.  On  étend  ensuite  la  catégorie  des 
ensembles  mesurables  à  Taide  des  conventions  siriYairtea  :  i**  la 
somme  d^une  infinité  dénombrable  d^ ensembles  mesurables 
deux  à  deux  sans  points  communs  est  mesurable  et  a  pour  me- 
sure  la  somme  des  mesures]  2"  si  un  ensemble  mesurable  E 
contient  tous  les  points  d'un  autre  ensemble  mesurable  F,  l'en- 
semble E  —  Y  formé  de  tous  les  points  de  E  qui  n'  appartiennent 
pas  à  F  est  mesurable  et  a  pour  mesure  la  différence  des  me- 
sures de  ^  et  de  ¥  \  3"  Si  un  ensemble  E  est  contenu  dans  un 
ensemble  mesurable  A  de  mesure  a  et  contient  un  ensemble  me- 
surable B  de  mesure  p,  nous  dirons  que  la  mesure  de  E  est  infé- 
rieure ou  égale  à  a  et  supérieure  ou  égale  à  p  ;  4"  Si  l'on  peut 
démontrer  que  la  mesure  d'un  ensemble  E  est,  quel  que  soit  c, 
inférieure  ou  égale  à  m  -\-  &  et  supérieure  ou  égale  à  m  —  e, 
l'ensemble  E  est  mesurable  et  a  pour  mesure  m(^). 

(')  BoREL,  Leçons  sur  ta  théorie  des  fonctions,  Chap.  III. 

(')  A.  WiMAN,  C/eber  eine  Wahrscheinlichkeitsaufgabe  bei  Kettenbruchent- 
ivicklungen  {Kongl.  Vetenskaps  Akademien  Fôrkandlingar^  1900,  p.  829)  et 
Bemerkungen  liber  eine  von  Gylden  aufgeworfene  Wahrscheinlichkeitsfrage 
(Liind,  1901,  Hâkan  Oiilssons  Boktryckcri). 

(^)  L'introduction  explicite  et  générale  de  la  convention  /|*  est  duc  à  M.  Le- 
besgue; j'en  avais  fait  usage  dans  un  cas  particulier,  sans  l'énoncer  {Leçons  sur 
fa  t/tsorie  des  fonctions,  p.  67). 
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Ces  convenlions  permelleiU  de  consiruîre  de  proclie  en  proche 
des  ensembles  mesurables,  en  nombre  infini,  dont  on  se  trouve 
connaître  la  mesure  par  leur  construction  même;  eUesne  donnent 
pas  immédiatement  une  méthode  simple  pour  le  calcul  de  la  me- 
sure d'un  ensemble  donné,  au  cas  où  il  est  mesurable;  une  telle 
méthode  résulte  des  recherches  de  M.  Lebesgue.  Mais,  pour  les 
applications  que  j'ai  en  vue,  il  m'a  paru  préférable  de  rester  à 
mon  point  de  vue  primitif;  celui  de  M.  Lebesgue  doit,  dans  d'autres 
questions,  être  choisi  de  préférence. 

Rappelons  que  le  point  essentiel,  dans  la  théorie  de  la  mesure, 
consiste  à  démontrer  que  les  définitions  et  conventions  précédentes 
ne  conduisent  jamais  à  des  contradictions.  Il  est  inutile  de  repro- 
duire ici  celte  démonstration. 

4.  Considérons  une  variable  x  assujettie  à  rester  comprise 
entre  o  et  i;  soient  E  un  ensemble  mesurable  de  points  compris 
entre  o  et  i  et  m  la  mesure  de  E.  Par  définition,  la  probabilité 
pour  que  x  appartienne  à  E  est  m  et  la  probabilité  pour  que  x 
n'appartienne  pas  à  E  est  i  —  m. 

Si  E  est  l'ensemble  des  valeurs  commensurables,  on  trouve 
immédiatement  //<  =  o,  ce  qui  donne  les  résultats  énoncés  plus 
haut. 

Traitons  un  cas  un  peu  plus  compliqué. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  a  compris  entre  o  et  i  est  commen- 
surable  aux  unités  près  du  n'*'"*  ordre  s'il  existe  deux  entiers  pre- 
miers entre  eux/?  et  y,  tels  que  Ton  ait 


(i) 


<~.  q^y.  p<q^ 


Quelle  est  la  probabilité  pour  que  x,  assujetti  à  être  corn- 
pris  entre  o  et  i,  soit  cominensurable  aux  unités  près  du 
fiième  ordre? 

A  chaque  fraction  irréductible-»  faisons  correspondre  l'inter- 
valle 

sa  longueur  est  — ;;;  la  longueur  des  intervalles  analogues  pour  une 
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valeur  donnée  de  q  csl 

en  désignant  par  'f  (y)  le  nonribre  des  nombres  premiers  à  y  et  in- 
férieurs à  q. 

L'ensemble  Ë^"^  des  points  distincts  contenus  dans  les  ensembles 
'E^'jy  est  évidemment  mesurable;  sa  mesure  e„  est  inférieure  à  /w« 


en  posant 


La  série  est  convergente  pour  /i  >  2;  si  /i  =  2,  on  sait,  en  effet, 
que  tout  nombre  a  satisfait  d^une  infinité  de  manières  à  l'inéga- 
lité (i).  En  supposant  n  au  moins  égal  à  3,  la  série  m„  est  conver- 
gente et  a  une  valeur  visiblement  inférieure  à  i,  car  on  a 


et 


2 


Si  l'on  convient,  lorsqu'un  nombre  incommensurable  a  vérifie 
l'inégalité  (i)  pour  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  q^  de 
lui  donner  un  coefficient  égal  à  ce  nombre  de  fois  (*),  nous  pour- 
rons dire  que  la  probabilité  pour  que  x  soit  comniensurable  aux 
unités  près  du  n^^f*^^  ordre  est  précisément  m,t\  mais,  si  Ton  ne 
fait  pas  cette  convention,  la  probabilité  est  en<ifnn\  il  est  aisé 
de  calculer  e„  avec  autant  d'approximation  que  l'on  veut;  il  n'est 
peut-être  pas  possible  de  l'exprimer  en  termes  finis  au  moyen  de 
nombres  algébriques  ou  de  nombres  transcendants  usuels.  La 
probabilité  pour  que  j?  ne  soit  pas  commensurable  aux  unités 
près  du  n^^"**^  ordre  est  1  —  e,i. 

5.  Dans  une  prochaine  Note,  j'indiquerai  des  applications  des 
remarques  précédentes  aux  problèmes  les  plus  simples  qui  se 
posent  dans  les  recherches  de  Mécanique  et  de  Physique  mathé- 
matique 011  intervient  le  calcul  des  probabilités. 

(')  On  csl  ainsi  conduit  à  donner  à  certains  a  un  coefficient  infini;  le  fait  que 
la  probabilité  reste  finie  doit  ôtre  signalé. 
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SUR  LES  SOLUTIONS 

DE  CERTAINS  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES;  APPLICATIONS 

A  UN  SYSTÈME  HYDRAULIQUE  DE  n  RÉSERVOIRS; 

Par  m.  Ed.  Maillet. 


I. 

Introduction    et   résumé. 

J'ai  étudié  ailleurs  (*)  les  variations  des  débits  des  systèmes  de 
réservoirs  cylindriques  munis  dWifices  (ajutages  ou  vannes)  on  de 
déversoirs  (ces  derniers  non  noyés)  de  communication. 

Je  reviens  ici  sur  cette  question  en  discutant  des  cas  plus  géné- 
raux, particulièrement  pour  n  réservoirs  munis  exclirsivement  de 
déversoirs  non  noyés.  Je  trouve  encore  dans  ce  dernier  cas  une 
famille  de  solutions  simples  asymptotiques  à  toutes  les  solutions, 
même  quand  on  regarde  comme  légèrement  variables  avec  la 
charge,  conformément  à  Fexpériencc  (Poncelet,  Lesbros,  Ba- 
zin, etc.),  certains  coefficients  qui  entrent  dans  les  formules  du 
débit  des  déversoirs. 

JMndique  en  même  temps  des  systèmes  d'équations  différen- 
tielles non  linéaires -corrélatifs  ou  plus  généraux  dont  on  peut 
trouver  au  moins  une  solution  particulière  simple  dépendant  d'une 
constante  arbitraire  et  qui  est  parfois  encore  asymptotique  à  toute 
une  catégorie  de  solutions. 

II. 

Exposé  du  problème.  —  Je  considère  n  réservoirs  cylindriques 
de  surfaces  S|,  . . .,  S/i  ;  par  hypothèse,  S/  ({  =  1,2,  . . .,  n)  pos- 
sède des  déversoirs  superficiels  non  noyés  dont  la  crête  est  hori- 
zontale, à  un  même  niveau  yi  pour  S/,  si  S^  en  a  plusieurs.  Les 
eaux   issues    de    S/   alimentent   un   ou  plusieurs  des  réservoirs 

(*)  Comptes  rendus  de  l'Acad,  des  Sciences  de  Paris,  i3  mars  iguS. 
xxxill.  9 
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S/+M  •  •  •>  S/i  et  peuvent  aussi  se  déverser  en  partie  à  rexlérîeur(*); 
S/i  se  déverse  à  rexlérieur. 

Soient  Y|,  ...,  Y,,  les  niveaux  respectifs  des  n  réservoirs  à 
Tinstant  /;  je  suppose  toujours 

quand  S/  alimente  S/^y,  de  façon  qu'aucun  des  déversoirs  ne  soit 
noyé. 

Pendant  le  temps  rf/,  le  réservoir  S/ reçoit  de  S|,  ...,  S/_i  des 
quantités  d^cau 

[a/i(Y,->'t)^-4-...-t-«/,/-i(Y/-,-j^/-,)«j£f^ 

certains  des  coefficients  a/y  pouvant  être  nuls;  il  perd  par  ses 
déversoirs  propres 

Diaprés  Texpérience  (-),  ai\^  ...,  a/i*  sont  peu  variables  quand 
Y,,  . . .,  Y,,  varient  dans  des  limites  étendues,  les  déversoirs  ajant 
des  largeurs  constantes;  je  les  supposerai  constants;  au  surplus, 
des  variations  convenables,  légères,  des  largeurs  des  déversoirs 
avec  l'épaisseur  des  lames  déversantes,  permettraient  d'assurer,  je 
pense,  la  constance  des  atj^  ou  à  peu  près. 

Donc 

Je  pose 

(«)  «y=(Y,-j^y)^>o, 

iij  étant  ainsi  proportionnel  à  la  vitesse  moyenne  sur  la  crête  (ou 
au  voisinage)  des  déversoirs  corrélatifs  de  Sy,  et  j'obtiens,  pour 

(^)  Cette  dernière  hypothèse  pourrait  être  laissée  de  côté,  car  il  saffit,  pour 
qu'on  puisse  le  faire,  d^ajouter  un  dernier  réservoir  auxiliaire  R  assez  bas, 
recueillant  celles  des  eaux  des  autres  réservoirs  qui  pourraient  se  déverser  à 
l'exléricur. 

(')  Voir  CoLLiONON,  Hydraulique,  a*  édit.,  1880,  p.  iJS,  Paris,  Dunod;  ou 
encore  V Hydraulique  de  GraefT,  t.  II,  ou  celle  de  M.  Flamant,  i'*  édit.,  i8gi, 
p.  loS;  aussi  les  Mémoires  de  M.  Bazin  lians  les  Annales  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, 
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définir  le  mouvement,  les  équations  différentielles 

^  ^"/-^  =  Xiittî -+-... -H X/,/_,a,?_,  —  X//w? 
(i  =  i,'A,  ...,n), 

où  les  \ij  sont  ^  o  et  X//^  o. 

Il  est  bien  entendu  que  certains  des  X/y,  quand  i^ji  et  même 
tous,  peuvent  être  nuls  pour  chaque  valeur  de  i  (*). 

Le  schéma  ci-contre  indique  la  distribution  correspondante 
des  communications  hjrdrauliques  quand  /i  =  4  et  que  tous  les  \ 
sont  y6  o. 

Fig.  I. 


Solutions  simples  Ui= -'^^'  —  Le  système  (2)  est  compris 


(*)  Des  analogies  ne  sont  pas  impossibles  dans  la  nalnre,  chaque  réservoir  pou- 
v-aot  être  constitué,  par  exemple,  soit  par  un  lac  souterrain,  soit  par  un  banc  de 
calcaire  très  fissuréhorizontalement  et  verticalement,  où  les  communications  sont 
assez  faciles  pour  que  les  variations  de  niveau  d'eau  s'y  fassent  sentir  rapidement 
&  chaque  instant.  Des  nappes  d'eau  de  cette  nature  existent  probablement  dans 
le  cra/if  sorte  de  craie  tuffeau  blanche  et  fendillée,  qui  ne  présente  pas  de  grosses 
masses  compactes  (à  Venette,  près  Compicgne,  village  situé  à  6oo<"  environ  du 
barrage  de  Venelte,  sur  l'Oise,  lors  de  la  mise  en  chômage  de  la  rivière,  les  puits 
se  vident  en  a4  beures  et  reviennent  au  niveau  primitif  dans  le  même  délai  quand 
le  chômage  cesse). 

Soit  un  massif  calcaire  (ou  autre)  étendu,  où  toutes  les  fissures  et  toutes  les 
poches  communiquent  très  vite  au  point  de  vue  hydraulique,  et  supposé  limité 
par  des  plans  presque  verticaux  sur  une  certaine  épaisseur.  Il  pourra  jouer  le 
rôle  d*un  réservoir  à  peu  près  cylindrique  :  il  suffira  pour  cela  que  la  proportion 
du  vide  au  plein  dans  chaque  tranche  horizontale  soit  à  peu  près  constante,  ce 
qni  n'est  pas  invraisemblable,  au  moins  pour  la  partie  du  massif  qui  ne  serait 
pas  constamment  noyée  et  qui  n'a  pas  besoin  d'avoir  une  grande  épaisseur,  une 
dizaine  de  mètres  au  plus. 

D*autre  part,  on  peut  encore  songer  à  traiter  le  cas  où  le  dernier  des  réservoirs 
ne  se  vide  pas  à  l'extérieur  el  est  rempli  par  les  autres.  Tl  suffira  d'ajouter  aux 
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dans  le  sjrslèmc  pluâ  général 

ctuî 

(3)  ^^'dT  ~  F^/i "?-+-•••-♦-  V'inul        (t  =  l,i,  .-.,n), 

qui  admet  la  solution 

(4)  w/= — ^— -T         (p,-,  a  constantes), 

les  p/  étant  déterminés  par  le  système  d'équations 

Ce  dernier  système  a,  dans  des  cas  étendus,  au  moins  un  sys- 
tème de  solutions  réelles,  car  si  l'on  se  donne  les  p/  et  n{n  —  i) 
des  quantités  uiiy,  les  n  autres  se  trouvent  déterminées,  pourvu 
qu'une  seule  de  ces  n  autres  figure  dans  chaque  équation. 

Dans  le  cas  du  système  (2), 

—  ?,pî  =  — XnpJ, 

-  ap?  =  X/,  pî  -h. .  .-H  X,v_, p»_,  —  X//pf , 
ou 


(5)  j 

(  ^//P?  —  5kpJ  —  (X/i pî -+-.  .  .-H  Xi,/_,  pj^,  )  =  o, 

L'équation  générale  (5)  admet  toujours  une  solution  positive 


n  réservoirs  considérés,  dont  le  mouyement  continue  à  être  régi  par  (a)  et  a  les 
mêmes  propriétés,  un  (/n- !)»*■'•  réservoir  de  niveau  Y„^,  croissant.  On  pose 

et  Ton  a  Téquation  différentielle  supplémentaire 

à  ajouter  aux  équations  (a).  Quand  Up  . . .,  u^  sont  de  la  forme 
—Pi—         {i  =  i,a,  ...,/i), 


rt-hi 


"--t  est  tel  que  ^^  =  (^^,»  avec  A>o;  Y„,,=  a~  i  f^TT?'  ''^  "  ^*' 
évidemment  posilif  :  c'est  la  valeur  asymptotique  de  Y„^j  pour  toutes  les  condi- 
tions initiales  du  système  correspondant  à  un  même  volume  total  contenu  dans 
les  réservoirs,  d'après  ce  qui  est  établi  plus  loin. 
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pi>  o,  el  une  seule,  fonclîon  de  pi,  . . .,  pi.i  ;  a  reste  arbitraire, 
et  le  système  de  réservoirs  est  toujours  susceptible  des  mouve- 
ments définis  par  (4)  et  (5).  Ces  mouvements  ne  sont  pas  d'ailleurs 
distincts  au  fond,  car  changer  la  valeur  de  a  revient  à  changer  Torl- 

gîne  des  temps,  et,  de  plus,  les  diverses  quantités      -^    »  pour  une 

même  valeur  dey,  sont  toutes  asjmptotiques  à  Tune  d'elles,  le 
rapport  de  deux  quelconques  tendant  vers  i  quand  t  croît  indéfi- 
niment. 

Stabilité  de  la  solution  Ui=     ^^    «  —  Je  vais  établir  que  toute 

solution  du  sjstème  (2)  est  asymptotique  à  une  des  solutions  (4) 
et  (5),  pour  laquelle  la  valeur  de  a  est  déterminée  par  le  régime 
du  premier  réservoir  S|. 

Cette  propriété  est  vraie  quand  /i  =  i  :  j'admettrai  qu'elle  le 
soit  pour  les  i — 1  premiers  réservoirs,  el  je  vais  la  démontrer 
pour  I  ;  autrement  dit,  j'admets  que,  lorsque  t  est  assez  grand, 

?J 
diffère  d*aussi  peu  qu'on  veut  de  l'unité,  et  je  vais  établir  qu'il  en 
est  de  même  pour  Ui- — ; — • 
Je  pose 

(6)  «/=«,«/  (t  =  I,'2,  ...,/l,  -5|=l), 

dui  =  W|  dzi H-  Zi  dui. 
D'après  (2), 

idu*  ^Uidui 


dt  =  ' 


(7) 


Xii  u\       X/i  wf  4-. .  .H-  X/,i_,  i/?_j  —  hiuj 

dux Zjiuxdzj-^  Zjdux) 

Xii     ~"  X/i-i-X/i^î  -f-. .  .-1-  X/,i_i5?_j  —  \uz] 

€/w,(Xi,*»  —  X/,  — . . .  - Xi,/-i5»_j  —  X,,zJ )  =  Xii  «i Zi dzi. 

—  u^dt         du\  Zi  dzi 


2  ~  X,|«ii    "  X/|5j— Au*?  — (X/i-H...-+-X/,/-,iî»_,) 

Je  pose 

(8)  yji^i)  =  X/|S»  —  X,i;;;  —  (Xm-  Xrt^l -r-. .  .-t-  X/,/_i«?.  j  ). 
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L^équalioD 

possède  une  et  une  seule  racine  positive  2^(^  o  fonclion  de  >S2,  ..., 
Si_i  (les  Zj  sont  ^o).  On  sait  que,  quand  t  croît  indéfinimenl, 

Z2j  ...,-Z/_i  ont  pour  limites  ~,  ^,  •••,  iL:!;  tétant  suffisamment 

Pi     Pi  Pi 

grand,  ;; 2)  •••}  ^/-i  sont  aussi  voisins  qu*on  veut  de  ces  limites; 
2^1  est  aussi  voisin  qu'on  veut  de  la  racine  positive  >•  o  unique  de 

X//«»  —  Xn^J  —  _. (X/i  p»  +. .  .-i- X/,/_,  p?_  1  )  =  o, 

ou  de 

hiPÎ^^-^pUJ  -  (^iP?^-. .  .-^>^M-iP?-i  )  =  o, 

laquelle  est  — >  d'après  (5). 

D'après  (7)  et  (8),  quand  2/>^i,  -^  est  négatif  et  2/ décroît; 
quand  Zi<C  C/i  -^r  est  positif  et  Zi  croît  :  Zi  reste  limité  et  >  o, 

quel  que  soit  /  fini. 

Je  dis  que,  quel  que  soit  l'intervalle  de  t^  à  ^3,  quand  /s,  puis 
^s —  ^2»  sont  assez  grands,  il  y  a  une  valeur  /^  de  C  au  moins,  avec 
iz=  ^4=  ^2>  pour  laquelle  |  '/j{zi)  \  est  aussi  petit  qu'on  veut. 

En  effet,  je  suppose  que,  dans  cet  intervalle,  IXi(2|)|  resle 
>B|  (B,  positiffixe).  D'après  (7), 

dzi  w, 


dzi 


>B,^  =  5i_Pl_, 


•2    a-4-< 


cl  ^i-r:  conserve  un  signe  constant  : 

i(^î)i;;.B.p.iogjiii. 

On  sait  que  zi  resle  limité,  alors  que  log ^  est  aussi  grand 

qu'on  veut  quand  ^3-^  ^2  est  assez  grand  :  on  est  conduit  à  une 
absurdité. 

Je  considère  maintenant  ce  qui  se  passe  à  partir  de  l'instant  t^j 
et  je  suppose  que,  à  un  moment  quelconque  ultérieur,  Zi  vienne  à 
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diflerer  de  ^  d'une  quanlilé  fixe  s  arbitraire  : 


t  élanl  assez  grand, 


'  Pi 


ç/-!^ 


pi 


<e; 


si  ^/—  £^  >  o,  Zi>  X,i  et,  d'après  (7),  Zi  décroît;  si  5/—  ^  <  o, 

pi  I         \/  /  Pi 

^i<!si  et,  d'après  (7),  Zi  croît.  A  chaque  instant,  5/  ne  peut  dif- 
férer de  ^1  de  plus  de  e  en  plus  ou  en  moins. 

t2  et  tz  étant  pris  assez  grands,  e  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on 
veut;  donc  2{' a  pour  limite  ^-  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Si,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
.on  a 

pour  y  =  1,2,...,  /,  u%  étant  forcément  de  la  forme     ^'    *  en 

vertu  du  théorème  de  Cauchy  sur  l'unicité  de  la  solution  du  sys- 
tème (2)  ou  des  I  premières  équations  de  ce  système  correspondant 
à  des  valeurs  données  des  uj  à  un  instant  donné,  le  mouvement  sera 
entièrement  défini  par  (4)  et  (5)  pour  les  i  premiers  réservoirs. 
Pour  les  autres,  la  solution  est  encore  régie  par  (6)  et  (7). 

Systèmes  de  réservoirs  avec  régime  propre  permanent.  — 
Chaque  réservoir  d'un  pareil  système  reçoit  simultanément  de 
Textérieur  des  volumes  d'eau  (provenant  de  pluies  par  exemple) 
«"iSi,  ...,  ^n^ti  sensiblement  proportionnels,  en  sorte  que 

~   =  «î»  •  •  •  »  T"  —  '*« 

CT,  CT, 

sont  des  nombres  à  peu  près  fixes  pour  toutes  les  venues  d'eau. 
Le  système  sera  dit  posséder  un  régime  propre  permanent  si  l'ar- 
rivée aux  réservoirs  de  ces  quantités,  au  moment  où  une  des  solu- 
tions asymptotiques  simples  est  réalisée,  a  seulement  pour  effet, 
après  une  courte  période  troublée,  que  l'on  néglige  dans  le  cal- 
cul, de  rétablir  une  solution  asymploliquc  simple. 
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Pour  un  réservoir  unique  (/i  =  i),  Ja  réponse  esl  (oujours  affir- 
mative. Je  prends  n  quelconque  :  les  niveaux  deviennent,  après 
chaque  venue  d'eau,  si  le  régime  propre  permanent  est  possible, 

et  l'on  en  conclut  sans  peine  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante est 

Les  équations  précédentes  se  réduisent  alors  à  une  seule  qui  per- 
met de  calculer  a'. 

On  voit  que,  pour  n^  2,  les  sjrstèmes  de  réservoirs  en  question 
sont  des  systèmes  particuliers  quand  les  hj  sont  donnés.  Un  sys- 
tème de  réservoirs  quelconque  est  susceptible  d'un  régime  propre 
permanent  pour  un  système  de  valeurs  des  Ay,  c'est-à-dire,  si  les 
venues  d'eau  sont  dues  aux  pluies,  pour  une  répartition  con- 
venable des  pluies  sur  les  bassins  versants.  Mais,  dans  de  plus 

larges  limites,  si  les  hj  ne  diffèrent  pas  trop  de  ^9  les  choses  se 

passeront  pratiquement,  au  bout  d'un  certain  temps  après  chaque 
venue  d'eau,  à  peu  près  comme  s'il  y  avait  un  régime  propre  per- 
manent, grâce  à  l'existence  des  solutions  asymptotiques  simples  à 
toutes  les  solutions. 


111. 

Cas  oà  les  Xij  sont  légèrement  variables.  -^  On  sait,  d'après 
de  nombreuses  expériences  (Poncelet,  Lcsbros,  Bazin,  etc.)  que, 
si  les  déversoirs  sont  supposés  avoir  une  largeur  constante,  les 
coefficients  a/y,  par  suite  les  coefficients  Kijy  dans  (2),  seront  lé- 
gèrement variables  (*)  avec  les  Y/ — yi  ou  les  «/.  On  peut  «e 
demander  dans  quelle  mesure  les  conclusions  précédentes  se 
trouvent  altérées  de  ce  fait. 


(')  Assez  souvent  dans  la  proportion  de  ï^^  à  ^^  de  leur  valeur  moyenne  en  plus 
ou  en  moins  dans  les  limites  des  expériences. 
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J^admeltrai  que,  dans  les  limites  où  varie  {//,  les  coefficients  Xu, 
^f+i><i  •'*)  ^/lô  ^^^  ^^"^  fonctions  de  Ui  seul,  restent  positifs, 
limités  supérieurementetinférieurement,  et  tendent,  s'ils  sont^o, 
vers  des  limites  fixes  >  o  lorsque  ui  tend  vers  o. 

La  première  équation  (u)  donne 

où  X,,  est  fonction  légèrement  variable  de  i/|  ; 

et  e/|  décroît  quand/  croit;  Xn  restant  toujours  compris  entre  cer- 
taines limites  finies  >  o,  on  pourra  écrire  t  —  tQ=Ml ^j> 

où  M  est  positif  et  compris  entre  les  deux  valeurs  extrêmes  de  r— 

pour  t^toi  il  en  résulte  que  i/i  tend  vers  zéro  quand  t  croît  indé- 
finiment. 

Je  dis  que,  si  X',,  est  la  limite  de  Xh  pour  1/4  =  0,  M  tend  vers 

Pi  =  ^-p-  quand  t  croît  indéfiniment. 

En  eflfet,  f  1  étant  suffisamment  grand  par  rapport  à  /o? 


où  u\^^  est  aussi   petit  qu'on  veut  et  |  Mi  —  p,  |<£,  e  étant  un 
nombre  fixe  aussi  petit  qu'on  veut; 

,_,.=  (,_,.)-H(..-M  =  M.(±-^)+M'(^-J^). 

/i  étant  fixé  comme  il  est  dit  ci-dessus.  M'  est  fixé,  et  il  en  résulte 

M, 


que,  quand  t  croît  indéfiniment,  u^  tend  vers  o  et  ^p  vers  Funitc; 


quand  t  est  assez  grand,  on  a 

I  M  -  M,  |<  e,        I  M,  -  p,  I  <  8,        I  M  -  Pi  |<  ae, 

c'est-à-dire  que,  quand  l  croît  indéfiniment,  M  ne  peut  différer 
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de  Pi  de  plus  de  2e,  si  petit  que  soit  e,  et  a  pour  limite  5-7—  =  p|. 
Dès  lors,  quand  t  est  assez  grand, 

«I  ^  u\^^  "*"     M     ' 
et,  a  étant  fixe  et  arbitraire, 

_Pi Pi  i  —  tp 


u,(a-+-r)       (a-*-Ow*i°^       M(a-r/> 


Pi 


a  pour  limite  l'unité,  quel  que  soit  a,  quand  t  croît  indéfiniment. 
Ceci  établi,  je  considère  le  système  qu'on  déduit  de  (2)  en  rem- 
plaçant les  X|'y  par  leurs  valeurs  limites  \j  pour  i/|,  . . .,  Un  ten- 
dant vers  zéro  : 

(ibis)       ^";-57-  =  ^a«î-^...-Hx;,,_,tt?,,->^;v«?, 

et  le  système  analogue  à  (5)  correspondant  à  (2  bis) 

x; ,  pi  =  2, 


(5  bis) 

D'après  ce  qui  précède,  je  sais  que,  quand  /i  =  i,  il  e^iisle  tou- 
jours une  solution  de  (2  bis)  telle  que 

"i  pi 

diflere  d'aussi  peu  qu'on  veut  de  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  de  C 
supérieures  à  une  limite  assez  grande.  J'admettrai  alors  que,  pour 
les  valeurs  de  /  analogues, 

Ujia-^t)  . 

'■^— '-        (y  =  1,  2,  ...,  *  — 1) 

diffère  d'aussi  peu  qu'on  veut  de  Tunitc.  Je  vais  établir  qu'il  en  est 
de  même  pour 

Ui{a  -t-  t) 
9i 

La  transformation  (6)  conduit  encore  aux  équations  (^)  et  (8). 
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Quand  /  croît  indéfiniment,  z^^  , ,  .y  Zi.i  ont  pour  limites  ^>  • .  • , 
^^  déterminés  par  (5  bis)^  et,  quand  t  est  assez  grand,  la  racine 

Ç,>  o  de  Xi(zi)  =  o  est  aussi  voisine  qu'on  veut  de  la  racine  po- 
sitive unique  K]>  o  de 

(9)  >^//PÎ'»/-2pî'»?-(>^JiPÎ-^----^>^'/./-iP/-i)=o» 

car  X|| ,  . .  • ,  X|,i'_i  ne  dépendent  que  de  i/i ,  •  • . ,  a/.i  et  sont  aussi 
voisins qu^on  veut  de  X^-,,  . . .,  XJ,._,  quand  t  est  assez  grand. 

X/i  étant  toujours  fini  et  ^  o,  ^J  est  limité. 

On  peut  d'ailleurs  prendre  encore  02,  puis  ^3  —  ^2  assez  grands 
pour  que  |//(^i)  |  devienne  aussi  petit  qu*on  veut  pour  une  valeur 
de  ^4  comprise  entre '/^  et  ^3;  à  ce  moment,  ^z  est  aussi  voisin  qu'on 

veut  de  ÇJ.  Or  Si=  ^>  et  U\  est  aussi  petit  qu'on  veut;  donc 
aussi.!//.  Par  suite  \n  est  aussi  voisin  qu'on  veut  de  sa  limite  A^^, 
et  CJ  aussi  voisin  qu'on  veut  de  -  • 

Ceci  posé,  que  se  passe-t-il  à  partir  de  l'instant  ^4?  Si,  à  un 
moment  quelconque  ultérieur,  zi  vient  à  dilTérer  de  ^  d'une  quan- 
tité finie  positive  arbitraire, 

Pli 

/  étant  assez  grand,  et  e  modéré,  m  est  encore  aussi  petit  qu'on 
veut,  X|7  diffère  de  X)-^-  d's^ussi  peu  qu'on  veut,  et    J^i  —  ^   est  <  £. 

Dès  lors,  si  Zi —  —  >  o,    Zi^'C^i   :    d'après   (7),    zi  décroît;   si 

Zi —  —  <  o,  5/<;  ^1  :  d'après  (7),  zi  croît.  A  chaque  instant,  5/ ne 

peut  différer  de  Ç/  de  plus  de  e  en  plus  ou  en  moins. 

t^  et  ^3  étant  pris  assez  grands,  s  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on 

veut;  donc  s,  a  pour  limite  —  •  c.  q.  f.  d. 

Finalement  les  conclusions  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  où 
les  X/y  sont  constants. 
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IV. 


Systèmes  rfe />i  +  />a-H- •  •+  Pn  réservoirs  avec  déversoirs. 
—  Au  lieu  de  S|,  je  considère />|  réservoirs  cylindriques  de  sur- 
faces Sy\  ...,  S',''»^,  formant  un  groupe  £|,  ...,  au  lieu  de  S/, 
Pi  réservoirs  cylindriques  de  surfaces  SJ*^  . . .,  SJ^»^  formant  un 
groupe  S/,  ...;  de  façon  que  chaque  réservoir  du  groupe  S, 
({ =  I,  2,  . . .,  n)  possède  un  ou  une  série  de  déversoirs  de  crête 
arasée  au  même  niveau  pour  chaque  réservoir  et  que  ses  eaux 
aillent,  dans  une  proportion  quelconque,  alimenter  les  réservoirs 
des  groupes  Si+i,  •••,  S/t,  ou  même  se  déversent  en  partie  à 
Texlérieur.  Je  supposerai  que  le  niveau  de  la  crête  des  déversoirs 
de  chaque  réservoir  est  supérieur  à  celui  des  eaux  des  réservoirs 
qu'il  alimente,  autrement  dit  que  tes  déversoirs  ne  sont  jamais 
noyés. 

Pour  la  commodité  du  raisonnement  j'ajoute  un  dernier  réser- 
voir R  de  niveau  inférieur  aux  crêtes  des  déversoirs  de  tous  les 
autres,  recueillant  toutes  les  eaux  que  les  autres  déversent  à  l'exté- 
rieur, et  les  laissant  échapper  par  un  déversoir  unique  à  crête  ho- 
rizontale. Puis  je  pose 

^Pi+  ..-l-;i„+l=  R- 

On  remarque  alors  que  le  réservoir  Sy  alimente  exclusivement 
un  certain  nombre  des  réservoirs  SyV|.|,  ...,  ^p^^.,.^p^^\*  On  se 
trouve  donc  dans  le  cas  traité  précédemment,  qui  est  ainsi  très 
général. 

Systèmes  de  réservoirs  avec  orifices  de  fond  ou  latéraux.  — 
Au  lieu  de  supposer  que  la  vidange  se  fait  par  des  déversoirs,  on 
peut  supposer  qu'elle  se  fait  par  des  orifices  (vannes,  ajutages,  etc.). 
Chaque  réservoir  étant  muni  d'orifices  non  noyés  dont  les  centres 
de  gravité  sont  au  même  niveau  pour  un  même  réservoir,  on  peut 

raisonner  comme  pour  établir  les  équations  (2),  (Yy — yy)^  étant 

1 
remplace  par  (Yy  —  yj)^-  On  est  conduit  a  un  système  d'équations 
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diflerenlleties  compris  dans  les  systèmes 

(lo)  tt/-^' =  K*,wi -+-... -4- fx;„i««   (»). 

Systèmes  de  réservoirs  avec  un  nombre  quelconque  d^ orifices 
noyés  ou  non  ou  de  déversoirs,  —  Les  réservoirs  sont  cylindri- 
ques, les  déversoirs  ont  leur  crête  horizontale  et  ne  sont  pas  noyés* 
En  prenant  encore  comme  fonctions  à  déterminer  Ui  des  quantités 
proportionnelles  aux  vitesses  (moyennes)  à  travers  chaque  orifice 
ou  chaque  déversoir,  on  obtiendra  un  système  de  la  forme 

Dans  les  seconds  membres,  les  termes  linéaires  proviennent  des 
orifices,  les  termes  cubiques  des  déversoirs. 


V. 

ImOICATlON    DE    PROBLÈMES    ANALOGUES. 

I®  Théorie  de  la  chaleur,  —  Si  l'on  se  reporte  à  la  figure  de 
la  page  i3i,  on  pourra  supposer  que  Sf,  S^,  •••,  S/'  ^^"^  des  corps 
conducteurs  à  températures  T,,  T2,  ...,  T;i  communiquant,  au 
point  de  vue  calorifique,  par  des  fils  de  dimensions  négligeables, 
de  façon  que  le  corps  S|  ne  fournisse  de  la  chaleur  qu'aux  corps 
S14.1,  • .  •,  S/|.  On  pourra  supposer,  ou  non,  négligeables  les  pertes 
par  le  milieu  ambiant;  T^  communique  ou  non  avec  un  corps  à 
température  fixe  Tq.  A  une  première  approximation,  les  échanges 

(*)  Dans  le  cas  de  n  =  3,  les  systèmes  (3)  et  (10)  s'intégrent  par  des  quadra- 
tures. 

Exemple.  —  Dans  le  cas  de  (3),  on  a 

on  est  ramené  à  une  équation  différentielle  homogène,  puis,  par  le  changement  de 
variable  11^=  UiX,  à  des  quadratures. 

Le  système  (10)  peut  admettre  une  solution  linéaire  réelle  Uj=  p^(a  +  /)  dé- 
pendant d^nn  paramétre  arbitraire  a* 
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de  chaleur  pendant  le  temps  dt  d'un  corps  à  l'autre  étant  propor- 
tionnels aux  différences  de  température,  les  équalions  différen- 
tielles seront  linéaires  et  à  coefficients  constants. 

2°  Théorie  des  gaz.  —  On  pourra  supposer  que  S/,  Sj, . . .,  S» 
sont  des  réservoirs  d'air  ou  de  gaz  comprimé  ou  raréfié  qui  com- 
muniquent dans  des  conditions  variées  (écoulement  isotherme  ou 
adiabatique).  Je  n'insiste  pas  ici,  comptant  revenir  sur  ce  pro- 
blème. 

3®  Equations  différentielles;  systèmes  plus  généraux.  —  On 
peut  considérer  les  systèmes  plus  généraux  que  (3)  et  (lo) 

Je  cherche  une  solution 

p*+'5'(/H- /)**-»-/*-/=  (^^,p;«^-.  ..+ ^^„pmj(^  ^  ^)„«. 

je  prendrai 

A'5  H-  /*  —  /  =  5m, 

s{k^  l  —  m)  =  l^ 

ce  qui  est  toujours  possible  quand  k  -\-  l^  m.  Les  pi  sont  alors 
déterminés  par 

p*+V=ï  K/ipï*-^. .  .H-  ix/i,p?        («  =  I,  2,  . . .,  n), 

ee  qtii  est  Coiijours  peasîble  poor  luie  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  des  jx/y,  quels  que  soient  A*,  /,  m  (k-^l  —  i»  ^  o).  la 
solution  trouvée  dépend  d'une  constante  arbitraire  a;  k^  l^  m 
peuvent  être  fractionnaires  (  '  ). 

(  •  )  Le  système 
uù  9,  est  une  fonction  de  —S  •••)  -^>  comprend  comme  cas  particuliers  les  sys- 

U^  li. 
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Sî  Ar  4-  '  =  «i,  on  cherchera  une  solatîon  m;  =  pie^  : 

ce  qui  conduit  à  une  équation  de  degré  n  en  a'  et  donne,  en  géné- 
ral, ni  valeurs  de  a.  Quand  l=ij  le  changement  de  variables 
££?*=  (V|  conduit  à  un  système  d'équations  linéaires  à  coefficients 
constants. 

On  peut  montrer  que,  pour  certains  des  systèmes  différentiels 
précédents,  comprenant  les  systèmes  (2),  les  solutions  simples  ci- 
dessus  sont  asymptotiques  à  une  catégorie  de  solutions.  J'envisage 
les  systèmes  de  la  forme  (*) 

(  m  >  o,        A:  >  o,        I»  —  ^  —  I  >  o,        X/y  ^  o,        X//  >  o, 
qui  sont  analogues  à  (a).  D'abord,  on  a  la  solution 

I  ^ 

avec  s  =  7 <  o, 

p*+i  s  =  X/,pf -^. .  .-hX/,/_,p« ,  -  X/,/p7», 
pt+W  =  -Xnpr,        pt+'-~=-X,i(A:H-i-/ii)>o, 

ou 

/  pt-^»-'«=X|,(m-X:-i)>o, 

(5  ter)    \  I 

tèmes  ci-dessus  et  donne  lieu  i  des  remarques  analogues  qui,  peut-être,  n'ont  pas 
encore  été  indiquées;  en  posant 

I*  Pour  /  p^  0,  j  =  - — r  f  on  obtient  une  solution 

«.=  P<(a-+-0% 

a  étant  une  constante  arbitraire  et  les  p^  déterminés  par  n  équations  compatibles 
dans  des  cas  étendus; 
a*  Pour  /  =  0,  on  obtient  des  solutions 

w.=  P.«"', 

a  et  les  rapports  ^»  ...»  -^  étant  déterminés  par  n  équations  compatibles  dans 

des  cas  élendus;  chaque  solution  renferme  encore  une  constante  arbitraire. 
(*)  On  pourrait  aussi  prendre  pour  variables  u^'*'^  =  «y^.  . 
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Ce  sjrstème  a  toujours  un  système  de  solutions  ^  o  ei  un  seul. 
Le  changement  de  variables 

(6  ter)  Ut—  UiZi        (t  =  i,2,  ...,/i,  ^i  =  i) 

donne 

dui=s  Ut  dii-h  Zidux^ 

.  __  rf^i      _  M/'  duj (M|  dzj-h  g|  duf)u\'zf 

^  ~  X„Mi«-^  ""  ht  «*?*  -H . . .  -  X,7 <  ~"  (X/,  4-  X/t^y  -f.. . .—  \az^ ) ttf  ' 

c?a|       __       z^(ui  dz£-h  Zfdui) 
"       X^      ""  X/i  H-  X/, *«-+-.. .—  \iizf  ' 

rf«,[X//iff— X„zf'+»  — (X/,-f....4-X/,/_,^^,)]  =  X„Mi«f  û?z/, 


(7  /tfr)  -  !«;«-*-»  rf^  = 


^lii  Zi  dz, 


XiiUi         X,7^«— X„Z*+«— (X/t-^...H-X/,/^i««,) 


Je  suppose  les  valeurs  initiales  des  ui  positives  >>  o. 
D'abord,  u%  étant  positif  ainsi  que  u\^  ~  décroît,  et 


(m 


-it-i)Xn  [wf-*-»       (aî)"-*-«J  ""'      ^' 


montre  que  Uy  tend  vers  o  quand  /  croît  indéfiniment.  -^  croît  ou 

décroit  encore  suivant  que  z-,  positif,  est  inférieur  ou  supérieur  à 
la  racine  positive  unique  2^/>>  o  de 

X/(«/)  =  X/,.^;«-Xn«*^«-(Xn-4-...H-x,;/-.,^«L,); 

X^i  est  fonction  de  ^a,  . . .,  5|.| . 
Or 

On  admettra  encore  que 

">= ^^     t     ■         (y  =  i,a,  .-M*  —  !) 

{a +  <)'"-*-» 

soit  une  solution  asymptotique  des  e  — •  i  premières  équations  (s  /er); 
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^/-H  •  •  •>  ^2  sont  aussi  voisins  qu  on  veut  de  C — >  . . .,  ^  dès  que  t 

,.    .  Pi  Pt         ^ 

est  assez  grand;  Zi  reste  limité. 

Comme  dans  le  cas  où  m  =  3,  k=^i^  si  [//(-s/)!  >  B|  (B|  fixe) 

quand  /  est  compris  entre  /^  et  l^  assez  grands, 


î^'|>B,„r-=B,fi:^. 


d'où  résulte  une  absurdité.   On  voit  finalement  que  Zi  a  pour 

limite  ^  quand  t  croît  indéfiniment,  et  Ton  conclut  : 
Pi^  ' 

Pour  m  et  k>o^  m  —  k  —  i  >  o,  X/y>  o,  X//>  o,  les  solutions 
des  équations  (2  ter)  dont  les  valeurs  initiales  sont  toutes  posi- 
tives >  o  sont  asymptotiques  à  une  solution  de  la  famille  de 
solutions 

M/= — \ —         (i  =  i,2,  ...,n), 

les  pi  étant  déterminés  par  (5  /er)  <?^  >  o  (*). 

Enfin,  si,  pour  une  valeur  initiale  de  t  quelconque,  les  Zj  sont 

égaux  à  —  >  . ..,  —  quand  y  =  2,  . ..,  /,  les  Wj,  . . .,  ui  seront,  quel 

que  soit  ^,  de  la  forme  (4  ter)^  toujours  en  vertu  du  théorème  de 
Cauchy. 

Je  me  dispense  d^examiner  le  cas  plus  général  où  les  X/y  {j~i) 
varient  légèrement  avec  Ui  (/ =  i,  2.  .  ..,  n)  :  il  est  bien  probable 
que  les  résultats  trouvés  quand  m  =  3,  k  =  1  subsistent. 

(')  Il  resterait  à  examiner  et  à  discuter  le  cas  où  certaines  des  valeurs  initiales 
des  Ui  sont  négatives. 

On  voit,  par  tout  ce  qui  précède,  Tinlérét  que  peut  présenter  la  connaissance 
d*une  solution  particulière  simple  d'un  syslème  d*équalions  dilTérentîelles;  si  Ton 
peut  établir  que  toute  une  catégorie  de  solutions  lui  est  asymptotique  quand  la 
variable  /  croit  indéfiniment,  dèà  que  t  est  assez  grand,  on  a  une  idée  approchée 
de  toutes  ces  solutions. 


XXXIII. 
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NOTE  AD  SUJET  DE  LA  DÉVIATION  DES  GRAVES  DANS  U  CHUTE  LIBRE; 
Par  M.  le  Comte  de  Sparre. 

J^aî,  dans  une  Note  précédente,  donné  les  équations  du  mouve- 
ment relatif  à  la  surface  de  la  Terre  supposée  spliérique.  Dans  une 
Communication,  présentée  à  TAcadémie  le  23  janvier,  M.  Maurice 
Fouché  a  fait  remarquer  que,  si  Ton  suppose  que  la  surface  de  la 
Terre  est  une  surface  de  niveau  pour  la  pesanteur^  la  déviatioa 
dans  la  chute  des  graves  est  la  même  pour  la  chute  dans  un  puits 
que  pour  celle  du  haut  d'une  tour,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu 
dans  le  cas  de  la  Terre  supposée  sphérique.  Le  fait  est  exact,  mais 
M.  Fouché  a,  dans  le  cours  de  sa  démonstration,  commis  une 
erreur  sur  le  sens  de  la  courbure  des  lignes  de  force.  Je  crois 
donc  qu'il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  donner  une  autre  démon- 
stration du  même  fait. 

Pour  établir  la  formule  que  j'ai  en  vue  je  me  servirai  d'une 
formule  due  à  Bertrand,  mais  dont  je  crois  utile  de  donner  une 
démonstration  directe,  pour  mieux  faire  saisir  ce  qui  a  trait  au 
sens  de  la  concavité. 

Soit  une  première  série  de  courbes  S,  S»,  Sa,  ...,  et  leurs  tra- 
jectoires orthogonales  C,  C,,  Cj, 

Fig.   I. 


Considérons  deux  courbes  infiniment  voisines  de  chacun  des 
deux  systèmes  S,  S|,  C,  C|. 

Soient  Q,  Qi,  P,  P|  leurs  points  de  rencontre.  Soient,  de  plus, 
PD  et  PB  les  tangentes  en  P  à  S,  et  C,P|,H  la  tangente  en  P|  àS|, 
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P,  BA  et  QDAEH  des  parallèles  menées  par  P,  et  Q  à  PD  et  PB. 
Uangle  de  contingence  rfô  de  la  courbe  C|  est  égal  à  AP,  H,  de  sorte 
que  l'on  a 

de  plus,  AH  étant  du  second  ordre  et  AP,  du  premier,  nous  pour- 
rons, dans  le  calcul  de  AH,  négliger  les  termes  du  troisième  ordre 
et  ceux  du  second  dans  le  calcul  de  P,  A.  Nous  aurons  d'abord,  au 
second  ordre  près, 

AP,  =  AB  =  PD  =  PQ. 

Nous  avons  ensuite 

AH  =  QH  —  QA  =  QE  -+-  EH  —  QD  -  DA, 

E  étant  le  point  de  rencontre  de  QH  avec  S|.  Mais,  comme  QH 
fait  un  angle  infiniment  petit  avec  la  tangente  en  Q  à  C  et  que  de 
plus  il  fait  aussi  un  angle  infiniment  petit  avec  la  normale  à  S,  en 
un  point  quelconque  de  l'arc  P|  E.  çn  a,  au  troisième  ordre  près, 

QE  =  QQ„ 

et  de  plus  EH  diffère  d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  de 
la  distance  du  point  E  à  la  tangente  P4  H  à  S|  en  P, .  Si  donc  R  est 
le  rayon  de  courbure  de  S  et  R -h  rfR  celui  de  S|,  on  a,  au  troi- 
sième ordre  près, 

^  aR  2(H-f-€ïR) 

Mais  on  a,  au  second  ordre  près, 

P,E  =  P,A  =  PQ, 

et,  par  suite,  au  troisième  ordre  près, 

QD  =  EH, 

d'ailleurs,  toujours  au  troisième  ordre  près, 

DA  =  PB  =  PPi, 

de  sorte  que  Ton  a  en  définitive 

QQ.~PP. 


t/0  = 


yi> 
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et,  par  suite,  pour  le  rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  Ci, 

I  _  QQ,-^PP. 
p-     PQ.PPi    ' 

la  concavité  étant  tournée  du  côté  où  les  lignes  S  se  rapprochent. 

Si  Ton  a  maintenant  une  série  de  surfaces  de  niveau  qui  soient 
de  révolution,  la  section  de  ces  surfaces  par  un  plan  méridien 
déterminera  des  courbes.de  niveau.  S,  S|,  ...,etles  lignes  de 
force  C,  Cf,  ...  comprises  dans  ce  plan  méridien  seront  les  tra- 
jectoires orthogonales  des  lignes  S,  S|,  .. .. 

Désignons  par  s  la  dislance  des  deux  courbes  de  niveau  infini- 
ment voisines,  S  et  S|,  et  par  F  la  valeur  de  la  force  en  un  point  Q 
de  S,  qui  est  normale  à  S;  comme  le  produit 

Fs 

représente  le  travail  lorsqu'on  passe  de  la  courbe  S  à  la  courbe  S|, 
ce  produit  sera  constant,  et  Ton  a 

Fe  =  rfa. 

cp(j7,  z)  étant  la  fonction  des  forces  dans  le  plan  méridien  con- 
sidéré, 

est  Téquation  de  S. 

On  a  donc  dans  le  cas  actuel 

d'oii 

fia  dh. 

\_  _  "f"  ~  F  -Kf  F  _     </F  I  _  I    rfF 

P~     PO      à-,         -F.l'Q'         ""         p-Frf,' 

//F 

ds  désignant  Tare  de  la  courbe  S  et  -^  la  dérivée  de  F  par  rap- 
port à  5  lorsqu'on  se  déplace  sur  S. 

Mais,  si  H  désigne,  comme  plus  haut,  le  rayon  de  courbure  de  S 
et  rOv  son  angle  de  contingence,  on  a 
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ce  qui  est  la  formule  de  M.  Fouché,  mais  la  démonslralioii  préco- 
dente  fait  voir,  sans  aucune  ambiguïté,  que  la  concavité  de  la  ligne 
de  force  est  tournée  du  côté  où  les  lignes  de  niveau  se  rapprochmt 
donc  du  côté  où  la  force  croit.  Il  résulte  de  là  qu'à  la  surface  de 
la  Terre  la  concavité  des  lignes  de  force  est  dirigée  vers  le  nord. 
Si  l'on  suppose  que  la  variation  de  la  gravité  est  exprimée  par 
la  formule  généralement  admise 


<r  =  ^0— o,o5cos»X, 

on  aura 

d¥                 .    ^         ^ 

-7i-    =  0,I  SlIlA  COSA, 

et  par  suite 

1               1                 •     %           ^ 

-  =  — rr  0,1  smXcosA 

de  plus,  la  concavité  des  lignes  de  force  étant  dirigée  vers  le  nord, 
l'effet  de  l'aplatissement  se  retranche  de  celui  de  la  rotation  et 
Ton  aura,  pour  le  mouvement  en  projection  sur  la  tangente  au 
méridien  dirigée  vers  le  sud, 


ou,  en  prenant 


d'où 


f£i  jT  ^  O     I  I 

-r-r  =  2  0)*  sinX  cosX^'/* — A»-— VrsinA  cosX-.4?^', 

37  =  -  w*  sin X  cos Xs't*  (  i  —  , ..'    ,  ) • 
6  \         -{ K  (o*  / 


Soit,  en  prenant  pour  R  le  rajon  moyen  de  la  Terre  sensible- 
ment, 

a:  =  —  sinX  cosA/Ç'/*. 

La  valeur  donnée  par  M.  Touché  est  environ  cinq  fois  plus  forle. 


XXXIII.  10. 
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SUR  LA  DÉVIATION  DES  GRAVES  ET  LES  CHAMPS  DE  FORCE; 
Par   M.   Maurice  Fouché. 

Dans  une  Note  pnfsenlée  à  l'Académie  des  Sciences,  le  23  jan- 
vier dernier,  j'ai  montré,  à  propos  de  la  déviation  des  graves,  que 
la  courbure  des  lignes  de  force  ne  dépend  nullement  de  la  varia- 
tion de  la  force,  dans  le  sens  de  sa  direction,  mais  seulement 
de  la  variation  de  rinlensité  de  la  force  quand  on  se  déplace 
sur  une  surface  de  niveau  (*).  Malheureusement,  j'ai  laissé 
échapper,  dans  celle  Note,  des  erreurs  qui  m'ont  été  signalées 
par  M.  de  Sparre  et  qu'il  importe  de  reclifier.  En  premier 
lieu,  la  concavité  des  lignes  de  force,  ainsi  que  je  le  montrerai 
tout  à  l'heure,  et  contrairement  à  ce  que  j'avais  dit,  est  dirigée 
du  côté  où  la  force  croit.  Dans  le  champ  de  la  pesanteur, 
cela  fait  une  déviation  vers  le  nord.  De  plus,  j'avais  omis^  dans  la 
dérivée  de  la  formule  de  Clairaul,  un  facteur  2,  ce  qui  fait  que  la 
valeur  trouvée  pour  la  déviation  due  à  la  courbure  des  lignes  de 
force  est  deux  fois  plus  grande  que  je  l'avais  annoncé,  et  qu'elle 
doit  être  retranchée  de  la  déviation  due  à  la  force  centrifuge  com- 
posée au  lieu  de  lui  être  ajoulée.  Comme  cette  dernière  a  une 
valeur  absolue  plus  grande,  il  reste  une  déviation  résiduelle  qui  est 
dirigée  vers  le  sud  et  qui  est  la  même,  soil  qu'on  abandonne  le 
corps  d'un  lieu  élevé,  soit  qu'on  le  laisse  tomber  dans  un  puils. 

M.  de  Sparre  a  calculé  le  coefficient  de  cette  déviation  dans  une 
Noie  présentée  à  la  Société  mathématique,  ce  qui  me  dispense 
d'insister  |)lus  longtemps  sur  ce  sujet  particulier.  Cependant,  je 
crois  qu'il  n'est  pas  inutile  de  donner  quelques  indications  com- 
plémentaires sur  ce  problème  de  la  déviation  des  graves  qui  a 
occupé  de  nombreux  géomètres,  et  qui,  si  je  ne  me  trompe,  vient 
seulement  d'être  élucidé  complètement,  il  n'y  a  rien  à  dire  de  la 


(')  M.  Darboux  m'a  dit  qu'il  avait  donné  dans  son  enseignement  le  moyen  de 
trouver  le  plan  osculaleur  et  Je  rayon  de  courbure  d'une  quelconque  des  trajec- 
toires orthogonales  à  une  famille  de  surfaces,  ce  qui  est  évidemment  la  même 
question;  mais  j'iî^nore  la  forme  définitive  qu'il  a  donnée  à  la  formule  et  les 
détails  de  la  démonsliMlion. 
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déviation  vers  l'esl,  calculée  depuis  longlemps.  La  dévialion  vers 
le  sud  a  montré  plus  de  difficultés,  parce  que  les  auteurs  qui  l'ont 
abordée  ont  cherché  à  déterminer  la  courbure  des  lignes  de  force 
de  l'attraction,  pour  composer  ensuite  cette  attraction  avec  la 
force  centrifuge  et  avec  la  force  centrifuge  composée.  De  là  vient 
qu'ils  ont  été  conduits  à  faire  des  hypothèses  sur  la  constitution 
interne  de  la  Terre,  el  à  distinguer  le  cas  où  le  corps  tombe  stir 
le  sol  de  celui  où  il  pénètre  à  l'intérieur  du  globe,  parce  que,  dans 
les  deux  cas,  la  loi  d'atlraclion  est  différente.  Il  semblait  pourtani, 
a  priori,  qu'une  différence  entre  les  résultats  des  deux  manières 
d'opérer  était  bien  invraisemblable,  et  je  dois  dire  que  c'est  celte 
invraisemblance  qui  m'a  déterminé  à  envisager  autrement  le  pro- 
blème. En  fait,  on  trouve  une  différence  si  l'on  fait  le  calcul  dans 
rhypolhèse  où  la  surface  de  la  Terre  n'est  pas  une  surface  de 
niveau;  mais  c'est  là  une  supposition  inadmissible  si  l'on  opère  sur 
un  sol  horizontal.  Si  Ton  voulait  étudier  ce  qui  se  passe  dans  le 
cas  où  l'on  ferait  l'expérience  sur  le  flanc  d'une  montagne,  il  fau- 
drait faire  intervenir  les  attractions  locales,  ce  qui  fait  que  la 
question  perdrait  tout  intérêt  théorique,  el,  comme  elle  n'a  aucun 
intérêt  pratique  à  cause  de  l'extrême  petitesse  du  résultat,  je  ne 
pense  pas  qu'il  y  ait  lieu  de  s'y  arrêter  plus  longlemps. 

L'erreur  que  j'ai  commise  est  regrettable  à  un  autre  point  de 
vue.  En  disant  que  la  dévialion  due  à  la  courbure  des  lignes  de 
force  de  la  pesanteur  est  dirigée  vers  le  sud,  j'ai  laissé  entendre 
que  sur  toute  planète,  quels  que  soient  l'aplatissement  et  la  gra- 
vité à  la  surface,  il  y  aurait  toujours  une  dévialion  vers  le  sud. 
Puisque,  au  contraire,  la  courbure  des  lignes  de  force  dévie  les 
graves  vers  le  nord, on  peut  concevoir  que,  sur  une  planète  autre- 
ment constituée  que  la  nôtre,  celle  cause  de  déviation  l'emporterait 
sur  la  force  cenliifuge  composée  et  produirait  une  dévialion  défi- 
nitive dirigée  vers  le  nord.  Cependant,  il  n'est  pas  sûr  que  cela 
soit  possible,  parce  qu'il  y  a  des  relations  entre  la  force  centrifuge, 
l'aplatissement  et  la  gravité.  C'est  un  point  à  examiner. 

Quant  au  problème  en  lui-même,  il  peut  être  entendu  de  plu- 
sieurs manières  différentes.  La  verticale  d'un  point  est  définie  par 
un  fil  à  plomb  infiniment  court  attaché  en  ce  point.  Un  fil  à  plomb 
long  donne  la  verticale  de  son  point  inférieur  qui  n'a  pas  la  même 
direction  que  celle  du  point  d'attache.  Soient  A  le  point  d'attache. 
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B  le  pied  de  la  verticale  de  A  sur  la  surface  de  niveau  passant  par 
l'exlrémilé  G  du  fil  à  plomb  long  attaclié  en  A  el  D  le  pied  sur  la  sur- 
face de  niveau  inférieure  de  la  ligne  de  force  qui  passe  en  A  et 
qui  est  tangente  à  la  verticale  AB.  En  aucun  des  points  B,  C,  D  la 
verlicale  n'est  parallèle  à  celle  de  A,  et,  par  suite,  aucun  de  ces 
points  n'a  la  même  latitude  que  A.  De  là  virnt  qu'il  y  a  quatre 
déviations  différentes  à  considérer  suivant  qu'on  entend  la  dévia- 
tion par  rapport  au  (il  à  plomb  court,  au  fil  à  plomb  long,  par 
rapport  à  la  ligne  de  force,  ou  enfin  la  déviation  en  latitude.  C'est 
la  déviation  par  rapport  au  fil  à  plomb  court  qui  a  fait  l'objet  des 
calculs  de  M.  de  Sparre  et  des  miens.  Il  suffit  de  tracer  une  figure 
grossière,  la  ligne  de  force  étant  concave  vers  le  nord,  pour  recon- 
naître les  faits  suivants  {fi^.  i)  : 


Fig. 


Pôle  Nord 


i"  r^a  verticale  du  point  A  (fil  à  plomb  court)  tombe  au  sud  de 
la  ligne  de  force  ; 

'i*^  Ijà  verticale  de  D  s'élève  en  passant  au  sud  de  A.  Donc  le  fil 
à  plomb  long  tombe  au  nord  de  la  ligne  de  force; 

3"  La  latitude  en  (]  (pied  du  fil  à  plomb  long)  est  plus  faible 
([n'en  A.  Donc,  le  point  de  niveau  inférieur  qui  a  même  latitude 
que  A  est  au  nord  de  C 

De  là  résulte  (jue,  de  toutes  les  esp('*ces  de  déviations,  la  plus 
petite  est  celle  qui  est  rapportée  au  fil  à  plomb  court;  viennent 
ensuite,  par  ordre  de  grandeur  croissante,  celle  qui  est  rapportée  à 
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la  ligne  de  force,  celle  qui  est  rapportée  au  fil  à  plomb  long,  el 
enfin  la  déviation  en  latitude,  la  plus  grande  de  toutes. 

Remarquons  enfin  que,  si  Ton  supprimait  Faction  de  la  force 
centrifuge  composée,  laquelle  donne  une  déviation  vers  le  sud,  la 
trajectoire  du  mobile  serait  évidemment  comprise  entre  la  ligne  de 
force  AD  et  sa  tangente  AB  (*),  d'où  il  suit  que,  quelle  que  soit 
la  constitution  de  la  planète,  les  trois  dernières  déviations  sont 
toujours  australes;  seule  la  première  pourrait  peut-être  se  trouver 
boréale,  comme  je  Tai  expliqué  plus  haut. 

J'arrive  maintenant  à  la  détermination  du  plan  osculateur  et  du 
rajon  de  courbure  des  lignes  de  force.  La  méthode  analytique 
que  j*aî  suivie  pour  la  seconde  de  ces  déterminations  a  l'inconvé- 
nient de  ne  pas  mettre  en  évidence  le  sens  de  la  courbure.  Voici 
une  méthode  géométrique,  d^ailleurs  très  simple  : 

Soient  A  et  B  {Jig^  2)  deux  points  infiniment  voisins  d'une  ligne 


de  force.  Les  plans  normaux  en  A  et  B  se  coupent  suivant  une 
droite  (D)  qui  est  Taxe  de  la  courbure  de  la  ligne  de  force.  Donc, 
le  plan  osculateur  de  cette  ligne  est  perpendiculaire  à  D.  Mais  les 
deux  plans  normaux  sont  tangents  aux  surfaces  de  niveau  qui 
passent  en  A  et  B  ;  si,  par  chacun  de  ces  points,  on  mènedes  parallèles 
à  D,  on  aura  deux  tangentes  parallèles  aux  surfaces  de  niveau,  et 
telles,  par  conséquent,  que,  si  l'on  se  déplace  sur  Tune  des  deux 
surfaces,  en  suivant  une  ligne  tangente  à  l'une  d'elles,  la  distance 

(')  Cette  remarque  m'a  clé  faite  par  M.  Lallemant. 
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du  point  mobile  à  l'autre  surface  ne  subira  qu'un  accroissemeoldu 
second  ordre.  Donc  chacune  de  ces  droites  est  tangente  à  la  ligne 
de  force  constante  tracée  sur  la  surface  correspondante,  d'où  ce 
théorème  : 

Le  plan  oscillateur  d'une  ligne  de  force  est,  en  chacun  de 
ses  points,  normal  à  la  ligne  de  force  constante  menée  par  ce 
point-là  sur  la  surface  de  nis^eau  correspondante. 

On  peut  ajouter  que  la  trace  du  plan  osculaleur  en  un  point 
d'une  ligne  de  force  sur  la  surface  de  niveau  qui  passe  en  ce  point 
est  la  direction  du  maximum  de  variation  de  la  force  sur  la  surface 
de  niveau.  Enfin,  il  est  manifeste  que  la  concavité  de  la  ligne  de 
force  est  tournée  du  côté  de  la  droite  (D),  c'est-à-dire  du  côté  où 
les  surfaces  de  niveau  se  rapprochent,  ou  enfin  du  côté  où  la  force 
croît. 

Abaissons  de  A  et  B  les  perpendiculaires  AH  et  BH  sur  (D). 
AH  sera  le  rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  de  force.  Prenons, 
sur  AH,  un  point  C  infiniment  voisin  de  A,  et  menons,  sur  le 
plan  A(D),  les  deux  perpendiculaires  AM  et  CN,  limitées  au 
plan  B(D). 

Traçons  enfin  NP  parallèle  à  AH.  AM  et  GN  représentent,  aux 
infiniment  petits  près  du  second  ordre,  les  distances  de  A  et  de  C  à 
la  surface  de  niveau  infiniment  voisine.  Ce  sont  deux  quantités 
inversement  proportionnelles  aux  intensités  des  forces  qui 
s'exercent  en  A  et  C  et  MP  en  est  la  différence. -Les  triangles  sem- 
blables MNP,  MAH  donnent 

MP  _  NP 
MA  ""  AH  ' 

NP  =  AC  est  le  déplacement  ds  sur  la  droile  AH.  AH  =  p.  On 
aura  donc,  MP  étant  un  accroissement  négatif, 

~tflog(MA)=  ~, 
P 

ou,  puisque  MA  est  inversement  proportionnelle  à  la  force  F, 
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ou  encore 

p"  F  'ds' 

Ainsi,  la  courbure  de  la  ligne  de  force  est  la  dérivée  du  loga- 
rithme de  la  force  prise  dans  la  direction  de  la  surface  de 
niveau  où  l'accroissement  de  la  force  est  maximum. 

Si  Ton  trace  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  de  niveau  deux 
axes  rectangulaires  Plx  et  Âj^,  on  reconnaîtra  sans  peine  que 
l'expression 

est  un  invariant,  c'est-à-dire  qu'elle  conserve  la  mcme  valeur  quand 
on  change  les  axes.  Il  suftit,  pour  s'en  assurer,  de  remarquer  que 
cette  expression  représente  Tinlensité  d'une  force  dans  un  champ 
plan  dont  le  potentiel  serait  F.  Si  les  axes  sont  dirigés  suivant  AH 
et  la  perpendiculaire  à  AH,  la  variation  de  la  force  le  long  de 
cette  perpendiculaire  est  nulle,  et  l'invariant  se  réduit  à 

m- 

Donc  l'expression  de  la  courbure  se  met  aussi  sous  la  forme 

_i__j_r/^y    (àFy\ 

qui  est  celle  que  j*ai  donnée. 

Dans  la  même  séance  où  j'avais  présenté  ma  Note  sur  la  dévia- 
lioa  des  graves,  M.  Darboux  avait  présenté  une  Note  de  M.  Carrus 
sur  les  familles  de  surface  qui  adiuellent  des  trajectoires  ortho- 
gonales planes,  et  l'avait  fait  suivre  de  remarques  complémentaires 
dans  lesquelles  il  établit  que  le  problème  se  ramène,  en  général,  à 
l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles  partielles  du  second 
ordre,  et  admet,  de  plus,  une  nouvelle  intégrale  première  lorsque 
les  plans  des  lignes  de  force  sont  astreints  à  passer  par  un  point 
fixe  ou  à  être  parallèles  à  une  droite  fixe. 

Interprétée  dans  le  langage  de  la  Mécanique,  celle  intégrale 
première  exprime  que  les  intersections  des  surfaces  de  niveau  cl 
des  surfaces  d'égale  force  sont  sur  des  sphères  concentriques  dans 
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le premier  cas,  sur  des  plans  parallèles  dans  le  second.  Il  y  a  peul- 
êlre  quelque  înlérêl  à  faire  observer  que  ce  résuhat  découle  immé- 
diatement du  théorème  relatif  aux  plans  osculateurs  des  lignes  de 
force. 

SI,  en  effet,  celles-ci  sont  planes,  leurs  plans  seront  normaux 
aux  lignes  d^ égale  force  tracées  sur  les  surfaces  de  niveau.  Pour 
être  plus  précis,  disons  que  chaque  ligne  d'égale  force  tracée  sur 
une  surface  de  niveau  est  une  trajectoire  orthogonale  de  tous  les 
plans  des  lignes  de  force  qui  passent  par  ses  divers  points.  Si  donc 
tous  ces  plans  passent  par  un  point  fixe  O,  leurs  trajectoires  or- 
thogonales seront  situées  sur  des  sphères  de  centre  O.  Si  les  plans 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  leurs  trajectoires  orthogonales 
seront  dans  des  plans  perpendiculaires  à  cette  droite. 

Si  Ton  prend  trois  axes  rectangulaires  passant  par  le  point  fixe 
ou  un  axe  des  x  parallèle  à  la  direction  fixe,  F  désignant  la  force, 
et  V  le  potentiel,  on  aura  dans  le  premier  cas 

et  dans  le  second 

F  =  f^{x,  v\ 

puisque  la  force  ne  varie  pas  quand,  v  restant  constant,  on  reste 
sur  une  même  sphère  ayant  son  centre  à  Torigine,  ou  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Ox,  Ces  équations  sont  les  intégrales  premières 
dont  il  vient  d'être  question. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  Tavaneement  et  la  propa- 
gation  des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées*  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Ëlrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  i  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
1*^  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parie  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a""  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  içs  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3**  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  virigi  fi-ancs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quinzefrancs  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cenu  frotncs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i"  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer* 
cice  en  cours,  quelle  que  soit  Tépoque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré> 
sentant  quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
an  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  l'envoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  Jui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE  GAUTHIER-YILLARS. 


JORDAN  (Camille),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  k  l'École  Polytech- 
nique. —  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechniqae-  2*  édition,  entiè- 
rement refondue.  3  volumes  in-8,  avec  figures,  se  vendant  séparément  : 

ToMB  I  :  Calcul  différentiel;  1898 17  fr. 

TombII;  Calcul  intégral  {Intégrales  définies  et  indéfintes)\ 

1894 17  fr. 

ToMB  III:  Calcul  intégral  (Équations  différentielles);  1896..     i5  fr.  i^^  j 
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TOME  XXXIII.  -  FASCICULE  III. 


PAKIS, 
AU    SIÈGE   DE   LA    SOCIÉTÉ, 

A     LA    SORBONNB. 

1905 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M.  Claude- Lafontaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  32,  à  Paris, Trésorier  de  la  Société.        Digitized  by  vjOO* 

On  s'abonne  et  l'on  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Librairie 
Gauthier- Villars,  55,  quai  des  Grands-Augustîns,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lieu  lea  premier  et  troi- 
sième jeudis  de  chaque  mois  à  9  heures  du  soir. 

Depuis  le  i'*^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorhonne,  escalier 
tout  au  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite). 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  TUni- 
Yorsité,  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires;  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences^ 
place  de  la  Sorbonne,  soit  au  domicile  de  l'un  des  secrétaires,  de  pré- 
férence à  M.  Qrèrj,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Rafly. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ihématique  de  France  a  décidé  qu'à  Tavenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume. 

fr 

Dix  volumes  au  moins 4 ,60 

De  cinq  à  neuf  volumes 5, 00 

Moins  de  cinq  volumes 6,00 


Dans  sa  séance  du  a8  février  1900,  Je  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  Fépreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société, 


Conformément  à  des  décisions  prises  parle  Conseil  et  par  la 
Commission  d'impression  : 

1**  Le  Bulletin  y  depuis  le  Tome  XXVIl,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2^  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  sonl 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  diaprés  le  sujet  traité,  Vlndex  du 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques  ; 

3**  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  tcxie 
imprimé. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU    6    AVRIL    1905. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   BORBL. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  runanimilé,  membres  de  la  Société  :  M.  Hedrick, 
présenté  par  MM.  Darboux  et  Borel  ;  M.  Ouivet,  présenté  par 
MM.  KaflTy  et  Estanave. 

Communications  :   . 

M.  Fouché  :  Sur  les  champs  de  force  où  les  lignes  de  force 
sont  planes, 

M.  Hadamard  :  Sur  le  problème  de  Caucliy  pour  les  équa- 
tions linéaires  du  second  ordre  dans  le  cas  d'un  nombre  pair 
de  variables, 

SÉANCE    DU    13    AVRIL    1903. 

PRESIDENCE  DE  M.   BIOCHE. 

Communications  : 

M.  D.  André  :  Sur  les  sommes  des  nombres,  pris  de  quatre 
en  quatre,  des  combinaisons  régulières  d'ordre  quelconque. 

M,  Bioche  :  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  admettent  comme 
ligne  asymptotique  une  biquadratique  de  quatrième  clause. 


SÉANCE     DU    4    MAI     1905. 

PRKSIDENCE  DE   11.   BOREL. 

Communications  : 

M.  Lebesgue  :  Sur  les  développantes  successives  d' une  courbe 
plane  et  leur  limite, 

M.  Borel  présente  quelques  observations  sur  la  définition  de  la 
convexité,  k  propos  de  la  Communication  précédente. 

M.  Bernsteln  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  à  courbure 
positive  et  celle  des  surfaces  à  courbure  négative, 

M.  Borel  :  Sur  les  principes  de  la  théorie  des  ensembles, 

M.  Lebesgue  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 
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SÉANCE    DU    18    MAI    1905. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  BLUTBL. 

Communications  : 

M.  Faloii  :  Caractères  de  convergence  des  séries  trigonomé- 
triques. 

M.  Raffy  :  Sur  certaines  surfaces  dont  la  définition  est  inva- 
riante relativement  à  la  transformation  conforme  par  nor- 
maies  parallèles. 

M.  Rémoundos  adresse  une  Note  Sur  le  cas  d'exception  de 
M.  Picard  et  les  fonctions  multiformes, 

M.  Aulonne  adresse  un  Mémoire  Sur  les  droites  fondamen- 
tales dans  les  collinéations  de  V  espace  an  —  i  dimensions. 


SÉANCE    DU    1"    JUIN    1905. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   GRÉVT. 

Communications  : 

M.  Bernstein  :  Sur  le  calcul  des  limites  de  Cauchy. 
M.  Grévy  :  Sur  la  détermination  des  fonctions  arbitraires 
dans  la  solution  d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 


SÉANCE    DU    15    JUIN  1905. 

PRÉSIDENCE   DE  II.   BOREL. 

Élections  : 

Sont  élus,  à  Tunanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  PfeîflTer, 
présenté  par  MM.  Picard  et  Sélivanoff;  M.  Maluski,  présenté  par 
MM.  Baire  et  Lebel. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  les  caractéristiques  de  certaines  équations 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur. 

'     M.  Bricard  :  Sur  les  systèmes  linéaires,  ponctuels  et  tangen- 
tiels,  de  quadriques,  à  trois  paramètres. 
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M.  Suchar  :   Sur  une  transformation  réciproque  en  Méca^ 
nique. 

M.  Bernstcin  :  Sur  le  prolongement  analytique  des  fonctions, 
M,  Goursat  adresse  un  Mémoire  Sur  le  problème  de  Mongc. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  SOMMES  DES  NOMBRES,  PRIS  DE  QUATRE  EN  QUATRE, 
DES  COMBINAISONS  RËOULIËRES  D'ORDRE  QUELCONQUE; 

Par  M.  Désiré  André, 

i.  En  ëmdiànt  les  nombres  des  permutations  alternées  (*), 
M.  Ëstanave  avait  été  conduit,  vers  la  fin  de  1902,  à  considérer  les 
sommes  des  nombres,  pris  de  quatre  en  quatre,  des  combinaisons 
simples  de  m  objets.  Il  était  arrivé,  relativement  à  ces  sommes,  à 
plusieurs  congruences  remarquables,  quSl  avait  découvertes  par 
l'observation,  démontrées  en  toute  rigueur,  et  finalement  énoncées 
dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  (^).  C'est  l'examen  de 
quatre  d'entre  elles  qui  m'a  amené  à  m'occuper  des  sommes  des 
nombres,  pris  de  quatre  en  quatre,  des  x^ombinaisons  simples  de 
m  objets. 

Dans  une  lettre  insérée  presque  enliôrementau  mêmeRecueil('), 
j'ai  donné  sur  ces  sommes,  dans  le  cas  des  combinaisons  simples, 
un  théorème  dont  les  congruences  de  M.  Ëstanave  ne  sont  que  des 
corollaires  immédiats.  Je  me  propose,  dans  le  présent  travail, 
d'exposer  les  résultats  que  j*ai  obtenus  en  étudiant  ces  mêmes 
sommes,  non  plus  dans  le  cas  des  combinaisons  simples,  mais  dans 
le  cas  des  combinaisons  régulières  d'ordre  quelconque.   Le  plus 


(1)  J'ai  fait  connaître  la  notion  et  les  propriétés  des  permutations  alternées 
dans  une  Note  et  un  Mémoire  :  Développements  de  iécx  et  de  tango;  {Comptes 
rendus  de  V  Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVIII,  1879,  p.  965-967);  Sur  les  per- 
mutations alternées  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  3*  série, 
t.  VII,  1881,  p.  167-184). 

(»)  Questions  212  et  213,  t.  X,  igoS,  p.  3'|, 

(■*)  T.  X,  i;)o3,  p.  189-193. 
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iinporlanl  de  ces  résultais  est  un  théorème  très  vaste,  dont  jceîuî 
que  j'ai  donné  pour  les  combinaisons  simples  n'est  que  le  premier 
cas  particulier. 

2.  J'ai  appelé,  il  y  a  longtemps  (*),  combinaisons  régulières 
d^ordre  a  de  m  objets  distincts  pris  n  à  /i,  celles  des  combinai- 
sons de  ces  m  objets,  /i  à  /i,  où  chaque  objet  peut  être  répété 
jusqu'à  a  fois',  mais  lion  pas  davaàlage.  Les  .combinaisons  simples 
sont  évidemment  les  combinaisons  régulières  d'ordre  i  ;  les  com- 
binaisons complètes,  celles  d'ordre  /i.  J'ai  désigné  par  (m^  n)a  le 
nombre  des  combinaisons  régulières,  d^ordre  a,  de  m  objets  dis- 
tincts pris  à  71,  en  convenant  de  regarder  (m,  o)a  comme  égal  à 
l'unité. 

Ces  nombres  (m,  n)a  peuvent  être  disposés  en  un  triangle  où 
les  lignes  correspondent  aux  valeurs  i,  2,  3,  ...  de. m;  et  les 
Colonnes,  aux  valeurs  o,  1,2,  ...  de  /i.  Chaque  élément  de  ce 
triangle  est  égal  à  celui  qui  est  juste  au-dessus,  plus  les  a  élé- 
raenls  placés  à  la  gauche  de  celui-ci.  A  chaque  valeur  de  a  corres- 
pond un  triangle;  dans  le  cas  où  a  est  ?gal  à  i,  ce  triangle  n'est 
autre  chose  que  celui  de  Pascal;  aussi  ai-je  proposé  (*)  d'appeler 
tous  ces  triangles  les  triangles  de  Pascal  des  différents  ordres. 

Considérons  le  triangle  d'ordre  a,  et,  dans  ce  triangle,  la  ligne 
de  rang  ///.  Elle  nous  présente  ma  -h  i  termes,  qui  sont  les 
nombres 

(/M,  o)a,     (w,  l)a,     (m,  2)a,     ...,     {m,  ma)a> 

Si  nous  additionnons  ces  termes  de  quatre  en  quatre  de  toutes 
les  manières  possibles,  nous  obtenons  quatre  sommes  que  nous 
représentons  par  les  symboles 

■'-'//Il     •^//i>     ^//lï     ^//*î 

l'indice  supérieur  n*étant  que  la  valeur  de  n  dans  le  terme  par 
lequel  on  commence  l'addition. 

Dans  le  triangle  d'ordre   a,  chaque  ligne  donne  ainsi  quatre 


(  *)  Mémoire  sur  les  combinaisons  régulières  et  leurs  applications  {Annales 
scientifiques  de  l'École  Morniale  supérieure,  2*  série,  U  V,   1876,   p.  13S-198). 

(*)  Liste  et  résumé  de  mes  principaux  travaux  mathématiques,  p.  17  (1  vol. 
iii-8"  raisin,  Paris,  Gaulhier-Villars,  lyo^  ). 
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sommes.  Placées  les  unes  ^ous  les  autres,  ces  sommes  forment  le 
rectangle 

S?,    S{,    SI,    s?, 

So       s*       SI       S3 

^21       "^t»       ^1»       ^î»  * 

so       SI       SI       S3 

•^31        "^3^        "^Sï        "^3» 

SJ}     s^,     S^,      SJ, 
S»       SI       SS       S=< 


dont  les  quatre  colonnes  s'étendent  indéfiniment  vers  le  bas.  C'est 
ce  rectangle  que  nous  allons  étudier,  d'abord  dans  ses  éléments, 
ensuite  dans  ses  lignes,  et  enfin  dans  ses  colonnes. 

3.  Comme  je  l'ai  démontré  par  des  raisonnements  combina- 
loires  très  simples  (*),  les  nombres  des  combinaisons  régulières 
d'ordre  a  de  m  objets,  c'esl-à-dirc  les  éléments  constituant  la 
^jième  ijgne  Je  notre  triangle,  ne  sont  autres  choses  que  les  coeffi- 
cients des  puissances  successives  de  x  dans  le  développement  de 
la  //i'*'"*'  puissance  du  polynôme 

I  -H  X  -H  ar«  -H .  • .  H-  :t-«. 

Si  donc  je  désigne  ce  polynôme  par  o(a;),  ce  sont  les  coeffi- 
cients du  développement  de  <f^^{x)  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  x^  et  les  sommes 

so        SI        SS        S3 

sont  les  résultats  qu'on  obtient  en  additionnant  de  quatre  en 
quatre  les  coefficients  de  ce  même  développement. 

Or,  si  nous  appelons  r  Tune  quelconque  des  racines  quatrièmes 
de  l'unité,  nous  avons,  comme  on  le  voit  sans  peine,  les  quatre 
égalités  suivantes 


(  '  )  Mémoire  sur  les  combinaisons  régulières  et  leurs  applications,  déjà  cité, 
p.  189. 
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chaque  V  s^élendant  aux  quatre  racines  quatrièmes  de  Tunité. 

Il  est,  d*ailleurs,  évident  que  les  seconds  membres  de  toutes  ces 
égalités  sont  des  fonctions  symétriques  de  ces  quatre  racines  et, 
par  cdnséquent,  que  Ton  doit  pouvoir  facilement  en  calculer,  sous 
forme  explicite,  les  valeurs  respectives. 

4.  Représentons  par  i  Timaginaire  y/ —  i .  Les  quatre  racines 
quatrièmes  de  Tunilé  seront 

La  première  opération  à  eOectuer  sera  donc  de  calculer  les  va- 
leurs  des  expressions 

valeurs  qui  dépendent  de  la  forme  du  nombre  a.  Cette  forme  est 
forcément  Tune  des  suivantes 

4a-M,     4a-h9.,     4aH-3,     4aH-4, 

la  lettre  a  désignant  un  entier  quelconque,  égal  ou  supérieur  à 

zéro. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4^^  +  i,  les  valeurs  considérées  sont 

respectivement 

a  H-  I ,    o,     I  -h  « .     I  —  /. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4  a  -4-  2,  elles  sont 

a  -f- 1 ,    -M ,    H-  t ,    —  t. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4^  +  3,  elles  sont 

rt-t-I,     o,     o,     o. 

Enfin,  lorsque  a  est  de  la  forme  4a-|-4>  elles  sont 
a  -h  I ,     -f- 1 ,     H- 1 ,    -!- 1 . 

5.  Nous  appuyant  :  sur  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir, 
sur  les  formules  qui  nous  donnent 

•îSO        /SI         {S>         {S> 

en  fonction  des  racines  quatrièmes  de  Tunité,  el  sur  les   quatre 
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idenlités  suivantes 

(,_l_i)/n_|-    (I  — /)'«= '2(v/'i)"*cos/n-> 

(  ^»  e)»»  _|_   (  —  iyn  =2  2  cosm  ~  > 

»_/(  _|-i)W4_t(  —  i)'«=!isinm-, 

4 

nous  obtenons  facilement,  pour  toutes  les  formes  du  nombre  a, 
les  valeurs  de 

4SÎ.,    4S;„,    4SÎM    4SJ,. 

Si  a  est  de  la  forme  4  a  -+-  i , 

4  SS,  =  (a  -4-  i)"«-H  -iC/â)"»  cosm y , 

4  S)„=  (a  -+-  0"*  -H  a(v/î)'«  sinm-^  > 

4  SJ,  =  (a  -+- 1)"*  —  2(v/^)'«  cos m -T, 

4  SJ,  =  (a  -H  i)«'  —  aCv/î)'"  sin  /w  - . 

Si  a  est  de  la  forme  4*  -h  î^i 

4  S^  =  (  a  -H  l)'«  -H.  I  -+-  -2  cos  /?l  7-  , 

4  S;„  =  (a  -H  i)"«  —  i-H  2  sîn  m  - , 
4SJ«=(a  +  i)'«-4-i  — 2C05m-> 
4  SJ,  =  («  -h  !)'«—  1  —  '2  sinm  -  • 

Si  a  est  de  la  forme  4*  -i-  3, 

4Sy„=4Sl.=  4S?„  =  4Sî.  =?(«  +  !)'«. 

Si  a  enfin  est  de  la  forme  4a  -h  4? 

4S?„  =  (a-Hi)"«-h3, 
4SJ„=4S?n=4Sî,=  (a-^i)'"-i. 
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6.  Afin  de  permettre  quelques  vérificatloDS  numériqnes  de  ces 
formules,  et  de  donner  une  Idée  des  rectangles  que  nous  étudions, 
je  vais  transcrire  ici  les  commencements  des  rectangles  d'ordres  i, 
2,  3,  4y  c'est-à-dire  des  rectangles  Les  plus  simples  parmi  ceux 
dont  les  ordres  sont  respectivement  compris  dans  les  formes  ^cl  +  î^ 
4a  4-  2,  4*4-  3,  4^+  4  du  nombre  a. 

Voici  le  commencement  du  rectangle  d'ordre  i  : 


« 

I 

0 

o 

I 

'À 

I 

o 

I 

3 

3 

1 

a 

4 

6 

4 

6 

6 

10 

lO 

i6 

12 

i6 

20 

36 

28 

28 

36 

72 

64 

56 

64 

Voici  celui  du  rectangle  d'ordre  2  : 


i 

I 

I 

0 

2 

2 

3 

2 

7 

6 

7 

7 

21 

20 

20 

20 

6i 

61 

61 

60 

182 

182 

i83 

182 

547 

546 

547 

547 

i64i     1640    1640    1640 
//         //         ff         // 

Voici  celui  du  rectangle  d'ordre  3  : 


I 

< 

I 

I 

4 

4 

4 

4 

16 

16 

16 

16 

64 

64 

64 

64 

250 

256 

.256 

256 
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Voici  enGa  celui  du  rectangle  dWdre  4  *• 

2               I                I  I 

7          6         6  6 

32        3f        Si  Si 

15;       i56       j56  i56 

782      781      781  781 


7.  Si  nous  examinons  attentivement,  soit  sur  nos  formules,  soit 
sur  nos  rectangles  numériques,  les  quatre  valeurs  de 

Sm,      Sii,      S,„,      SJ,, 

c'est-à-dire  les  quatre  nombres  formant  la  m'*™*'  ligne  de  notre 
rectangle,  nous  constatons  les  résultats  suivants  : 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4a-i-  i,  ces  quatre  valeurs  sont 
égales  deux  à  deux  si  m  est  impair;  au  contraire,  si  m  est 
pair,  il  y  en  a  deux  d'égales  et  deux  d'inégales; 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4  a  -+-  2,  trois  des  quatre  sommes 
sont  toujours  égales  entre  elles,  la  quatrième  étant  égale  a 
leur  valeur  commune,  plus  i  si  m,  est  pair,  moins  i  si  m  est 
impair; 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4*4-3,  les  quatre  valeurs  S^^y  S^,y 
SJ^,  SJj  sont,  quel  que  soit  m,  toujours  égales  entre  elles; 

Enfin,  lorsque  a  est  de  la  forme  4  a  4-  4,  les  trois  dernières 
sommes  sont  toujours  égales  entre  elles,  la  première  étant  tou- 
jours égale  à  leur  valeur  commune  augmentée  de  l'unité. 

Le  plus  remarquable  de  ces  résiillats  nous  paraît  être  celui  qui 
se  présente  lorsque  a  est  de  la  forme  4^+3,  puisque,  dans  ce 
cas,  nos  quatre  sommes  sont  égales.  (le  résultat  se  rapproche 
beaucoup  d'un  théorème  que  nous  avons  publié  autrefois  (')  en 
renonçant  ainsi  : 

Les  termes,  pris  de  a-^  i  en  a-^\  dans  la  suite  des  nombres 
des  combinaisons  régulières  d'ordre  a,  ont  une  somme  cons- 


(')  Mémoire  sur  les  combinaisons  régulières  et  leurs  applications,  déjà  cilc, 
p.  167. 
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tante,  quel  que  soit  celui  des  a  4-  i  premiers  termes  par  lequel 
on  commence. 

Quoi  qu'il  en  soit,  lous  les  résuUals  qui  précèdenl  se  démonlrent 
en  loule  rigueur  à  l'aide  de  nos  formules  (5).  Mai-*  il  est  à  remar- 
quer que  plusieurs  d'entre  eux  n'appartiennent  point  exclusi- 
vement à  nos  développements;  ils  se  retrouvent  pour  les  sommes 
des  termes,  pris  de  quatre  en  quatre,  dans  toutes  les  suites  de 
nombres  où  les  termes  équidislants  des  extrêmes  sont  constamment 
égaux  entre  eux. 

Comme  on  peut  le  voir,  en  effet,  d'une  manière  très  simple,  si 
l'on  appelle  t  le  nombre  des. termes  d'une  quelconque  de  ces  suites  : 

Lorsque  t  est  impair,  deux  des  quatre  sommes  sont  toujours 
égales  entre  elles,  les  deitx  autres  étant,  en  général,  diffé- 
rentes; 

Lorsque  t  est  pair,  les  quatre  sommes  sont  égales  deux  à 
deux. 

8.  Partant  des  expressions  trouvées  précédemment  (5),  dans  le 
rectangle  d'ordre  a,  pour  les  quatre  sommes 

4Sî,,    4  Si,,    4SJ,,    4S,J, 
nous  en  déduisons  sans  peine  les  expressions  de 

4Sîi+4,    4S/n+4,    4SJi+4,    4SÎ,^.4. 

Comparant  ces  nouvelles  expressions  chacune  à  chacune  avec  les 
précédentes^  nous  arrivons  aux  résultats  suivants  : 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4  a  4-  i , 

4(Si,^4-H4S^)  =  (a-i-i)'"[(a-hi)*-h4], 

quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  et  quel  que  soit  aussi  celui  des 
nombres  o,  i,  a,  3  que  représente  V  indice  supérieur  j  ] 

Lorsque  a  est  de  l'une  quelconque  des  trois  formes  4*-+-  2, 
4a-h3,  4a4-45 

4(Si,^4-S/j=(a-^i)"»[(a-hi)*-i], 

égalité  qui  subsiste,  comme  la  précédente,  pour  toutes  les  va- 
leurs possibles  des  indices  m  et  j. 
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Ces  deux  égalités  élablissenl,  on  le  voit,  des  relations  simples 
entre  les  nombres  figurant  dans  les  lignes,  prises  de  quatre  en 
quatre,  de  notre  rectangle  d*ordre  a.  Nous  allons  les  étudier  Tune 
après  l'autre  en  commençant  par  la  plus  simple,  c'est-à-dire  par 
la  seconde.' 

9.  Considérons  la  relation  générale 

où  a  est  de  l'une  des  irois  formes  4*  -h  2,  4*+  3>  4*  +  4« 

D'abord,  quel  que  soit  m,  son  second  membre  est  divisible 
par  5.  Il  en  est  évidemment  ainsi,  en  effet,  lorsque  a  -j- i  est  divi- 
sible par  5;  et,  lorsqu'il  ne  Test  pas,  comme  il  est  alors  premier 
avec  5,  le  crochet  est  divisible  par  5,  d'après  le  théorème  de  Fer- 
mat. 

Supposons  a  de  la  forme  4  ^+  ^  on  4<%4-  4*  Dans  chacun  de 
ces  cas,  a+  i  est  impair;  le  crochet  qui  figure  au  second  membre 
est  le  produit  des  trois  facteurs  pairs 

(a-M)«-hi,    «-+-•*,    a; 

donc  ce  second  membre,  quel  que  soit  m,  est  divisible  par  8. 

Lorsque  a  est  de  la  forme  4^  +  ^^  1^  binôme  a-f-i  peut 
s'écrire  4*4-  4  o"  4(*-l-  ')»  et  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivanl 
que  a  -h  I  est  pair  ou  impair.  Si  a  4-  i  est  pair,  (a  -f- 1)*"  est,  pour 
toute  valeur  de  m,  divisible  par  8;  si  a -h  i  est  impair,  (a-f-i)'" 
n'est  divisible  par  8  que  quand  m  dépasse  l'unité. 

Il  suit  de  tout  cela  que,  dans  les  divers  cas  considérés,  le  premier 
membre  de  notre  seconde  relation  est  toujours  divisible  par  4o; 
et,  par  conséquent,  que  la  différence 

Sm+4  —  S,;, 

est  toujours,  dans  ces  mêmes  cas,  divisible  par  10. 

10.  Revenons  à  notre  première  égalité 

Elle  suppose,  nous  Tavons  vu,  que  a  est  de  la  forme  4^-4- 1,  et, 
par  conséquent,  que  «  -f-  1  est  toujours  pair. 
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Il  s'ensuit  immédiatement  que  son  second  membre  est  toujours, 
quel  que  soit  m,  divisible  par  8.  En  effet,  le  premier  facteur 
(a  -i-  i)"*  est  toujours  divisible  par  2,  et  le  second,  qui  n'est  autre 
que  le  crochet,  est  toujours  divisible  par  4* 

Ce  même  second  membre  est  toujours  aussi  divisible  par  5.  Il 
l'est,  en  effet,  évidemment,  si  « -+- 1  est  un  multiple  de  5;  el, 
quand  a  +  i  n'est  pas  un  multiple  de  5,  le  crochet  en  est  un^  car 
il  peut  s'écrire 

(a -h  I)*— 1-4-5, 

et,  dans  ce  trinôme,  l'ensemble  des  deux  premiers  termes  est  divi- 
sible par  5,  d'après  le  théorème  de  Fermât. 

Ainsi,  quel  que  soit  m,  le  second  membre  de  notre  égalité  esl 
divisible  par  4o;  et  par  conséquent  l'expression 

est  toujours  un  multiple  de  10. 

On  en  conclut  immédiatement,  quel  que  soit  m,  que  S;^,^,  esl 
toujours  pair;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  que  S{^  est  pair 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  4-  Mais,  comme  on 
peut  !e  voir  par  le  calcul,  sur  les  expressions  (5)  deSJ,,  Sj^^S^,  S^ 
qui  correspondent  à  la  forme  4  a  -f-  *  de  a,  il  se  trouve  que  S\  est 
toujours  pair.  Nous  pouvons  donc  dire  que  S^,  est  pair  pour  toutes 
les  valeurs  de  m  supérieures  à  3. 

Cela  posé,  remarquons  que  notre  égalité 

S4+4 -i- 4S/,e  =  mult.  de  10 
peut  s'écrire 

Si,+4— S4=  mult.  de  10  — 5Si|. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  3,  la  somme  S/„  est 
paire.  Donc  le  nouveau  second  membre  est  divisible  par  10.  Donc, 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  3,  la  différence 

est  un  multiple  de  10. 

11.  Conservant  toujours  aux  lettres  Of  m,  /  les  significations 
que  nous  leur  avons  respectivement  attribuées,  nous  pouvons  ré- 
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sîimer,  dé  la  manière  suivanle,  tous  les  résultais  que  nous  venons 
d*ob tenir  : 

1°  Si  a  est  de  rune  des  formes  4»  4-  2  ou  4^4-4?  1^  ^kO^" 
rence 

est  un  multiple  de  10^  pour  toutes  les  valeurs  de  m  ; 

2"  Si  a  est  de  la  forme  4*  +  3  et  que  a  -|-  i  soit  pair,  la 
même  différence  est  un  ntultiple  de  lo^ pour  toutes  les  valeurs 
de  m; 

3°  Si  a  est  encore  de  la  forme  4  a  -+-  3,  mais  que  a  4-  1  soit 
impair,  cette  même  différence  est  un  multiple  de  1  o,  pour  toutes 
les  valeurs  de  m,  supérieures  à  l^ unité; 

4"  Enfin,  si  a  est  de  la  forme  4»  4-  i ,  cette  même  différence 
est  un  multiple  de  10,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures 
ai. 

Négligeant  les  valeurs  1,  2,  3  du  nombre  m,  nous  pouvons  donc 
énoncer  ce  théorème  unique  : 

Théorème.  —  Pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à  3, 
et  quel  que  soit  Vordre  a,  la  somme  S/„^,  est  congrue  à  la 
somme  S•j,^,  selon  le  module  10. 

Comme  ce  module  10  est  précisément  la  base  de  notre  numé- 
i^aiion,  ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 

Les  valeurs  numériques  de  S;^,^,  et  de  S^^  finissent  toujours 
par  le  même  chiffre. 

Et  c*est  ce  qui  explique  que  les  congruences  particulières  de 
M.  Estanave  aient  été  découvertes  par  la  simple  observation. 

12.  Le  théorème  que  nous  venons  d*énoncer  est  tout  à  fait  géné- 
ral :  il  ne  dépend  ni  de  a,  ni  dey,  et  il  suppose  simplement  que  m 
soit  supérieur  à  3.  Il  comprend  celui  que  nous  avions  donné 
autrefois  pour  les  combinaisons  simples.  Il  établit,  pour  les  lignes 
de  notre  rectangle,  prises  de  quatre  en  quatre,  une  sorte  de  pério- 
dicité, analogue  à  celle  que  nous  présentent  les  suites  illimitées 
de  nombres  entiers,  soit  en  progression  arithmétique,  soit  en  pro- 
gression géoiiiétrique. 
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Ce  théorème  général,  d'ailleurs,  pourrait  lui-même  être  géné« 
ralisé.  Au  lieu  de  considérer  les  sommes  des  nombres,  pris  de 
quatre  en  quatre,  des  combinaisons  régulières  d^ordre  quelconque, 
on  pourrait  considérer  les  sommes  de  ces  mêmes  nombres,  pris 
de  p  en  p.  Au  lieu  de  prendre,  dans  le  rectangle  formé  de  ces 
sommes,  les  lignes  de  quatre  en  quatre,  on  les  pourrait  prendre 
de  q  en  q^  sans  supposer  que  q  fût  égal  à  p.  En  opérant  alors 
comme  nous  venons  de  le  faire,  et  par  des  moj^ens  pour  ainsi  dire 
identiques,  on  obtiendrait  des  résultats  analogues  à  ceux  qui  pré- 
cèdent; on  arriverait  à  des  congruences  nouvelles  :  par  exemple, 
s\p  était  égal  à  3,  et  7  à  6,  à  des  congruences  de  module  7»  Seu- 
lement, ces  congruences  nouvelles,  qu'on  trouverait  par  le  calcul, 
n'auraient  pas,  en  général,  pour  module  la  base  10  de  notre  numé- 
ration. L'observation,  non  aidée  du  calcul,  serait  impuissante  aies 
déceler. 


RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  ds^^dx^ -^  dy*-^  dz^; 

Par    M.    DR    MOJVTCHEUIL. 

Soient  S  une  surface  quelconque,  p  le  segment  qui  relie  ses 
centres  de  courbure,  x^  y^  z  les  coordonnées  de  sa  surface 
moyenne;  on  a  tout  le  long  des  lignes  de  cette  dernière  surface 
correspondant  aux  lignes  ombilicales  de  S 

rfp«  =  cte'-h  dy^-^  ds*. 

En  effet,  Ç,  u,  w,  désignant  les  coordonnées  d'O.  Bonnet  rela- 
tives à  S;  R,  R'  ses  rayons  de  courbure;  ^f^rélément  linéaire  de  la 
surface  moyenne,  on  vérifie  la  relation 

^•-W^')]"-Gl".")'''"'""<''- 

D'où,  pour  R  =  R', 

ïd(^^'^^\Y^dp*=dx^-hdy^-^dsK 

{^)  La  développée  moyenne  et  les  sur/aces  applicables  ( Bulletin  de  la  So- 
ciétc  mathématique  y  t.  \XXl,  1903). 
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Il  suffira  donc  de  se  donner  une  surface  S  quelconque  et  de 
déterminer  ses  lignes  ombilicales  pour  obtenir  des  expressions 
sans  signe  de  quadrature  des  coordonnées  et  de  l'arc  d\ine  courbe 
quelconque  de  Tespace. 

On  obtiendra  les  courbes  réelles  en  choisissant  pour  S  une  sur- 
face réelle  à  lignes  ombilicales  réelles. 

Si  nous  définissons  S  par  Téquatioa 

F,*  désignant  deux  fonctions  quelconques  de  u;  F|,  *i  deux  fonc- 
tions de  Ut  ;  F',  <ï>',  F',,  *',  leurs  dérivées, on  obtient  le  sj^slème  de 

formules 

ir=wF'— F  — *', 

j.  =  t(F-MF'~*'), 

^  =  4»  —  «*4>'  —  F', 

5  =  <1> —  w4>'-+-  F'. 

On  trouve  pour  les  courbes  réelles 
ar  =  ae  — A', 

z  =  /a'-^-P'— '\q_  aA'-  ?B'h-  A  -h  B, 
.=  (?^^±|^±i)e-aA'-pB'+A^B, 

A,  B  désignant  ici  des  fonctions  respectives  de  a,  ^.  Ces  variables 
s'expriment  en  fonction  de  6  au  moj'en  des  relations 

A'=B'=0. 

II  faudra  prendre  pour  A,  B  deux  fonctions  réelles  permettant 
d'exprimer  a,  ^  par  des  fonctions  réelles  de  0, 
Des  relations  précédentes  on  déduit  le  système 

dx      dy  _         d^         _         <^^ 

qui  permet  de  déterminer  aisément  les  courbes  de  l'espace  ana- 
logues aux  courbes  de  direction  étudiées  par  Laguerrc. 
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SUR  LES  DROITES  FONDAMENTALES  DàNS  LES  GOLLINËATIONS 
DE  L'ESPACE  A  n  —  i   DIMENSIONS; 

Par  M.  Léok  Autonwe. 

Si  Ton  coDsîdère  2/i  variables  Xi  et  <<i',  j  /  =  i ,  2,  • .  • ,  /i  j  comme 
les  coordonnées  homogènes  d*un  point  x^  ou  d'un  plan  1/,  dans  un 
espace    à   /i  —  i    dimensions,    la    substitution    linéaire    /2-aire, 


^PU^J 


\Xi         p[xi]\. 


de  déterminant  |/>|^o,  est  une  coIJinéation.  Le  point  /'[^Jf 
ayant  les />[j:/]  pour  coordonnées,  est  Ye  point-image  par  la  col- 
lin  éation  p  du  po i n t  j: . 

On  a,  comme  on  sait,  un  point  fondamental  jr,  si  x  et  />[x] 
coïncident.  Une  définition  analogue  donne  les  plans  fondamentaux. 

Mettant  à  profit  quelques  indications  données,  d'après  Weier- 
slrass,  par  M.  Frobenius,  dans  son  Mémoire  Ueber  lineare  Stibsti- 
tutionen  und  bilineare  Formen  (J.  /.  /•.  u.  a.  M,,  t.  LXXXIV), 
j'ai  pu  (*)  mettre /7  sous  une  expression  typique  simple,  grâce  à 
laquelle  les  points  ou  plans  fondamentaux  s'obtiennent  par  une 
règle  générale  facile. 

Toutes  ces  théories  peuvent  recevoir  de  l'extension. 

Appliquant  au  cas  de  n  —  1  dimensions  fa  terminologie  de 
l'espace  ordinaire,  /i  =  4>  on  dira  qu'une  droite  dmi  de  degré  m 
et  de  classe  n  —  m,  est  l'intersection  de  n  —  m  plans,  dm  est 
aussi  le  lieu  des  points  x^  qui  dépendent  linéairement  de  m  points 
donnés  6^,  j^=  1,  2,  . . .,  m[,  m<^n, 

Xi  =  ^^tgbffi  /,=::  param.  variable. 

g 

Un  point  est  une  di.  Un  plan  est  une  d„^i. 


(*)  Sur  le  connexe  linéaire  dans  l'espace  à  /i  — i  dimensions  (Comptes 
rendus,  9  mai  1904).  —  Sur  les  formes  mixtes  {Annales  de  V  Université  de  Lyon, 
1905,  I"  Partie). 
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Une  droite  rf,„  %^v^  fondamentale  pour  la  colliiiéalion  p^  si  dnv 
est  invariante  par/>,  autrement  dit  :  rf^  est  le  lieu,  à  la  fois,  du 
point  X  et  du  point  p[x\. 

Le  travail  ci-après  résout  complètement  le  problème  relatif  à  la 
construction  des  droites  fondamentales.  On  fait  encore  usage  de 
la  forme  typique  de  p. 

La  règle  est  analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  déjà  pour  les 
points  et  plans  fondamentaux,  mais,  bien  entendu,  un  peu  plus 
compliquée. 


1.  Dans  un  espace  \x  n  —  i  dimensions  prenons 
(y  =  1,  2,  ...,  n), 


un  point  x  par  ses  n  coordon- 
nées homogènes  xy,  coordon- 
nées ponctuelles  ; 


un  plan  u  par  ses  n  coordon- 
nées homogènrs  wy,  coordon- 
nées/?/«/ia//-(?5. 


m  points  bg  (m^n)  sont  dils  linéairement  distincts  ou  indé- 
pendants, si  Ton  ne  peut  satisfaire  aux  relations 


(o) 


tgbgj=o 


1  y  =  »  »  2,  . . . ,  /i  ( 


qu'en  égalant  tous  les  tg  à  zéro,  les  bgj  étant  les  coordonnées  du 
point  bg,  H  faut  et  il  suffit  évidemment  pour  cela  que  le  tableau 
à  m  lignes  et  à  /i  colonnes 


b==\b,j\  = 


b\\        b^n 

b/fi       • .  •      bf^j      ...      bfrn 
t^ml       t}ffifi 


ait  son  rang  maximum  m. 

Si  au  contraire  on  peut  satisfaire  aux  relations  (o)  sans  annuler 
tous  les  tg^  il  y  aura,  entre  les  m  points  bg,  une  dépendance 
linéaire. 

2.   Considérons  m  points  bg  linéairement  distincts  et  m  para- 

XXXIII.  12 
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mètres  variables  tg.  Le  lien  du  point  x  tel  que 


XJ 


=  ^h^gj 


sera,/?ar  définition^  une  droite  dm,  de  degré  m. 

On  peut  dire  aussi  que  le  point  x  est  sur  Tinlersection  de 
n  —  m  plans  et  que  la  droite  dm  a  pour  degré  m  et  pour  classe  le 
nombre  n  —  m. 

Un  point  est  une  droite  rf|  de  degré  i  et  de  classe  n  —  i.  Un 
plan  est  une  droite  d„_i  de  degré  n  —  i  et  de  classe  i. 

3.  Désignons,  ce  qui  ne  peut  faire  ambiguïté,  par  une  même 
lettre  p  : 

I.   Une  matrice  n-aire 


/    Pu         .  .  .       PlH     \ 

\  Pnl      .  •  •      Pnn   / 


II.  Une  forme  bi linéaire 

III.  Une  collinéation  ou  substitution  linéaire 


i 


=  1^1        P[^i]\\ 


J*écrirai  plus  simplement 

p=\x        p[x]\ 

et  je  dirai  que  le  point  /?[^]  ayant  pour  coordonnées  les 

P[^i^=^PiJ^j^ 

i 

est  le  transformé  ou  Vimaf^e  par  p  du  point  x. 
L'équation  symbolique 
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sera,  par  définition,  équivalente  aux  n  équations 


/>[a^/l=2/>/yary=o. 


4«  Prenons  une  substitution  p  de  déterminant  |  />  1 3^  o.  On  sait 
qu'un  point  x,  ou  un  plan  1/,  est  fondamental  si  son  image  par  p 
se  confond  avec  lui-même. 

p[x\  =  px        ou        p[u]  =  pu. 

Le  point  fondamental  x  est  invariant  par  rapport  à  p.  En  vertu  de 

la  relation 

par— />[ar]  =  o, 

on  voit  qiiMI  j  a  dépendance  linéaire  (1)  entre  les  deux  points  x 
elp[x]. 

Je  me  propose  de  généraliser  cette  notion  de  point  fondamental. 

5.  Une  droite  rfm  de  degré  m  serh  fondamentale  pour  la  substi- 
tution linéaire  n-airc  />,  si  d^.  est  invariante  vis-à-vis  de  p. 
Autrement  dit  p  ne  fait  que  permuter  entre  eux  les  différents 
points  de  dm- 

La  construction  des  fondamentales  dm  est  le  principal  objet  du 
présent  travail. 

6.  Considérons  une  dm-  Elle  est  définie  par  m  quelconques  de 
ses  points,  pourvu  qu'ils  soient  linéairement  indépendants.  Réci- 
proquement une  dm  ne  peut  contenir  plus  de  m  points  linéairement 
indépendants  ou  distincts. 

Prenons  maintenant  la  suite  indéfinie  de  points 

(S)  P^[^]i         cr=  — X,  ...,  —  I,  o,  1,  2,  .-,,  ». 

Je  montrerai  plus  loin  (9)  qu'ils  sont  tous  situés  sur  une  droite  x, 
de  dcgvé  fini  h. 

Il  y  aura  entre  différents  points  de  la  suite  des  dépendances 
linéaires,  de  façon  que  la  suite  contient  seulement  h  points 
linéairement  distincts. 

Une  droite  x  est  évidemment  fondamentale. 
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7.   Soit  maintenant  une  fondamentale  dm  quelconque.  Si  dm 
contient  le  point  x^  elle  contient  évidemment  tonte  la  droite  x, 
qui   compte  pour  h   points  linéairement   distincts,    dm   est   évi- 
demment une  collection  de  droites  x  et  Ton  a 


Notre  problème  revient  donc  à  la  construction  des  droites  x^  de 
degré  h. 

8.  Prenons  un  poljnome 

/(r)  =  Co-h  CiT-h  Cjr'-h...,        <?o»  <?i»  ...=  consl. 
Frobenius  (^.  g  du  Mémoire  cité)  appelle  l'expression 

Co  H- Cl />  H- Cl /?•-+-..., 

fonction  entière  de  la  matrice  n-aire  p  et  désigne  cette  expres- 
sion par  /{p)' 

Puisque  dans  la  suite  des  points 

(S)  p<'[x] 

il  n'y  a  que  h  points  linéairement  distincts  (6)»  c^est  qu^ entre  dif- 
férents points  de  la  suite  S  existent  des  relations  telles  que  celle-ci 

(i)  Co/>*[a:]  H-  C,/?*+«.[ar]  H-. ,  .=  o, 

OÙ  les  C  sont  des  constantes,  tandis  que  les  a  sont  des  entiers  po- 
sitifs, puisque  Ton  peut  toujours  multiplier  le  premier  membre 
de  (i)  par  une  puissance  de />. 

Désignons  maintenant  pary(r)  le  polynôme 

/(r)  =  Cor«-+-Cira+«.H-..., 

car  nous  verrons  plus  loin  que  la  relation  (i)  ne  contient  qu'un 
nombre  fini  de  termes  (9),  et  posons 

P=/(/^). 
La  condition  (i)  s'écrit 

(a)  P[;rlr=o 
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et  entraîne  diverses  sujétions  entre  : 

]es  coordonnëes  du  point  x\ 

les  coefficients  de  polynôme  /(/•); 

la  substitution  /i-aire/?. 

Je  me  propose  d'étudier  ces  sujétions. 

9.  On  sait  (Frobenius,  p.  26)  que  toute  /i-aire  /? satisfait  aune 
équation  de  degré  minimum 

où  le  polynôme  ^(r),  de  degré  n^^n^  a  l'expression  construite 
plus  loin  (21).  Posons 

^  =  Hp)\ 

la  /i-aire  Q  sera  identiquement  zéro  et,  pour  tout  point  x^  on  a 

Q[j?]  =  Coa?  4-  exp[x]'\'.. .-+-  c„,;?«o[a7]  =  o, 

De  plus,  pour  tout  entier  a-  non  négatif,  on  a 

X  =  O,  I ,  . . . ,  /lo  —  I  ;         L<rc  =  const. 
Tout  point /><^[x],  0-^0,  dépend  donc  linéairement  des  /î©  points 
(1)  X,    p[x),     ...,    ;>-«o-i[ar]. 

Passons  aux  poinis  /?~*^[^]»  o"  >  o,  c'est-à-dire  aux  points 
W[a:]         où         Ts  =  p-^. 

Dans  le  polynôme  ^(r)  on  a  ^o^^  o,  car,  autrement,  on  pourrait 
diviser  '!/{p)  pai'/?,  car  |/?  |  p^o,  et  l'équation  à(p)  =  o  aurait  son 
degré  inférieur  à  /2o>  ce  que  nous  excluons. 

Posons 

^{r)  =  eo-+-rir(/-),         it(/')  =  «i-h  et/' -+- 

On  a 

o  =  ^{p)==eoE'hp7z(p), 

E  étant  la  /i-aire  unito. 
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Enfin 

©=/)-»  =  -  -^'k(p). 

Les  points  tîy''[a:J  dépendenl  encore  linéairement  des  /i©  points  (i). 
Le  présent  raisonnement  montre  que  : 

L  La  droite  x  du  n°  6  a  un  degré  fini,  égal  ou  inférieur  à  n^; 

IL  Le  premier  membre  de  la  relation  (i)  du  n^  8  contient  un 
nombre  fini  de  termes. 

Je  suis  maintenant  à  même  d^étudier  les  conditions  (8) 

P[:r]  =  o,         P  =/(/>), 
/(r)  étant  un  polynôme. 

10.  Désignons  par  des  minuscules  grecques  des  polynômes 

«('•),     Hr),     ï(/-),     ... 
et  par  des  majuscules  latines 

A  =  «(/>),        B  =  p{p),        C  =  Y(/>),        ... 

les  /i-aires  correspondantes,  fondions  entières  de  la  /i-aire/?. 

A,  B,  ...  sont  échangeables  entre  elles  et  tous  les  calculs  de 
multiplication  et  d'addition  se  font  suivant  les  règles  de  TAlgèbre 
élémentaire,  comme  les  calculs  analogues  sur  les  polynômes  *(/*), 
Hr) 

Lemme  L  —  Si 

Y(,.)=:a(r)P(r)         et         B[a:]=^o, 

on  a  aussi 

C[x]  =o. 

En  effet 

C  =  AB,         G[xJ  =  AB[:rJ  =  o. 

Ainsi  la  condition 

C[x\  =  o 

est  une  conséquence  de  la  relation 

h[x\  =o. 
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Supposons  que  ^(r)  a  un  degré  supérieur  ou  égal  à  celui  de  oi(r). 
Divisons  ^  par  a;  nommons  ©(/')  le  quotient  et  p{r)  le  reste, 

P(/')  =  nT(r)a(r)-+-p(/'). 

Lemme  II.  —  Les  deux  relations 

A[x]  =  o        et        B[:f]  =  o, 

si  elles  coexistent,  ont  pour  conséquence  la  relation 

R[a7]  =  o. 
On  a,  en  effet, 

B  =  PA  H-  R        et        o  =  B[x]  =  (PA  h-  n)[x]  =  r\[x]  -f-  f{[x]  =  R[x], 

car 

PA[a:]  =o        (lemine  I). 

On  peut  recommencer  le  raisonnement  sur  les  deux  relations 
A[j7]  =  o  et  R[^]  et  sur  les  deux  polynômes  a(/)  et  p(/').  On 
continuera  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  au  plus  grand  commun  di- 
viseur 8(r)  de  a(/*)  et  p(r). 

Corollaire.  —  Les  deux  relations  A[j:]  =  0  et  B[x]  =  o,  si 
elles  coexistent,  sont  conséquences  de  la  relation  unique 
D[x]  =  o. 

En  effet,  on  vient  de  voir  (lemmell)  queD[a:]  ==  o.  Or  A  =  LD 
et  B  =  MD,  si  a  =  X3,  ^  =  [jl5,  et  le  raisonnement  s'achève  par  le 
corollaire  du  Icmme  1. 

m 

H.  Soient  a,  P,  y,  ...  divers  poij'nomcs  en  /•  et  S(/-)  leur  plus 
grand  commun  diviseur. 

Théorème.  — Lfjes  relations  A[x^^^  o  y  B[:r]  =  o,  C[a:]  =  o,  ... 
sont,  si  elles  coexistent,  conséquences  de  la  relation  unique 
D[x]  =  o. 

La  proposition  découle  immédialemeut  du  corollaire  du 
Icmmc  II.  Remarquons  par  contre  deux  choses. 

D'abord,  dans  la  présente  thcoiic,  il  est  licite,  en  vertu  du  n"9, 
d'introduire  seulement  des  polynômes  a,  ^8,  y,  .  .  .  de  degré  limité, 
égal  ou  inférieur  ù  «0  (9). 
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En  second  lieu  le  théorème  ne  serait  pas  infirmé  si  les  relations 
A[:z;]  ==  o,  B[^]  =  o,  •••  étaient  en  nombre  illimité  ou  même 
infini. 

12.  Reprenons  (9)  l'équation 

de  degré  minimum  à  laquelle  satisfait  p. 

Soient  un  point  x  de  Tespace  et  une  droite  or,  qui  part  de  x. 
On  a  (8,  in  fine)  des  relations  en  nombre  illimité 

(1)  Pi[a?l  =  o,        P,M=o, 

Pi=Fi(/>),        P,=  F,(/>),         ..., 
F(/'),     ¥x{r\     . . .  =  polynômes. 

On  a  sûrement,  pour  ce  point  x  là, 

Q[x]  =  o 
puisque 

Nommons  f{r)  le  plus  grand  commun  diviseur  des  divers  poly- 
nômes F(/-)  et  du  polynôme  if  {y)  et  écrivons 

P  =/(/>). 
Toutes  les  relations  (i)  sont  conséquences  de  la  relation  unique 

P[a7j  =  Q, 

Dès  lorsanotre  problème  se  décompose  en  deux  problèmes  réci- 
proques J%  et  J0. 

J31.  Après  avoir  choisi,  parmi  les  diviseurs  du  polynôme  ^(r) y 
le  polynôme  f{r)  de  degré  A,  trouver  à  guettes  conditions  doit 
satisfaire  un  point  x  pour  que  l'on  ait 

P[^]  =  o,        P  =/(/>), 

sans  avoir,  pour  ce  même  point  x,  pour  un  autre  diviseur  /«  de 

à  moins  que  le  diviseur  /,  ne  soit  divisible  par  f. 

Digitized  by  VjOOQlC 


-  181  — 

9.  Un  point  x  étant  donné,  trouver  parmi  les  diviseurs 
de  ^{r)  un  polynôme  f{r)  de  degré  minimum  A,  tel  que  l'on 

ait 

P[^]  =  o,        P  =/(/>). 

La  solulion  du  problème  IH  est  exemple  d^ambiguïté  :  si  i^on 
trouvait  deux  diviseurs  /  et  fi  du  même  degré  A,  ils  ne  sauraient 
être  distincts,  car  leur  plus  grand  commun  diviseur  aurait  aussi  le 
degré  h. 

13.  Passons  à  la  construction  des  droites  x  (6).  Une  pareille 
droite  est  connue  dès  qu'on  possède  le  point  x  dont  elle  est  issue. 

Dorfnons-nous  un  point  x  et  introduisons  la  suite  S  (6).  Le  pro- 
blème H,  une  foiç  résolu,  donne  un  polynôme  de  degré  h 

diviseur  de  ^(/*).  Entre  des  points  de  la  suite  S  existe  la  relation 

o*=:  P[a;*]  =  CoX-^Cip[x]-h.  ..-f- c/4Jo'*[a?] 

qui  permet  d'exprimer,  de  proche  en  proche,  tous  les  points  de  S. 
linéairement  à  Taide  des  h  points 

37,    p[x],     ...,    pà-i[x]. 

Ces  derniers  points  eux-mêmes  sont  d'ailleurs  linéairement  dis- 
tincts, car  si  Ton  avait  par  exemple 

o  =  P'[a:J  =  cia:-t-...-+-cV/>'*'[ar],         h'<h, 

ie  polynôme  y(r)  fourni  par  la  solution  du  problème  lH  ne  serait 
pas  de  degré  minimum,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Donc  le  degré  h  du  polynôme  f{r)  est  précisément  aussi  le 
degré  de  la  droite  x  issue  du  point  x. 

Réciproquement,  donnons-nous  h  et  cherchons  les  droites  x 
qui  ont  ce  degré,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  points  x,  ori- 
gines de  ces  droites  x. 

Parmi  les  diviseurs,  de  degré  A,  que  possède  le  polynôme  ^(/'), 
choisissons  /(/').  Le  problème  J3t,  supposé  résolu,  donne  tous  les 
points  X  cherchés. 
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On  a  toutes  les  x^  ea  passant  en  revue  les  degrés  h  et,  pour 
chaque  A,  les  différents  diviseurs  de  ^(/')  qui  ont  ce  degré. 
Il  est  évident  que  h  ne  peut  dépasser  le  degré  n^  de  J/(/). 

En  résumé  :  si  Von  sait  résoudre  les  problêmes  5t  et  JB,  on 
saura  construire  toutes  les  droites  x. 

14.  Une  droite  fondamentale  rf^»  de  degré  m,  est  une  collec- 
tion (7)  de  droites  x,  de  degré  A,  avec  m  =\^  A. 

Donnons>nous  m  et  cherchons  tous  les  systèmes  d'entiers  posi- 
tifs h  tels  que 

m=N^A,         à^no,  «0=  degré  de  ^/(r). 

On  n'a  qu'un  nombre  limité  de  systèmes. 

Les  h  une  fois  choisis,  on  construira,  comme  il  vient  d'être  dit, 
les  droites  x  dont  la  collection  constitue  dm» 

La  conclusion  est  celle-ci  :  la  construction  des  droites  fonda- 
mentales se  ramène  à  la  construction  des  droites  x,  c^est-à-dire 
à  la  résolution  des  problèmes  3i  et  ft. 

C'est  ce  dont  on  va  s'occuper,  après  une  discussion  préalable 
d'algèbre  élémentaire  que  voici. 

15.  Considérons  deux  suites  K.  et  Z  de  X  quantités  chacune, 
rangées  par  ordre  croissant  d'indices 

K  Ko,     Kl,     ...,     K^,     ...,     Kx-i, 

Supposons  les  2  A  quantités  K^  et  Zq^  liées  par  les  \  équations  U 

I   Ko^i  -+- . . .-+-  K^^ZfT^i  -+-...-+-  K)._,  5).  =  o, 

Ko  ^2  -h  ...  H-  K^5^,_H2  -+-...  -i-  K).   25).  =  o, 


Ko^X-i-t-  Ki5>.=  o, 
Ko5X=o. 


Prenant  successivement  pour  inconnues  soit  les  Zj  soit  les  K,  on  a 
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les  deux  malrices  A  —  aires 


K  = 


Ko    Kl     Kj    Kj  Kx-i     K)_i 

o      Ko     K,     K,     Kx-, 

o       o      Ko     K,     Kx_j 


o     Ko 
o       o 


K, 

Ko 


et 


«8 


Zi      Zi      Zi, 
Zt      Z^       .. 


>s>.-i     -sx-i     «>. 

^X-î     ^),-i     -X         o 
^X-1     ^X  <>         o 


z\         o 


Dans  K,  la  ^-îème  colonne  contient  les  coefficients  que  possède 
dans  le  système  û  l'inconnue  Zg^^,  Dans  Z,  la  a-ième  colonne  est 
celle  des  coefficients  que  possède,  dans  û,  Pinconnue  Kq.i. 

16.  Discutons  la  façon  dont  le  système  û  détermine  les  incon- 
nues Zfi.  On  s'assure  aisément  de  ce  qui  suit. 

Si  Ko 7^0,  toutes  les  ^^  sont  nulles.  Si  Ro=o,  mais  Ki^z^o, 
l'inconnue  Z\  ne  figure  plus  dans  û  et  reste  arbitraire,  mais  les 
X  —  I  autres  inconnues  sont  nulles. 


En  général  :  si  la  suite  R  débute  exactement  par  rj  zéros,  o-^X, 
Ko  =  Kl  = . . .  =  K(j-.i  =  o,        K<j  ?^  o, 

alors  les  a  premières  inconnues  z^^  ...,  z^  ne  figurent  plus 
dans  Q  et  restent  arbitraires,  tandis  que  les\  —  o-  dernières 


"tS-k-Xy       '-(T-t-îi 


.,       ^\ 


sont  des  zéros. 


La  suite  Z  se  lennine  par  A  —  a*  zéros  au  moins,  car  le  système  û 
ne  nous  apprend  rien  sur  les  valeurs  de  -5,,  .  .  .,  Zq  et  est  satisfait 
indépendamment  dV'lles. 
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17.  Lludions  la  façon  dont  le  système  Û  détermine  les  X  incon- 
nues K^.  Une  discussion  analogue  à  celle  ci-dessus  montre  ce  qui 
suit  : 

Si  la  suite  Z  se  termine  exactement  par  X  —  o-  zéros 

«X=  «X-i  =  ---=  ^<j+i  =  o,        Z(j^  o, 

a/ors  la  suite  K  débute  par  o-  zéros  au  moins 

Ko  =  Kl  = . . .  =  Kg--!  =  o, 

tandis  que  les\  —  a*  derniers  termes  de  la  suite 

Kç,    Kff-*-i,     ..•,     Kx-i 
ne  figurent  plus  dans  û  et  restent  indéterminées. 

Les  équations  Û  ne  nous  apprennent  plus  rien  sur  les  valeurs 
de  Ko,  . .  •,  Kx-|. 

18.  Pour  résoudre  les  problèmes  J9l  et  lH  (12),  je  supposerai 
(ce  qui  ne  restreint  en  rien  la  généralité)  la  n  —  aire/?,  de  déter- 
minant \p\^o^  ramenée  à  Texpression  typique  àouv  \\\  fait 
usage  ailleurs  (*)  déjà. 

Supposons  la  fonction  caractéristique 

^(r)=|rE-/>| 

de  />,  où  E  est  la  n  —  aire  unité,  décomposée  en  ses  Elementar^ 
teiler  ou  successifs 

(p(r)=[J(r-/)\         n=2x, 

/  étant  une  racine  de  Téquation  caractéristique  cD,  <^{r)  =  o. 
Au  successif  (/• —  /)^  correspondent  : 

i**  Une  m^irice partielle  ou  composante  X  —  aire  L;  a"  aX  va- 
riables Zoi  et  iVa  I a  =i:  1 ,  2, . . ., X  j  choisies  parmi  les  an  variables  jcj 
et  wy  jy  =•  1,  2,  . . .,  n\. 


(  '  )  Sur  les  connexes  linéaires  dans  l 'espace  à  n  —  i  dimensions  (  Comptes 
rendus  du  9  mai  1904).  —  Sur  les  formes  mixtes  {Annales  de  l'Université  de 
Lyon,  i9u5)  :  première  ['artie  du  Mémoire. 
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Nommons  y^{s)  un  symbole,  tel  que 

i  X(*)  =  o»         P^""*  *  négatif,  *  <  o, 

j  -^(s)  =  I,         pour  *  positif  ou  nul,        «  ^  o. 

La  forme  bîHnéaire  h(z;  iv)  est  (3) 


Dans  chaque  composante  L  les  variables  z^,  par  exemple,  sont 
rangées  dans  un  ordre  déterminé. 

L'expression  typique  est,  pour  la  n  —  aire  p, 

p{x;  u)=^L{z\  w), 

X  s'étendant  aux  diverses  composantes  L. 

Je  range  dans  un  même  hypersystème  (/)  les  diverses  compo- 
santes où  le  /  est  égal  à  une  même  racine  distincte  de  Téqualion 
caractéristique. 

19.  Reprenons  le  polynôme  f{r)  et  la  n  —  aire  P  ==/(/>), 
déjà  considérés  plus  haut  (problèmes  Jt  et  B).  Puisque,  dans 

l'expression  typique,  p=^l^i  on  a 

P  =/(/>)  =2a,  A=/(L). 

Les  relations  P[:r]  =  o  se  traduisent,  sur  les  variables  Zg^  de  la 
composante  L,  par  les  relations 

A[^]  =  o, 
qu'on  a  à  étudier. 

20.  On  peut  écrire 

L  =  /E  -+-  S, 

où  la  /i  —  aire  S  est,  ja  =  i,  2,  . . .,  Xj, 

tandis  que  E  est  la  n  —  aire  unité.  De  plus  S^=  u. 
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Un  calcuf  simple  HMNitre  qmt 

A  =  /(L)  =  /(/E-hS)=2>f^S'» 

f 

^  =  o,i,  ..„X-i.  K^=_-^_. 

Les  conditions  A[3]  ^  o  s'écrivent 

puisque 

On  est  conduit  entre  les  aX  quantités  Kg  et  z^  précisément  au 
système  Û  déjà  étudié  (15,  16,  17). 

21.  Construisons  le  polynôme  ^(r),  de  degré  /io>  ^^^  que 
^(p)  =  o  soit  l'équation  de  degré  minimum  à  laquelle  satisfait /?. 

Frobenius  (p.  36)  enseigne  à  construire  ^(r).  V^oici  la  règle, 
traduite  dans  la  terminologie  actuelle. 

Nommons,  pour  l'hypersystème  (/),  X©  Tordre  maximum  des 
composantes  L,  A^Xq*  H  viendra 

la  somme  et  le  produit  s'étendant  aux  divers  liypcrsjstèmes  (/) 
de  p. 

Je  dirai  que  dans  un  hypersystème  (/)  une  composante  L  est 
principale,  si  Tordre  X  de  L  est  précisément  égal  au  maximum \, 

Un  polynome/(r),  de  degré  A,  diviseur  de  ^(r),  est  évidemment 

/(r)=fj(r-/)^  ^=2^V 

L'exposant  a,  que  possède  dansf{r)  le  facteur  r — /,  ne  peut 
dépasser  l'ordre  X  d'une  composante  principale  dans  l^ hyper- 
système  (  /). 

22.  On  a  vu  (20)  que,  dans  une  même  composante  L,  les  z^  et 
les  KfT  sont  liées  par  le  système  0. 
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Supposons  que  : 

la  suite  K  débute  par  t  zéros 

Ko  — ...  =  Kx-i  =  o,         Kx  ?^  o  ; 
la  suite  Z  se  termine  par  X  —  <r  zéros 

Si  l'on  se  donne  t  (cas  du  n**  16)  la  suite  Z  se  termine  parX  —  t  zé- 
ros au  moins;  par  suite  X  —  t^X  —  o-,  t^o",  t  =  t  —  e,  e  étant  un 
entier  non  négatif. 

Si  l'on  se  donne  <t  (cas  du  n^  17),  la  suite  K  débute  par  (t  zéros 
au  moins,  o-  < t  et  encore  o*  =  t  —  £. 

Donc  la  formule  (t  =  t — e  est  générale,  à  condition  bien 
entendu  que  t^X,  o-^X. 


23.  Comme  (20) 


on  a 

T  =  [x        si        H>  ^  X, 

T  =  X        si        [x  >  X  ; 

ce  qu'on  exprime  par  la  formule  unique 

(I)  ^  =  jxH-(X  — |i)x(fx-X), 

y  (s)  =  o  ou  I  suivant  que  5  <  o  ou  a'^o. 

Si  l'on  a  afTaire  à  une  composante  principale  (21,  injine)^-'^^^ 
et  T  =  |Ji.  Enfin,  pour  une  composante  principale,  il  vient  (22) 

(a)  T  =  jx  =  <T-+-e. 

Problème  Jt. 
24.  Le  polynôme 

une  fois  choisi,  on  possède  les  exposants  [jl,  ainsi  que  les  quantités 

1    o^f(i) 
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et  le  nombre  t,  du  n**  23, 

x=  ji-f.(X  — fx)x(tx-X). 

Parmi  les  X  inconnues  js»,  les  X  —  (T  dernières  sont  nulles,  les 
T  premières  arbitraires  (cas  du  n**  16).  Enfin  o*  =  t  —  e,  e  =  non 
négatif. 

Pour  une  composante  principale  t  =  a,  t  =  jjl  —  e. 

La  solution  du  problème  Jl  se  formule  ainsi  :  après  avoir  choisi 
le  polynôme 

/(/')  =  f[(r-/)^  A=2|x. 

c^est'à'dire  l^ exposant  |jl  afférent  à  chaque  hypersystème  (/), 
on  annule,  dans  la  composante  \  —  aire  L  de  (/),  les 

dernières  variables  Za,  en  laissant  aux 
(I)  ■:  =  (n-(X  — ji)x(K  — X) 

premières  des  valeurs  quelconques. 

2o.  La  solution  du  problème  3i  ainsi  énoncée  répond-elle  à 
l'énoncé  du  problème  donné  au  n®  12?  Autrement  dit  :  existe-t-il, 
pour  le  même  point  x  (ou  les  mêmes  Za),  un  autre  polynôme,  non 
divisible  par /(/•), 

fi(r)=Ylir^l)\h, 

tel  que  (avec  des  notations  faciles  à  comprendre)  on  ait  encore 

A,[^]  =  o,         A,  =  /,(/?)? 

Non,  tant  que  les  z^,  non  forcément  nulles,  conservent  des  va- 
leurs quelconques*  Voici  comment  on  s'en  assure. 

Puisque  /{r)  ne  divise  pas  /i(/*),  on  trouvera  au  moins  un 
liypersj' sterne  (/)  dans  lequel  (jL|  <  p.  ou  |jL|  =  [jl  —  0,  0  =  entier 
positif.  Prenons  une  composante  principale  L  de  cet  Iijrper- 
syslème  (/).  On  aura  à  la  fois  à  lenir  compte  de  A  et  de  A^. 
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Tenons  comple  de  A.  Sont  forcément  nulles  les  a  —  t  =  X  —  |jl 
dernières  z^-  Les  |Ji  premières  conservant  des  valeurs  quelconques, 
on  fera 

(i)  Zi,    ij,     ...,    z^9^o;        z^+i  =  ,..  =  zi=o. 

Tenons  comple  de  A|.  La  formule  (2)  du  n"  23  donne,  avec  des 
notations  faciles  à  comprendre, 

On  doit  faire  ^^^+1  =  0,  ce  qui  est  contraire  à  (i),  car 
|jL<pL  — 0  — e,H-i. 

On  peut  se  demander  si  le  raisonnement  subsiste  en  particula- 
risant les  5a  arbitraires.  Cela  revient  à  se  donner  les  z^  et  l'on  est 
ramené  au  problème  $. 

Problème  U. 

26.  Donnons-nous  le  point  x^  c'est-à-dire  les  Zg^^  et  cherchons 
à  construire  le  polynôme /(r),  de  degré  minimum,  c'est-à-dire  à 
calculer  les  exposants  [jl. 

Supposons  que  dans  la  composante  X  —  aire  L  on  ail 

5(j?^o,        ^<,+,  =  ...=  ^X  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  suite  Z  se  termine  par  X  —  9  zéros.  On  possède 
le  nombre  (x  puisqu*on  possède  les  Zg^.  On  a  (n"  24) 


et,  comme  /(/')  est  divisible  par  (/•  —  ly,  /(r)  est  divisible  par 
(r— /)^+e.  Donc 

jA^  cr. 

Nommons  o-^  le  maximum  des  nombres  o-  pour  les  diflerentes  com- 
posantes L  de  rhypersjslùme  (/).  On  a  jjl^o-u.  Comme  /(/)  doit 
avoir  le  degré  minimum,  on  fera  jjl=:o-o.  Bien  enlendu,  le  jjl  ainsi 
calculé  doit  être  [x^Xq,  Xo=  ordre  maximum  des  composantes  L 

D'ailleurs,  comme  o^t;?X,  t^^o?  X^X©,  la  condition  il  =  7o5Xo 
peut  élre  satisfaite. 

xxxiii.  i3 
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La  solution  du  problème  JP  se  formule  donc  ainsi  :  quand  on 
se  donne  le  point  x,  c*cst-à-dire,  pour  chaque  composante 
\  —  aire  L  de  r  hyper  système  (/),  les  valeurs  de  Zan  on  possède 
le  nombre  o-  tel  que 

^<s  ?^  o,         z^^x  = . . .  =  ^x  =  o  ; 

nommons  <Jo  le  maximum  des  o-  pour  les  différentes  L  de  (/); 
V exposant  du  facteur  r  —  Idans  le  polynôme  f{r)  sera  préci- 
sément [1=:  OTo- 

Pour  wn  point  x  pris  au  hasard  dans  Tespace,  aucune  des  ^^ 
n'est  zéro  ;  o-  =  X,  o-„  =  ).o,  f{r)  se  confond  avec  i/{r), 

27.  Appliquons  la  méthode,  qui  vient  d'être  exposée,  à  con- 
slruire  les  poinls  fondamentaux  de  y>,  c'est-à-dire  les  droites  fon- 
damentales di  de  degré  i  (n***  2  et  3). 

On  a  m  =  I .  rf|  contient  une  seule  droite  x  de  degré  A  =  i .  Le 
])oljnome/(r)  est  de  degré  i .  L'exposant  jx  est  zéro  pour  tous  les 
hj'persy sternes,  sauf  un,  (/)  par  exemple.  Pour  (/),  a=  i. 

Prenons  une  composante  A  —  aire  L  de  Thypersystème  (/'), 
/'^  /.  On  a  |jL  =  o.  La  formule  (o)  du  n®  24  (problème  31)  montre 
qu'il  faut  annuler  les  A  dernières  5^,  c'est-à-dire  les  annuler  toutes. 

Supposons,  au  contraire,  que  L  est  dans  Thypersystème  (/). 
Alors  [Ji  =  1 . 

Si  ).  >  1,  la  règle  du  n"  24  (problème  51)  monirc  que  l'on  doit 
faire 

^i  =  arbilr.,         ^j  =  5,  =  . .  .=  <5x=  o. 

Si  X=  I,  Zx  l'unique  variable  >3a,  doit  rester  arbitraire. 

Tout  cela  est  d'accord  avec  la  règle  que  j'ai  déjà  donnée  dans 
ma  Note  aux  Comptes  rendus  du  9  mai  1904. 
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SUR  LE  CAS  D'EXCEPTION  DE  H.  PICARD 
ET  LES  FONCTIONS  MULTIFORMES; 

Par  M.  Georges   Rémoumdos. 

1.  Ce  travail  est  le  développement  d'une  Note  publiée  dans  les 
Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences  (20  juin  1904). 
Dans  mon  Mémoire,  ijui  a  été  présenté  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris  comme  llièse  de  TUniversité,  je  fais  Tétude  des  zéros  des 
fonctions  multiformes  en  étendant  le  ihéorème  de  M.  Picard  et  ses 
généralisations  à  toutes  les  fonctions  ayant  un  nombre  fini  de 
branches,  déHnies  par  une  équation  telle  que 

/(«,  u)  =  w^-f.  A|(-5)a>-*-t- A|(5)a^-«-i-...H- Av-i(^)a-+-  Av(^)  =  o, 

les  A|'(5)  étant  des  fonctions  entières  ou  bien  des  fondions  uni- 
formes dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel  isolé,  et  à 
certaines  classes  de  fonctions  à  un  nombre  infini  de  branches 
(voir  Comptes  tendus,  8  février  1904). 

J*ai,  à  plusieurs  reprises,  signalé  le  fait  que  ces  recherches  ont 
pour  base  un  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  fonctions, 
dû  à  M.  Bord.  Ce  théorème  s'énonce  comme  il  suit  : 

Si  les  fonctions  entières  Qj(^)  croissent  moins  vite  que  eV-^^^ 
les  exposants  Vli{z)  croissant  tous  plus  vite  que  [\^ (/*)]*"*""?  ^" 
:l  est  un  nombre  positif  quelconque^  V  identité 

(I)  Q,(3)eH|P,H_Q,(;;)eii,(=)_H...+  Q,,(^)eii,(=;  =  o 

entraîne  {^)  la  nullité  de  tous  les  coefficients  Qi(z). 

Dans  le  cas  où  les  fonctions  Q/(3)  et  H|(5)  sont  d'ordre  fini, 
le  théorème  de  M.  Horelest  susceptible  d\ine  généralisation,  grâce 
à  quelques  résultats  de  MM.  Lindelof  (-)  et  Houtroux  (•"*). 


(*)  Nous  supposons  que  l'idenlité  ne  soit  pas  réduclililc  à  une  aulre  de  même 
forme  et  ayant  un  nombre  moindre  d'cxponenlicUes  (de  termes);  en  d'autres 
termes,  nous  supposons  que  toutes  les  différences  ll,(  5)  —  H^  (-3)  jouissent  elles- 
mêmes  de  la  propriété  de  croître  plus  vile  que  [5i.('' )]'"*"*. 

(-)  Acta  Societalis  scientiaru/n  Fennicœ,  t.  XWI,  n»  1,  1902. 

(')  Thèse  Sur  quelques  propriétés  des  fondions  cnti^^res  (Stockholm,  Ccnlral- 
Iryckerict). 
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2.  Diaprés  ces  ailleurs,  si  le  module  maximum  M(r)  d^une 
fonction  entirre  F(z)  satisfait  aux  inégalités 

\    M(/-)  <  g'•^Iof^.?' (loir, /•)?»...( lOfj^nV*'^ 

(  7.  )  ( 

(  ,M (  r )  >  c'*^ **•>» '''^' '*•»« '••^' •  •  •  '*»»:* 'j'i*  \ 

la  première  à  partir  d*unc  ccrlainc  valeur  de  /•  et  la  seconde  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  /*  dépassant  toute  limite  donnée,  on  aura 
aussi  rinégalité 

(  3  )  I  F(  5  )  I  >  e~'^ (lor/-)''» ii«»,M^»..  iiojtjjn ?}*■*■ '^ 

pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  de  module  croissant  indéfmi- 
ment.  Cest  le  lliéortme  bien  connu  de  M.  Hadamard  (sur  le 
module  minimum)  précisé. 

Dans  son  travail  publié  par  WtrAiv  for  Malematik,  Aslro- 
nomiy  ock  Fisi/x,  u(gif\etaf  k.  Sivenska  Velenskapsakademien^ 
M.  Wiman  a  précisé  le  théorème  de  M.  Hadamard  d'une  autre  ma- 
nière relativement  aux  intervalles  d^ exclusion.  D'après  ses  résul- 
tais, la  longueur  d'un  intervalle  d'exclusion  commençant  par  r^ 
peut  être  prise  égale  à  /*oV,  V  étant  un  nombre  positif,  aussi  petit 
c|ue  Ton  voudra,  fixé  d'avance. 

On  en  déduit  le  fait  suivant,  im|>ortant  pour  notre  but,  à  savoir  : 

Etant  donné  un  nombre  rjuelconque  Jini  de  fonctions  en- 
tières, il  y  a  toujours  une  infinité  de  valeurs  de  r  de  module 
croissant  indéfiniment^  pour  lesquelles  toutes  ces  fonctions 
satisfont  à  l'inégalité  (3). 

Dans  une  Noie  récente  du  Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique de  France  (t.  XXXU,  1904,  p.  3i4)  nous  avons  précisé 
davantage  le  théorème  de  M.  Hadamard  concernant  les  points 
d'exclusion,  mais  sans  utiliser  la  définition  d'ordre  de  M(/')  plus 
précise  de  MM.  Lindeh'if  et  Boutroux. 

3.  En  précisant  un  résultat  de  M.  Borel,  M.  Boutroux  a  pu 
énoncer  un  théorème  très  important  sur  la  croissance  de  la  dérivée 
d'une  fonction  entière  :  il  a  démontré  que,  si  Ton  exclut  du  champ 
de  la  variable  certaines  aires  fermées  entourant  les  pôles,  aires 
dont  la  sonune  peut  être  rendue  négligeable,  la  dérivée  logarith- 
micjue  d'une  fonction  entière  de  genre  fini  est  comparable,  par- 
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tout  ailleurs,  à  une  puissance  iinie  de  la  variable  (  Thèse,  deuxième 
Partie). 

Il  résulte  imniédialeinent  de  là  que,  si  une  fonction  \^{z)  satisfait 
aux  inégalités  (2),  il  en  sera  de  même  de  sa  dérivée  F'(^)>  pourvu 
que  l'on  y  remplace  e  par  ei<;e.  En  d'autres  termes,  la  dérivée 
F'(5)  a  le  même  ordre  (p,  p,,  p2,  . .  . ,  p^.)  que  la  fonction  F(^), 
même  lorsqu'on  attribue  à  la  notion  de  l'ordre  le  sens  plus  large 
considéré  par  M.  Lindelof. 

Considérons  maintenant  un  nombre  fini  de  ^fondions  F|(^)^ 
F2(5),  ...,Fm(^)  d'ordre  (p,pi,pa,  . . . ,  ^^)  et  une  fonction 
R(F«,  F2,  ...,  Fto)  rationnelle  (*)  par  rapporta  F|(^),  F2(5),  ..., 
F/n(^);  il  est  clair  que  les  résultais  ci-dessus  indiqués  nous  con^ 
duisent  à  la  conclusion  que  le  module  de  la  fonction 

*(i5)=:R[F,(^),F,(5),    ...,F,„(^)] 

sera  compris  sur  une  infinité  de  cercles  de  rayons  croissant 
indéfiniment  [c/.  Borel,  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières 
(Acta  mathematica,  t.  XX,  iSg'j)],  entre 

Dès  lors,  il  est  aisé,  en  utilisant  les  résultais  exposés  plus  haut 
et  en  suivant  exactement  le  procédé  par  lequel  M.  Bord  a  démon- 
tré son  ihéorème,  d'établir  le  théorème  suivant  : 

Si  les  fonctions  Q/(3)  croissent  moins  vite  que 

g/?  (lor  r)?»  (log,  r)?« . .  .(lof  ,1  r)^'é- 

tandis  que  les  fonctions  H/(3)  croissent  plus  vite  que 

a  étant  un  nombre  positif  quelconque,  l' identité 

(4)  Qi(3)e"««=)-f-Q,(2)e"«<=^-+-Q«(3)e"v->=o 

entraîne  {^)  ^ 

Q,(i;)=o,         Q,(3)  =  o,  ...,         Q„(3)  =  o. 

(')  D'une  façon  plus  précise,  il  en  serait  de  incmc  y'unc  fonction  rationnelle 
des  F^,  F„  ...,  F„,  et  de  leurs  dérivées  d'ordre  quelconque  (en  nombre  fini). 

(^)  On  suppose  toujours  qu'aucune  des  difTérenccs  ll,(;;)  —  11^(5)  ne  soit 
d'ordre  inférieur  à  /'?(  log /•)?!(  log,/- )?^. ..(  log j^r)?;i.  (J'utilise  ici  la  définition 
d'ordre  donnée  par  M.  Lindelof.) 
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Cesl  une  généialisalion  du  cas  correspondant  du  ihéorème  de 
M.  Borel  ;  le  lecleur  est  prié  de  se  reporter  à  son  Mémoire  précité 
(p.  385)  pour  se  rendre  bien  compte  des  résultats  de  ce  travail. 

4.  J^exposerai  maintenant  une  extension  du  théorème  de 
M.  Borel,  extension  poussée  assez  loin  pour  permettre  de  consi- 
dérer des  identités  de  la  forme  (i),  où  les  coefficients  Qi(5)  et  les 
exposants  H|(^)  ne  sont  plus  des  fonctions  analytiques.  A  cette 
extension  nous  conduisent  les  résultats  remarquables  auxquels 
M.  A.  Wiman  est  arrivé  par  les  considérations  plus  précises  du 
mode  de  croissance  de  M(r)  dues  à  MM.  Boutroux  et  Lin- 
delof  :  M.  Wiman  a  mis  en  lumière  le  cas  où  les  inégalités 
établies  |)ar  ces  auteurs,  entre  Tordre  de  grandeur  du  module 
maximum  et  la  distribution  des  zéros,  ne  sont  plus  vérifiées.  C'est 
un  cas  d'exception  de  M.  Picard  généralisé.  M.  Wiman  a  montré 
que,  lorsque  ce  cas  se  présente,  la  fonction  entière  F(:;)  se  décom- 
pose comme  il  suit  : 


(5) 


F(z)  =  Fi(z)e       \"'  "'         danslecas       />  =  p  — i, 


\  F(z)  =  Fi{z)e     ^'    "  danslecas        />  =  pt 


p  désignant  le  genre  et  p  l'ordre  de  F(5),  le  deuxième  facteur,  qui 
croît  comme  une  exponentielle,  ayant  un  ordre  de  grandeur  supé- 
rieur à  celui  de  F|(5);  j'entends  par  là  que,  si  le  module  maxi- 
mum M(r)  de  F(s)  est  de  Tordre  ^'^iof')^Miof,r)e....tioirj.r)V^  celui  de 

F,  (:î)  reste  inférieur  à  e'^"^*'"'^'-^'''*!*'*^^'*"",  a  étant  un  nombre  positif 
quelconque.  Quant  à  Tentier  /i|,  qui  figure  dans  les  formules  (5), 
il  est  défini  par  les  inégalités 

(6)  /'«,</-< /•«,+!, 

r  étant  toujours  le  module  de  z  et  r,t  celui  du  zéro  a^  de  rang  n; 
on  voit  bien  que  le  nombre   /i|,  ainsi  défini,  est  une  fonction 

de  r  =  I  5 1  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  V  —r  que  nous 
désignerons  par  y(/).  Il  en  résulte  que  le  facteur  exponentiel 

-   f/  ('"1      • 

(;)  7(z)  =  e     '     P 
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n^est  pas  une  fonction  analvlique,  puisque  la  fonclion 

^Iogcr(;5)=~^(r) 

n^est  pas  une  fonclion  analyliqne  de  z,  et  il  en  est  nécessairement 
de  même  de  l'autre  facteur  F|(:;).  Comme  M.  Wiman  Ta  montré, 
la  fonclion  F{z)  doit  eue  considérée  comme  exceptionnelle, 
puisque  aucune  des  fonctions  F(3)-f-/(v),  où  /(:;)  désigne  une 
fonction  d'ordre  inférieur  à  celui  de  F(5),  ne  saurait  présenter  les 
mêmes  caractères  que  F(z)]  nous  sommes  donc  en  présence  d'un 
cas  d'exception,  qui  comprend  comme  cas  particulier  le  cas  d'ex- 
ception usuel  et  dont  le  caractère  exceptionnel  n'a  pu  se  présenter 
que  par  une  décomposiiion  de  la  fonction  F{z)  en  deux  facteurs 
non  analytiques  par  rapport  à  z. 

D.  Supposons  maintenant  que  le  plus  grand  des  ordres  des 
coefficients  A|(5),  qui  figurent  dans  la  fonction  /{z,  m),  soit 

Il  esl  d'abord  facile  de  constater  qu'il  est  impossible  d'avoir  v 
valeurs  de  //,  u^  Wa,  . . . ,  ?/v»  pour  lesquelles  la  fonction  /{z^  u) 
soit  d'ordre  inférieur  à  (8),  parce  que,  s'il  en  était  ainsi,  il  résul- 
terait de  la  résolution  des  équations 

(9)     /(«,  "l)=/l(^),  /(5,  Mî)=/î(^),  ...,  /(^,  Wv)=/v(«), 

que  tous  les  coefficients  A|(3)  seraient  d'ordre  inférieur  a  (8),  ce 
qui  est  contradictoire  avec  notre  hypothèse.  S'il  y  a  de  telles  va- 
leurs de  M,  appelons-les  valeurs  excep  lionne  lies  (E). 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ail  v  +  i  valeurs  de  u  autres 
que  (E),  pour  lesquelles  la  fonction  /{z^  u)  soit  exceptionnelle 
au  sens  précis  du  mot,  d'après  M.  Wiman.  Je  dis  que  cela  est 
impossible. 

Soient,  en  efTet,  Uq-,  Ui,  u^,  ....  ;/v  ces  v-h  t  valeurs  de  e/;  on 
aura 

/(3,«„)=/o(5)e''    P, 
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les  yo(5),/i(5),  ..•,/v(5)  désignant  des  fondions  (non  analy- 
tiques, en  général)  d^ordre  inférieur  à  (8)  et  les  qi  désignant  les 
sommes  de  M.  Wiman  indiquées  plus  liau(,  qui,  ne  dépendant 
que  de  /*  =  (:;),  sont  lelles  que  les  facteurs  exponentiels  soient  de 
Tordre  (8). 

Comme  M.  Wiman  Fa  démontré  dans  son  travail  ci  lé,  les  fonc- 
tions y/(^)  obéissent  aux  inégalités  de  MM.  Boulroux  et  Lindelof 
et  au  théorème  de  M.  Hadaninrd  sur  le  module  minimum. 

D'autre  part,  si  nous  diflerentions  les  deux  membres  de 
l'égalité 

(II)  F,{z)=/(z,Ui)=Mz)e^ 

en  faisant  varier  la  variable  sur  la  circonférence  de  rayon  r,  nous 
obtenons 

(12)  F;(^)=/'P[/;(^)-hy,/,(^)«p-M. 

Or,  le  rapport  F^.(5)  :  F/ (^)  est  comparable  (*),  d'après  les  ré- 
sultats de  M.  Boulroux,  à  une  puissance  finie  de  z  et,  par  consé- 
quent, F^  (^)  est  exceptionnelle,  au  sens  de  M.  Wiman,  en  même 
temps  que  F/ (5). 

Il  n  j  a  donc  que  deux  liypotbèses  possibles  pour  la  fonction 

(i3)  /;(^)^-y//l(^)^?-': 

ou  bien  elle  est  aussi  exceptionnelle  (*),  ou  bien  elle  est  d'ordre 
moindre  que  (8).  Mais  il  n'est  pas  difficile  de  constater  que  c'est 
la  seconde  hypothèse  qui  est  vraie  :  si  Ton  divise,  en  effet,  membre 
à  membre,  les  deux  égalités  (i  i)  et  (12),  on  obtient 

Le  rapport  V\(^z)  \  F/ (5)  étant  comparable  à  une  puissance  finie 
de  z  (si  Ton  exclut  le  voisinage  immédiat  des  zéros),  il  en  est  de 
même  de/,-(v)  :  fi{z)  et,  par  conséquent,  Tordre  de  /[{z)  n'est 


(')  Sauf  le  voisinage  immédiat  des  zéros  de  F, (5). 

(-)  C'est-à-dire  susceptible  d'une  décomposition  de  M.  \Viman  ayant  un  facteur 

principal  de  la  forme  c       P  . 
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pas  supérieur  à  celui  de/j(s).  Il  en  résulte  que  la  dérivée  Fy(v)  a 

s? 

le  même  hcieuv  principal  e  '  P  que  la  fonclionF|(5).  Il  est  main- 
tenant aisé  de  prouver  que  le  fadeur /[(-s)-}-  qifi{^)^^~^  dans  la 
décomposition  (12)  obéit  au  théorème  de  M.  Hadamard  sur  ce 
module  minimum;  si  Ton  effectue,  en  effet,  la  décomposition 
régulière  de  la  fonction  exceptionnelle  F^(2)  suivant  la  méthode 
de  M.  Wiman  [voir  le  paragraphe  4;  on  pourrait  l'appeler  :  dé- 
composition de  M.  Wiman)^  on  obtient 

(i5)  ?;•(*)=«  p  ?/(-*) 

avec 

(16)   K,  =  -2-^p     (/)  =  p-i)        ou  bien        K,=  \]^     (/'  =  ?). 


les  a\,  a\,  a,,  . . .,  a),,  . . .  désignant  les  zéros  de  F^(s)  el  <pi(3) 

avant  un  ordre  inférieur  à  celui  de  e    P. 
Nous  aurons 

Comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  M.  Wiman  a  établi  dans  son 
travail  cité  que  la  fonction  fi(^),  qui  n'est  pas  toujours  analy- 
tique, obéit  au  théorème  de  M.  Hadamard  sur  le  module  minimum; 
dès  lors,  l'égalité  (17)  nous  montre  bien  clairement  qu'il  en  est 
de  même  de  la  fonction  (i3). 

6.  Rien  ne  nous  manque  plus  pour  aller  plus  loin  :  l'élimi- 
nation des  coefficients  A/ (5)  entre  les  vH-  f  équations  (10)  nous 
conduite  l'identité 

3?  se  s?  5? 

7o('')~  '/i<''»-r  ^/«"''t  .  '/v<''tT     X 

(18)  Xo/o(^)e       P  +  X,/,Wc        ^-r\xft{z)e       P4-...-^Xv/vWe       P  =X, 


(*)  II  est  clair  que  la  différence  K,— 7,  croit  moins  vite  que 
(logr)î.(log,/-)?a  ..(logj,/-)V-S 
c  étant  un  certain  nombre  positif. 
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ou 


(»9)    h  = 


lli^  I      u] 


I       Uv  <^v 


Ui-x 


^li 


X  = 


I       Mo       «5 
I       Ux      u\ 


I       f/v       U^ 


{•xo) 


Tous  ces  délenninants  de  Vandermonde  représentent  des  nombres 
cssenliellcmenl  difTcrenls  de  zéro. 

11  n'jr  a  rien  à  changer  mainlenant  à  la  démons  Ira  lion  de  M.  Borel 
pour  établir  rim|)ossibilité  de  (i8);  nous  remarquerons  d'abord 
que,  quelles  que  soient  les  réductions  (|ui  peuvent  avoir  lieu  dans 
le  premier  membre  de  cette  identité,  le  second  membre  X  restera 
intact  et  constituera  toujours  ie  terme  algébrique  unique;  d'autre 
part,  ces  réductions  ne  sauraient  nuire  aux  propriétés  caractéris- 
tiques de  ridentité.  Si,  par  exemple,  la  difTérence  q\{r) — ?o('*) 
croît  moins  vite  que  (log/')Pi(log2r)P«.  •  .(logpi/-)P|t~*,  a  étant  un 
nombre  positif  quelconcpie,  nous  aurons 


^ir)  =  qi{r)-'q^(r),         ^'C^)  =  Xo/o(5) -+- X,/,(5)  e 


P 


Ainsi  les  deux  termes  ont  été  remplacés  par  un  seul  de  la  même 
forme,  puisque  '!^(z)  croît  moins  vite  que  rP(log7')P«. .  .(logpLr)P^~^, 
b  étant  un  nombre  positif.  Par  un  procédé  exposé  dans  le  para- 
graphe précédent,  ou  démontrera  encore  que  la  fonction  ^{z) 
obéit  au  théorème  de  M.  Hadamard  sur  le  module  minimum.  En 


V../)^ 


effet,  le  produit  ^(z)e  "^    P  désignant  une  fonction  entière  analy- 
tique^ on  aura  la  décomposition  de  M.  Wiman  : 


(^■) 


tfçir)  -r 


,,„£ 


où  W(w)  obéit  an  théorème  de  M.  Hadamard  sur  le  module  mi- 
nimum.  L'ordre  de  '!j{z)  étant  inférieur  à  (8),  il  est  clair  que  la 
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diderence  6(/')  —  yo(^)  doil  croître  moins  vile  que 
(22)  (Iog/O?i  (Iogj/-)Pi . .  -(logjA/OPs*"*» 

a  étant  positif,  et,  psir  consé(|tient,  la  fonction  '|(^)  sera  égale  au 

produit  de  deux  fonctions  W(3)  ei  e  ?  obéissant  au  théo- 

rème de  M.  Iladamard  sur  le  module  minimum  et  d'ordre  non 
supérieur  à  celui  de  'l{z).  H  en  sera  donc  de  même  de  ^(z). 

Nous  démontrons  aussi,  à  l^aide  du  théorème  cité  plus  haut  de 

-? 

M.  Boulroux,  que  la  dérivée  du  produit  •i(5)e  "  P  est  une  fonc- 
tion exceptionnelle  de  la  même  forme. 

Cela  acquis,  si  nous  prenons  la  dérivée  de  deux  membres  de 
I*identité  (18),  nous  obtiendrons  une  identité  de  la  même  forme 
avec  les  mêmes  propriétés  des  coefficients  et  des  exposants,  mais 
ayant  un  terme  de  moins. 

Pour  les  détails  de  la  démonstration,  je  renvoie  au  Mémoire 
précité  de  M.  Borel  (p.  385),  puisque,  au  point  de  vue  de  la 
marche  de  la  démonstration,  il  n'y  a  rien  qui  puisse  distinguer  les 
identités  (18)  des  identités  ordinaires  de  M.  Borel. 

Le  fait  que  les  coefficients  et  les  exposants  ne  sont  pas  des 
fonctions  analytiques  n'intervient  pas  dans  la  démonstration,  car 
nous  avons  acquis  plus  haut  les  trois  éléments  nécessaires  de  la 
démonstration  :  1^  la  conservation  des  conditions  d'inégalité 
d'ordre  entre  les  coefficients  et  les  exposants  dans  les  identités 
déduites  de  (18)  par  des  dérivations  successives  ;  2"  l'application 
du  théorème  sur  le  module  minimum  aux  coefficients  de  l'iden- 
tité (18)  ;  r*  l'application  du  même  théorème  à  toutes  les  identités, 
déduites  de  (18)  par  les  dérivations  successives. 

Nous  sommes  donc  en  présence  d'une  forme  singulière^  pour 
ainsi  dire,  du  théorème  généralisé  de  M.  Borel,  que  nous  avons 
énoncé  dans  le  paragraphe  3. 

7.  Les  considérations  précédentes  nous  conduisent  à  l'extension 
au  cas  d'exception  de  M.  Picard,  généralisé  par  M.  Wiman,  des 
résultats  que  nous  avons  communiqués  autrefois  à  l'Académie  (*) 

(')  Voir  Comptes  rendiiSf  20  avril  190.3,  8  février  igoj  et  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France^  1904,  p.  V»  :  Sur  les  zéros  d'une  classe  de  fonctions 
transcendantes.  Ces  résultats  seront  développés  en  détail  dans  ma  llièse. 
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sur  les  funclions  à  v  branches  d^ordre  fini  et  sur  certaines  classes 
de  fonctions  à  un  nombre  infini  de  branches.  Nous  avons  ainsi 
précisé  considérablement  ces  résultats,  grâce  aux  recherches  ré- 
centes de  MM.  BoulrouT,  Lindelof  et  Wiman.  On  a,  entre  autres, 
le  théorème  suivant  : 

Si  nous  désignons  par  u  =  {i)(z)  la  fonction  multiforme 
définie  par  V équation  f{z^  u)  =  o  d'ordre  e'^'o»'-)^'-  uofr^HV,  tes 
zéros  de  V  équation 

(23)  (i)(5)=a 

(a  étant  un  nombre  quelconque)  obéissent  aux  inégalités  éta- 
blies par  MM.  Boutroux  et  Lindelof  pour  les  fonctions  en- 
tières du  même  ordre.  Il  ne  peut  pas  y  avoir  d'^ exception  pour 
plus  de  2v  —  I  valeurs  finies  de  a.  //  en  est  de  même  des  équa- 
tions 

(M)  io(^)=G(^), 

G{z)  étant  une  fonction  entière  d^ ordre  inférieur  à 

(25)  e'^>"»''^''--t'»?i*''>^J*. 

Ainsi,  si  la  densité  des  zéros  d'une  équation  (24)  ^^^  inférieure 
à  celle  d'une  fonction  entière  du  même  ordre  (suivant  les  inégalités 
de  MM.  Boutroux  et  Lindelof),  cette  équation  doit  être  considérée 
comme  exceptionnelle. 

Nous  appelons  ordre  de  la  fonction  io(z)  à  v  branches  le  plus 
grand  des  ordres  des  coefficients  A|(5)  de  f{Zj  u).  Il  est  aisé  de 
voir  que  la  fonction  o)(^)  ne  saurait  croître  plus  vite  que 

^rf  «lof  n?« . .  .Uopj,  r;?;*"^* 

a  étant  un  nombre  positif;  car,  s'il  en  était  ainsi,  l'égalité 

[a)(5)Jv4-Ai(;î)[a)(5)]''-»-+- A,(-s)[a)(5)p-»-+-...-+-Av(-5)=o 

serait  impossible.  En  effet,  le  rapport  de  chaque  terme  au  suivant 
tend  vers  l'infini  avec  un  ordre  équivalenl  à  celui  de  ci)(>3). 

Il  est  clair  aussi  qu'une  branche,  au  moins,  de  w(^)  sera  d'ordre 
égal  à  (20),  suivant  la  définition  de  M.  Lindelof  étendue  aux  fonc- 
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lions  m ulli formes,  car,  si  loutcs  les  branches  étaient  d'ordre 
moindre  que  (aS),  il  en  serait  de  même  de  tous  les  coefficients  A|(:;), 
ce  qui  est  conlradicloire  à  notre  hypothèse.  Ainsi  se  trouve  jus- 
tifiée la  définition  d'ordre  des  fonctions  à  v  branches  donnée  ci- 
dessus. 

SUR  LE  PROBLÈME  DE  MORGE  (<); 
Par   M.    E.    GotJnsAT. 

La  publication  d'une  Note  récente  de  M.  Zevyos  {Comptes  ren- 
dus, 10  avril  1905)  a  ramené  mon  attention  sur  certains  résultats, 
relatifs  au  problème  de  Monge,  qui,  quoique  très  incomplets, 
peuvent  peul-ôlre  offrir  quelque  intérêt  pour  les  mathématiciens 
qui  s'occupent  de  ce  genre  de  questions.  Je  les  indiquerai  rapi- 
dement. 

1.  H  est  commode,  pour  faciliter  les  raisonnements  et  les 
énoncés,  d'employer  le  langage  de  la  Géométrie  à  n  dimensions. 
Liant  données  (/i  -h  i)  variables  indépendantes  x^^  x^^  .  .  .,  Xn+t^ 
nous  dirons  que  tout  système  particulier  de  valeurs  de  ces  va- 
riables représente  les  coordonnées  dhin  point  dans  l'espace  à 
(n  -4-  i)  dimensions.  Nous  continuerons  à  appeler  surface  toute 
variété  à  n  dimensions  située  dans  cet  espace  à(/i  +  i)  dimen- 
sions, et  courbe  toute  variété  à  une  dimension.  Toute  surface  est 
représentée  par  une  seule  relation  entre  les  coordonnées  de  ses 
points;  si  cette  relation  est  linéaire,  la  surface  sera  appelée  sur- 
face plane  ou  plan.  De  même,  nous  appellerons  droite  une 
variété  linéaire  à  une  dimension,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points 
dont  les  coordonnées  X,  satisfont  à  n  relations  de  la  forme 

Xi—  Ti  _  Xj — ^%  _       _  X„-n  — a^„-n^ 


«1  «î  «/l-Hl 

X\,  X2,   .«'j  ^n  sont  les  coordonnées  d'nn  point  particulier  de 
celle  droite,  «i,  «j,  ...,  «/i^.!  ses  paramètres  directeurs. 

(')  Celle  Note  a  clé  présentée  à  la  Société  Mathématique,  dans  la  séance  du 
i5  juin  190.').  Une  Note  de  .>f.  Bottasse,  sur  le  même  sujet,  a  clé  présentée  à 
TAcadémie  des  Sciences  dans  la  séance  du  i3  juin  190.'). 
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Un  plan  P  passant  par  un  point  de  coordonnées  (X|,:r 2 y  .••,^/#^i) 

(2)  A,(X,  — ari)-f- A,(Xt— Xt)-^-..•^-  ^n-hd^n-t-i  —  ^n-^i)  =  o 

est,  en  général,  déterminé,  s'il  doit  contenirii  droites  passant  par 
ce  point  (a:«,  ^3.  .  .  .,  x„^i);  car  les  coefficients  A|  doivent  véri- 
fier un  système  de  n  équations  linéaires  et  lionio«^ènes. 

Une  droite  D,  passant  par  un  point  fixe  M  de  coordonnées 
(Xi^  x^t  •  .  -î  -^/i+i))  et  dont  les  paramètres  directeurs  dépendent 
de  p  variables  arbitraires  ai(/;</i),  engendre  une  Vrt/'/eVeco/î/ywe 
de  sommet  M.  Si  /?  =  i ,  nous  dirons  que  cette  variété  conique 
à  deux  dimensions  est  un  cône  de  sommet  M.  Tout  cône  de  som- 
met M  est,  d'après  cela,  représenté  par  un  système  de  (n  —  1)  équa- 
tions distinctes 

(3)  /i(^\^  ocu  . ..,  a^«H-i;  Xi  — arj,  . . .,  X„-hi— -  a:,i^i)  =  0 

(i  =  i,  2,  ...,  /i  — i), 

les  y)-  étant  des  fonctions  homogènes  des  différences  X/ — j?/.  Si, 
dans  les  équations  (i),  les  paramètres  a,,  «r,,  .  .  .,  an^i  sont 
fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  a,  ces  droites  sont  les 
génératrices  d'un  cône  de  sommet  ^\[x^^  x^,  . .  .,  ^«+1),  et  à 
chaque  valeur  de  a  correspond  une  génératrice  déterminée. 

Étant  donné  un  cône  de  sommet  M,  tout  plan  passant  par  M 
renferme  un  certain  nombre  de  génératrices.  Si,  par  exemple,  les 
génératrices  du  cône  sont  représentées  par  les  équations  (1),  a^^ 
^2)  •  •  •)  ^/i+t  étant  fonctions  d'une  variable  indépendante  a,  les 
valeurs  de  a  correspondant  aux  génératrices  situées  dans  le  plan  (2) 
sont  racines  de  l'équation 

(.1)  U(a)  =  A, ai -4-  A2aj-+-...H-  A„+ia„^i  =  o. 

On  peut  disposer  des  coefficients  Ai,  A^,  .  .  .,  A„^_|  de  façon 
que  ce  plan  ait  en  commun  avec  le  cône  n  génératrices  confondues 
avec  une  génératrice  déterminée.  Si  a^  est  la  valeur  correspondante 
de  la  variable  a,  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  a,,  soit  une  racine 
multiple  d'ordre  n  de  l'équation  U(a)  =  o  ;  on  a  ainsi  n  équations 
de  condition 

qui    déterminent,  en   général,    les    rapports   des  coefficients  A,, 
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Aj, . . .,  A/,^., .  Nous  dirons  que  le  plan  ainsi  oblcnu  est  osculateu^ 
au  cône  (T)  suivant  la  génératrice  («o)-  I'^"  éliminant  ol^  entre 
les  n  équations  (5),  on  arrive,  en  générai,  à  (n  — i)  équations  de 
condition  homogènes  par  rapport  à  A,,  A^,  . . .,  A,i^_i, 

(6)  F/(ari,  arj,  ...,  a7rt-4.i;  Al,  Aj,  ...,  A„_».|)  =  o        (t  =  i,  îi,  ...,/»  — i), 

dépendant,  en  oulre,  des  variables  ^i,  x^^  ...,  ^«+1,  si  les  para- 
mètres directeurs^!,  a^^  . . .,  ati^%  dépendent  non  seulement  de  a, 
mais  des  coordonnées^!,  x^^  ...,  x„^%  du  sommet.  Nous  dirons, 
pour  abréger,  que  les  relations  (6)  sont  les  équations  tangen- 
tielles  du  cône  considéré  de  sommet  (a7|,  X2^  ...,  ^/i+i). 

Lorsque  le  cône  est  représenté  |)ar  un  sjstème  de  /i  —  1  équa- 
tions de  la  forme  (3),  les  n  équations  (2)  et  (3)  déterminent  les 
génératrices  du  cône  situées  dans  le  plan  P.  On  obliendra  encore 
les  équations  langentielles  du  cône  en  exprimant  que  n  de  ces 
génératrices  sont  confondues.  Par  exemple,  en  éliminant  n  —  i  des 
rapports  ^*_    '>  ••-,     w-^i  ^    «-t-i  g^^pg  i^g  ^  relations  (2)  et  (3), 

on  arrive  à  une  équation  pour  déterminer  le  dernier  rapport,  et 
cette  équation  devra  avoir  une  racine  multiple  d^ordre  n, 

2.  Réciproquement,  tout  système  Aq  n  —  i  équations  de  la 
forme  (6),  homogènes  par  rapport  à  A|,  A 2,  • . .,  A,/^_i,  peut  être 
considéré  comme  représentant  les  équations  tangentielles  d'un 
cône  de  sommet  (X|,  ^2,  . . .,  ^«+i). 

En  effet,  imaginons  que  des  (n  —  i)  équations  (6)  on  ait  tiré 

les  valeurs  de  {n  —  i)  des  rapports  '-~y  •  •  •>  —r-^*»  en  fonction  de 
l'un  d'eux  a.  Le  plan  P  représenté  par  l'équalion  (2) 

U(a)  =  A,(Xi— ar,  )-+-...+ Art  4-1  (XrtH-i  —  ar„H_,)  =  0 
ne  dépend  plus  que  d'un  paramètre  variable  a.  Les  n  équations 

(7)  i;(a)  =  o,         U'(a)  =  o,         ...,         i;(«-»'(a)  =  o 

représentent,  quand  on  donne  à  a  une  valeur  particulière,  une 
droite  D  passant  par  le  point  M  (xi,  iCo,  ...,.r„^i).  Lorsque  a 
varie,  cette  droite  D  engendre  un  cône  de  sommet  M,  et,  d'après 
la  façon  même  dont  on  Ta  obtenu,  il  est  clair  que  le  plan  P  a  n  gé- 
nératrices  communes  avec  ce  cône    qui  sont  confondues  avec  la 
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génératrice  (a).  En  éliminant  a  entre  les  (n  —  i)  équations  (7),  on 
aura  donc  les  équations  d^un  cône  de  sommet  M  dont  les  équa- 
tions (6)  sont  les  équations  tangentielles. 

3.  Considérons  maintenant  un  système  de  k  équations  de 
Monge  (Ar^/i  —  i), 

(H)     /i(^i,  ^î,  ...,  Xn^\\  dxu  dxi,  ...,  dx„^x)  =  o,      {t  =  i,  2,  ...,  A). 

les  fi  étant  des  fonctions  homogènes  par  rapport  à  rfxi,  dx^j  . . ., 
dxn.  Le  problème  de  Tintégration  de  ce  système  consiste  à  ex- 
primer Xi,  X2,  ...,  X//+I  explicitement  en  fonction  d'une  variable 
auxiliaire  ^,  de  n  —  k  fonctions  arbitraires  de  ce  paramètre  et  de 
leurs  dérivées  successives  jusqu'à  un  ordre  déterminé.  Ce  problème 
a  été  résolu  par  Monge  dans  le  cas  particulier  où  Ton  a  /t  =  2, 
k  =  ï»  Nous  allons  examiner  le  cas  où  l'on  a,  n  étant  quelconque, 
k=  n  —  I . 

Si,  dans  les  (/i  —  i)  équations  (8),  on  remplace  dxi  par  X| — x/, 
on  a  les  équations  d'un  cône  de  sommet  (^,,  Xj,  ...,  Xn^t).  A 
chaque  point  de  l'espace  à  (n  -H  i)  dimensions  les  équations  pro- 
posées font  correspondre  un  cône  (T)  ayant  son  sommet  en  ce 
point,  et  le  problème  de  Monge  peut  encore  être  formulé  en  ces 
termes  : 

Déterminer  les  courbes  de  l* espace  à  n-\-\  dimensions  qui 
sont  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  fune  des  généra- 
trices du  cône  (T)  ayant  ce  point  pour  sommet, 

ÉcrivonsTciquation  d'un  plan  passant  par  le  point  (.r,, 0:3, ...,J7|»+i) 
sous  la  forme  ' 

(9)  \n+i  —  x„^i=  /'i(Xj  — a:|)-»-...-t-/>rt(X«— jr„); 

leséqualions  tangentielles  du  cône  (T)  de  sommet  (j7|,X2,  ...,ar«+4) 
sont  alors  de  la  forme 

(10)  F,(ar,,  Tf,  ...,  Xn-i-i\  Pu  Pli  .,.yp„)  —  o,        (/ =  i,  «a,  . . .,  n  —  i). 

Si  l'on  considère  .r^,  x^^  ...^x»  comme  n  variables  indépen- 
dantes, Xfi^i  comme  une  fonction  de  ces  n  variables,  et/>i, />2,...i 

p,i  comme  les  dérivées  partielles  de  x„^i  (pi=  ~~r^)*  ^^^  **^'*" 
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lions  (lo)  forment  un  système  de  (n  —  i)  équations  aux  dërivées 
partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue.  Â  tout 
système  de  {n  —  i)  équations  de  Monge 

(9.)       //(^li^2» ^n+i]  dxi^dxif  ,.,,dXn-i^i)  (1  =  I,  2,  . ..,  n  —  î), 

correspond  ainsi  un  système  (10)  de  (n  —  i)  équations  aux  déri* 
vées  partielles  simultanées  du  premier  ordre,  que  nous  appellerons 
le  système  associé  du  premier  système  (9). 

4.  Cela  posé,  il  est  facile  de  monlrer  que  la  niétljode  de  Monge 
s'étend  sans  peine  au  cas  où  le  syslème  associé  d'équations  aux 
dérivées  partielles  (10)  este/?  involiilion. 

Soit,  en  effet, 

(\\)  V(jf,,  Xt,  ...,  x„+x\  a,  b)  =  o 

une  intégrale  complète  de  ce  système.  Le  plan  tangent  à  Tune  des 
surfaces  intégrales  S  passant  en  un  point  donn<^  (o^i,  X2f  . .  .>  ^«+») 
a  pour  équation 

dxi  <f^u-t-i 

les  deux  paramètres  a  et  6  étant  liés  par  la  relation  (1 1).  Ce  pjan 
ne  dépend  donc,  en  réalité,  que  d'un  seul  paramètre  variable,  et, 
d'après  la  façon  dont  on  a  déduit  le  système  adjoint  (10)  du  sys- 
tème (9^)t  le  plan  représenté  par  l'équation  (12)  reste  osculateur 
au  cône  (T)  de  sommet  (:r,,  or^,  .,.,  x„^i)  représenté  par  les 
équations 

I  «  =  1,   2,   ...,  «  —  I. 

Pour  déduire  les  équations  (i3)  de  l'intégrale  complète  (ii),  on 
pourrait  donc  procéder  comme  il  suit.  Regardons,  pour  iixer  les 
idées,  a  comme  un  paramètre  variable  et  b  comme  une  fonction 
de  ce  paramètre  définie  par  la  relation  (i  1  ).  Les  dérivées  succes- 
sives 

dft  dti^  da"   »  da't 

XXXUl.  l] 
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sont  (Irlerminécs  par  les  relations 

(  I  i  )  {  t)a*  da  <)ô  âô^  db 

Les  équations  obtenues  en  difTéren liant  [n  —  i)fois  successiveinrnt 
Téquation  (12)  par  rapport  au  paramètre  a^  b  étant  supposée 
remplacée  par  son  expression  tirée  de  la  relation  (11),  peuvent 
alors  s'écrire 


r4Î) 


-—     (X,-a-,)-+-...+  -r- (\„4-l  — a-rt-nOrrrO, 


et  Ton  obtiendra  les  équations  (i3)  en  éliminant  a,  6,  6',  V^  ...^ 
/^(/i-O  entre  les  %n  équations  (i  i),  (12),  (i4)  et  (i5). 
Supposons  maintenant  que  Ton  pose 

^  =  f(«), 

la  fonction  ^{a)  étant  une  fonction  arbitraire  de  a,  et  considérons 
Je  système  de  /i —  1  équations 

(16)  V  =  o,  -7-  =  o,  -,--  =  o,  —. —  =  o, 

OÙ  l'on  a  posé 

I    d\  d\  à\    ,^     ^ 

Ces  (/i  -|-  j)  équations  simultanées  permettent  en  général  d'expri- 
mer Xj,  X2,  • . .,  x,i^^  en  fonction  de  la  variable  auxiliaire  a^  de 
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©(a),  o'(a),  . . .,  ç^"^ (a).  Je  (lis  que  la  courbe  de  l'espace  à  (/i -1-  i) 
dimensions  ainsi  déterminée  est  une  intégrale  du  système  de 
Monge.  En  effet,  si  nous  appelons  x\,  x\^  ...,  j?),^,  les  dérivées 
<leces  fonctions  par  rapport  à  a,  on  déduit  des  équations  (i6) 


il 


ir,  -4-. .  .H a^,|+,  =  o, 

et  le  système  des  p./i  -i-  i  équations  (i  6)  et  (i8)  devient  identique  au 
système  formé  des  équations  (i  i),  (12),  (i4)et  (i5),  pourvu  qu'on 
remplace  x'^y  x'^,  •  .  • ,  ^n+i  pai*  X.|  —  Xt,  X2  —  ^2,  . . .,  X/ï —  x, 
respectivement,  puis  o{a)  par  6,  ç'(a)  par  6',  • . . ,  çf"^(a)  par  6^"^ 
Par  suite,  ^élimination  de  a,  ©(«),  ©'(^s),  ...,  ©^''^(a)  entre  les 
équations  (16)  et  (18)  conduira  aux  relations 

fii^i,  a^i,  ...,  Xn^i'j  x\f  ,..,  x'n+i)  =  0,         1  =  I,  a,  ...,  71  — I, 

identiques  aux  relations  (9).  Les  formules  (16)  représentent  donc 
riutégrale  générale  du  système  de  Monge  proposé. 

5.  Les  systèmes  précédents  sont  évidemment  très  particuliers-; 
mais  on  peut  quelquefois  étendre  la  méthode  à  des  systèmes  de 
Monge  plus  généraux,  en  imitant  la  méthode  d^intégralion  de 
Lagrange  et  Charpit  pour  une  équation  aux  dérivées  partielles. 
Étant  donné,  par  exemple,  un  système  de  n  —  k  équations  de 
Monge  (A*  >  i),  pour  appliquer  la  méthode  précédente  il  suffira  de 
pouvoir  lui  adjoindre  A'  —  1  é<|uations  nouvelles  de  même  forme, 
de  façon  que  le  système  associé  du  système  ainsi  complété  soit  en 
involution. 

Considérons,  par  exemple,  un  système  de  Monge  de  la  forme 

(mO  /t{dxu  dxu  ...,  £/x«4-i)  =  o,        1  =  1,  'x,  ...,  «-^A, 

les  fonctions  //  ne  renfermant  pas  les  variables  .r,,  .r^,  .  .  .,  J^«-|.|. 
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Si  /  ==  1 ,  le  système  associé  est  de  la  forme 

(9.0)  F/(/>,,  />,,    ...,/?n)  =  0,  1  =  1,  2,    ...,  /l— I, 

et  par  conséquent  est  en  involution.  S!  A:  est  >•  i ,  il  suffira  d'ajon- 
ler  aux  équations  (19)  k — 1  équations  de  même  forme,  par 
exemple 

les  fonctions  ^1,  ^2,  .  . .,  ^^-i  étant  arbitraires,  pour  être  ramené 
au  premier  cas. 

Les  systèmes  (19)  ont  été  considérés  par  M.  Darboux  {Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1887).  La  mélliode  pré- 
cédente montre  comment  on  peut  rattacher  l'intégration  de  ces 
systèmes  à  une  théorie  générale,  tout  à  fait  analogue  à  la  théorie 
de  Monge  pour  Téquation  à  trois  variables. 

6.  Appliquons,  par  exemple,  cette  méthode  à  Téquation  Je 
SerreL 

(-21)  dx\  -4-  dx\  -f-  dx\  =  dx] . 

Joignons  à  cette  équation  une  relation  de  forme  arbitraire 

ulxi  __     /  dxi  \ 

Les  équations  (ai)  et  (asi)  forment  un  système  de  Monge,  elles 
équations  du  cône  (T)  correspondant  de  sommet  (x^y  x^,  j:,,  xi} 
sont 

/  (X^-:r*)«=(\,-r,)«4-(X,— a-, )«-+-( \,  —  ar,)% 

(\,-X|       ?VX,-:r,/ 

Pour  obtenir  le  système  associé  correspondant,  formons  Téquation 
qui  donne  les  génératrices  communes  au  cône  (T)  et  au  plan 

X4  —  X4  = /;,  ( Xj  —  a-i ) -f-jwj (  X,  — j-,) -+-/>,(X,  —  :r3); 

on  |)eul  poser 

Xs—  r,  X,— ^r. 


\|  — a^i 
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Xv  — ar^ 


=  /?i-H/>îa-+-/>io(a). 


ce  c|ui  donne 

X|  — ari 
L'équation  en  a  est  alors 

OU 

('i4)  />! -+-/?!«  H- />i<?{a)  =  /n- «*-!-©'(«)  =  U(a). 

Diaprés  la  théorie  générale,  on  aurait  les  équations  du  système 
associé  dVquations  aux  dérivées  partielles  en  éliminant  a  entre  la 
relation  (24)  et  les  relations  (26) 

(  />,/(«)  =  U'(a). 

Il  est  inutile  d'effectuer  celte  élimination,  car  on  aura  une  inté- 
grale complète  de  ce  sj^stème  en  prenant  le  plan 

X4  == /) j  Xi  H- />,  X, -4- />,  X, -+- 6, 

Pti  P2j  Ps  étant  remplacées  par  leurs  expressions  tirées  des  for- 
mules (24)  et  (26),  a  et  6  étant  des  constantes  arbitraires. 

Remplaçons  maintenant  b  par  une  seconde  fonction  arbitraire 
^(a);  d'après  le  ihéorème  général,  les  fonctions  a:,,  x*^  Xj,  x^  du 
paramètre  a  définies  par  les  quatre  équations 

o  =  p^xi-^  p't^t-^ p't^i-^  V(^)* 

o  =  y>7  j:i -+- /?;V, -h />>3 -T- 4/"'((x), 

Pi^  P]*  p1  étant  les  dérivées  de  pi  par  rapport  à  a,  doivent  satisfaire 
à  la  relation  proposée  (21). 

Il  est  facile  de  le  vérifier.  On  déduit  en  eflet  des  relations  (24  ) 
et  (20)  que  Ton  a 

/  Px-^Pf^  -+■  P3  f(a)  =  U(^at), 


i  Pi 


-f-  /'ïa-f-/?';9(a)  =  o. 
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D'un  autre  côté,  en  dinféienliant  les  relations  (26),  il  vient 

/  dxi,  =  px  dxi  H-  pf  dxi  -+-  p3  dxzf 

(  7.8  )  /       o  =  p\  dci  -+-  /?  j  dxi  -f-  /y',  dxi, 

f      o  =  />'i  dxi  -+-  p\  dxt  -+-  /> 3  d^3. 

Les  relations  (27  )  et  (iS)  prouvent  que  l*on  doit  avoir 

dxi  __  dXi  __^   c/aTj   ^    dx^ 
I     """     a     ~"  ç(a)  ""  ^{^) 

et  comme  l'on  a 

il  s'ensuit  que  l'on  a  aussi 

dxl  =  fl^jr}  +  dxl  H-  fl^arî- 


SOR  UNE  TRiNSFORMATION   RÉCIPROQUE  EN  MÉGANIQUE; 
Par  M.   Paul-J.  Suchaiu 

M.  Painlevé  (*)  a  étudié  de.s  transformations  de  mouvement  qui 
constituent  la  g;énéralisation  de  la  transformation  homographique 
en  iMécanlque,  indiquée  par  M.  Appell  (2).  On  peut  envisager 
des  transformations  de  mouvement  distinctes  des  précédentes, 
que  je  désigne  sous  le  nom  de  transformations  réciproques,  et 
qui  seront  définies  comme  il  suit:  les  mouvements  de  deux  points 
qui  ont  lieu,  l'un  par  rapport  au  temps  t  et  l'autre  par  rapport  au 
temps  Tf,  seront  réciproques  si,  en  deux  points  correspondants  de 
leurs  trajectoires,  les  coordonnées  du  premier  point  sont  des 
fonctions  des  projections  de  la  vitesse  du  second  point  sur  les 
axes  de  coordonnées,  et  réciproquement,  les  coordonnées  du 
second  point  sont  les  mêmes  fonctions  des  composantes  de  la 
vitesse  du  premier  point. 

Si  l'on  suppose  connues  les  fonctions  qui  caractérisent  la  réci- 
procité, et  si,  de  plus,  on  se  donne  une  relation  entre  les  temps  / 


(')  Painlevé,  Journ,  de  Math.,  t.  X,  i8(j'|. 
(-)  Ai'PELL,  American  Journal,  t.  XII. 
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et  /|,  les  équations  du  mouvement  des  deux  points  seront  déter- 
minées. 

Inversement,  et  c^est  le  cas  le  plus  intéressant,  on  se  donne  les 
équations  du  mouvement  d\in  point  matériel  et  Ton  se  demande 
si  le  mouvement  est  transformable  en  un  autre  réciproque. 

Le  problème  ainsi  posé  est,  en  général,  impossible,  si  aucune 
hypothèse  n'est  faite  sur  la  nature  de  la  force  qui  sollicite  le  point, 
ainsi  que  sur  la  direction  de  la  force. 

Je  me  propose,  dans  ce  travail,  de  montrer  que  le  mouvement 
est  toujours  transformable  en  un  autre  récipro(|ue,  si  le  temps 
n'entre  pas  explicitement  dans  l'expression  de  la  force  et  si,  de 
plus,  la  direction  de  la  force  fait,  avec  une  droite  fixe,  un  angle 
dont  la  tangente  est  le  quotient  de  deux  fonctions  linéaires  et 
homogènes  des  coordonnées  du  point  matériel  ;  en  d'autres  termes, 
si  les  projections  de  la  force  sur  les  axes  de  coordonnées,  quand 
on  se  borne  au  mouvement  plan,  sont  de  la  forme 

\  =  (ax  -{-  by)u^         \  =:  (a'x-^  b' y)u, 

où  a,  è,  a',  b'  sont  des  constantes  et  u  une  fonction  absolument 
quelconque  des  coordonnées  du  point  et  des  composantes  de  la 
vitesse.  Le  problème  comprend,  comme  cas  particulier,  le  cas  des 
forces  centrales;  c'est  surtout  ce  dernier  cas  qui  fera  l'objet  du 
présent  Mémoire. 

1.  Soient  M  et  M|  deux  points  matériels  de  même  masse,  que 
pour  simplifier  nous  supposons  égale  à  i.  Nous  supposons  de  plus 
que  le  mouvement  se  fait  dans  un  plan  et  que  les  variables  indé- 
pendantes pour  les  deux  mouvements  sont  les  temps  t  et  /|. 

Appelons  or,  y  les  coordonnées  du  premier  point,  x',  y'  leurs 
dérivées  par  rapport  à  ^  et  X,  Y  les  projections  de  la  force  sur  les 
axes  de  coordonnées;  enfin,  Xi,  j'^  les  coordonnées  du  second 
point,  Xp  y\  les  dérivées  de  x^  y^  par  rapport  à  /|  et  X|,  Y| 
les  composantes  de  la  force. 

D'après  l'hypothèse  faite,  les  deux  mouvements  seront  réci- 
proques, si,  entre  x^  y^  ^o  JKo  ^S  J^S  ^'xt  y\j  ^n   a  les  relations 

1 7i  =  ?('^-',y}.      y^^^-^-'x^fo- 
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Si  les  fonclions  /et  tp  sonl  conoiies,  el  si  Ton  pose 

OÙ  .      -,    • .     est  le  déterminant  fonclionnel  de  /  et  <p,   les  éqiia- 

tions  du  mouvement  des  deux  points  seront  connues.  Nous  aurons, 
en  effet, 

d'où  l'on  déduira  X,  Y,  X|,  ¥4,  en  ajant  égard  à  (1)  et  (2). 

Î2.  Considérons  le  problème  inverse,  c'est-à-dire  le  problème 
où  l'on  se  donne  les  équations  du  mouvement  du  point  M,  et  exa- 
minons tout  de  suite  le  cas  où  la  force  est  centrale.  Les  équations 
du  mouvement  seront  alors 

Nous  supposons  seulement  que  le  temps  /  n'entre  pas  implici- 
lement  dans  l'expression  de  la  force. 

Si  ce  mouvement  est  transformable  en  un  autre  réciproque,  il 
existera  deux  fonctions  /  el  ©,  telles  qu'en  désignant  par  a?«,  ^'1 
les  coordonnées  d'un  point  Mf,  on  ait 


{1)  . 

Il  s'agit  de  trouver  ces  deux  fonctions.  Supposons  le  problème 
résolu  et  différentions  les  premières  relations  (2)  par  rapport  à  ^1  ; 
on  aura 


(>•>) 


Si  Ton  pose 


dt        D  (  x\  y'  I 


Digitized  by 


Google 


-  243  - 
et  qu'on  remplace  X,  Y,  par  ux^  uy^  on  aura 

I       ,  09  do 

or,  les  fonelions  /  et  f  élani  supposées  connues,  x\^  y\  seront 
d*après  (2)  des  fonctions  de  j?  et  j^^  en  les  substituant  dans  ces 
dernières  relations,  on  aura  évidemment  une  identité,  ce  qui 
exige  que  ces  relations  soient  indépendantes  de  x^  et  j^'^  il  f^^ut 
donc  que  /  et  cp  soient  linéaires  par  rapport  à  x'  et  ^,  et  les  rela- 
tions (2)  seront  de  la  forme 

(  Xx  =  ax'  -+-  by'  -f-  c,         x  =  ax\  -^-  by\  ■+•  c, 
^^^  j  y,  =  a'y-h  b'y'^  c\        y  =  a' x\  -+-  b' y\  -f-  c', 

où  Ton  pose 

Si  Ton  substitue  dans  (4)  les  valeurs  de  x\^  y\  déduites  de  (5), 
on  trouve  les  relations  suivantes  entre  les  coefficients 

b'  —  a  =  o,        A  =  o,        c  =  o,        a'  =  o,        c'  =  o, 

et  comme  on  a 

ab'—bà!^  K«, 

la  transformation  la  plus  générale  sera 

Donc,  si  un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  centrale 
dont  l'expression  ne  contient  pas  explicitement  le  temps,  le  mou- 
vement sera  toujours  transformé  en  un  autre  réciproque,  par  la 
transformation 

les  équations  du  mouvement  étant 

x'  =  ttar,        y  Ts,  uy. 
xxxiiu  i4. 
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3.  Le  point  M|,  traoBformé  du  premier,  sera  aussi  sollîpilé  par 
une  force  centrale.  En  effet,  si  nous  diffërenlions  les  relations  (6) 
par  rapport  à  ^i,  on  aura 

en  ayant  égard  aux  équaliona  du  mouvement  et  à  la  relation  qui 
lie  ^  à  ^4 ,  on  aura 

w  ;  ^  ^  K  ^  ""  K* 

une  nouvelle  différentiation  nous  donne 


où  u  s'exprime  à  l'aide  de  (6)  et  (7)  en  fonction  de  ^1 ,  J^i ,  ^', ,  J'',  • 

4.  Remarquons  que  la  trajectoire  transformée,  si  on  la  rapporte 
aux  mêmes  a%Gs  que  le  premier  mouvement,  n'est  autre  chose 
qu'une  courbe  homothétique  de  la  courbe  hodo^aphe  correspon- 
dant au  premier  mouvement,  la  constante  d'homothétie  étant  K, 
et  le  centre  d'homothétie  étant  le  centre  des  forces.  Si,  en  parti- 
culier, K  =  I ,  la  trajectoire  transformée  est  la  courbe  hodographe 
du  premier  mouvement,  et  la  transformation  est,  dans  ce  cas, 
corrélative,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  une  Note  présentée 
à  TAcadémie  des  Sciences,  le  27  octobre  1902,  c'esl-à-dire  que  ta 
trajectoire  transformée  est  la  polaire  réciproque  de  la  trajec- 
toire du  mouvement  donné  par  rapport  au  cercle  ayant  le 
centre  des  forces  pour  centre  et  y/C  pour  rayon,  tournée  d'un 
angle  droit  a^itour  de  ce  centre  dans  un  sens  convenable,  la 
constante  C  étant  celle  des  aires.  On  obtient  une  démonstration 
immédiate  de  cette  proposition  en  partant  du  théorème  des  aires 
mis  sous  la  forme  /7i;  =  C,  si  Ton  remarque  que  l'extrémité  du 
segment  vitesse,  porté  sur  la  droite  qui  mesure  />,  a  pour  polaire, 
par  rapport  au  cercle  dont  le  centre  est  le  centre  des  forces,  la 
tangente  à  la  trajectoire;  donc,  si  l'on  fait  tourner  cette  polaire 
réciproque  d'un  angle  droit  autour  du  centre  et  dans  un  sens  con- 
venable, elle  coïncidera  avec  la  courbe  hodographe  correspon- 
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dante,  c^est-à-dire,  dans  le  cas  présent,  avec  la  trajectoire 
transformée. 

5.  Supposons  toujours  la  constante  K  =  i .  Il  est  intéressant  de 
déterminer  la  relation  à  laquelle  la  force  donnée  et  la  force  trans- 
formée doivent  satisfaire.  On  a,  en  effet,  en  désignant  par  F  la 
force  donnée  et  par  F|  la  force  transformée, 

(8)  FF,  =  rp, 

que  Ton  obtient  par  différentiation  des  formules  (6)  et  (7)011  r  est 
la  distance  du  point  M  au  centre  des  forces.  Une  autre  remarque 
intéressante  est  qu'il  y  a  échange  entre  les  coordonnées  polaires  /* 
et  0  et  la  vitesse  v  et  la  direction  a  de  celte  viles»e;  c'eit-»>direqu«, 
dans  les  deux  mouvemeols  transformés  et  en  deux  points  corres- 
pondants, les  coordonnées  polaires  de  Tun  des  points  représentent 
la  vitesse  et  la  direction  de  la  vitesse  de  Tautre  point,  ce  qui  résulte 
des  formules  mêmes  de  transformation.  Il  s'ensuit  alors  qu'en 
désignant  par />!  la  distance  du  centre  des  forces  à  la  tangente  à 
la  courbe  transformée,  c'est-à-dire  à  Thodographe,  le  théorème  des 
aires  pourra  se  mettre  aussi  sous  la  forme  ps  r  =  C,  la  constante  C 
étant  la  même  que  dans  le  premier  mouvement;  il  suffit  pour  s'eii 
convaincre  de  remarquer  que,  si  cp  est  l'angle  de  la  vitesse  avec 
le  rayon  vecteur,  cet  angle  se  conserve  dans  les  deux  transforma- 
tions, et  l'on  déduit  de  la  relation  des  aires 

(9)  C  =  rp  sin<p  =/?ir  =/?p. 

A  l'aide  des  formules  (8)  et  (p),  nous  allons  établir  les  équations 
différentielles  de  la  trajectoire  et  de  la  courbe  hodographe.  Remar- 
quons que  le  rayon  vecteur  r  est  la  diagonale  d'un  rectangle  ayant 
pour  côtés  les  distances  de  l'origine  à  la  tangente  et  à  lu  normale  à 

la  trajectoire;  or  ces  deux  distances  sont  données  par/>  et  -j-\  on 

aura  donc,  en  ayant  égard  à  (9), 


'•=4i-(i')l 
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el,  par  analogie,  pour  la  courbe  bodog^raphe 


--U-if)]- 


DiiTérentions  ces  formules  et  remarc[uonâ  que  la  différentielle 
de  la  force  vive  dans  le  premier  mouvement  est 

vdv  =  F  dr, 

et  dans  le  mouvement  transformé  est 

rdr  =  Fi  dv. 

Puisque  r  est  la  vitesse  et  v  le  rayon  vecteur,  nous  aurons  la 
formule  de  Binet 


(10)  F 

et  la  formule  suivante 


d'où,  en  ayant  égard  à  (8),  on  conclura  finalement, 
/v  CM     '^       I    I 


6.  Les  formules  (lo)  et  (i  i)  nous  montrent  que,  si  Ton  sait 
déterminer  la  trajectoire  ainsi  que  le  mouvement  lorsque  la  loi  de 
la  force  est  de  la  forme 

F  =  r/(r,e,w), 

on  saura  encore  déterminer  la  trajectoire  et  le  mouvement  si  la  loi 
de  la  force  est  de  la  forme 

F=         '" 


où,  dans  la  fonction  précédente/,  nous  avons  fait  l'échange  entrer, 
6  et  p.  La  remarque  est  évidente;  on  sait  d'ailleurs  que  r  s'exprime 
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en  fonction  de  -  ci~j-9  d'après   le  numéro  précédent.  Si,  alors, 

nous  supposons  les  deux  mouvements  rapportés  aux  mêmes  axes 
et  l'origine  placée  au  centre  des  forces,  le  second  mouvement 
nous  donnera  d'abord  la  courbe  hodographe  correspondant  à  cette 
dernière  force;  alors,  pour  obtenir  la  trajectoire,  il  faudra  la 
faire  tourner  d'un  angle  droit  autour  de  l'origine  des  axes,  et 
prendre  la  polaire  réciproque  de  celle  courbe  par  rapport  au  cercle 
dont  nous  avons  déjà  parlé. 

Considérons,  comme  exemple,  les  lois  de  forces  trouvées  par 
MM.  Darboux  et  Halphen  (*)  et  qui  font  décrire  à  leurs  points 
d'application  des  coniques: 

^ fxr jji  r  [ir 

Ou  sait  déterminer  le  mouvement  ainsi  que  la  trajectoire  pour 
chacune  de  ces  forces;  il  résulte  alors  de  notre  remarque  qu'on 
saura  encore  déterminer  le  mouvement  ainsi  que  la  trajectoire, 
pour  les  lois  de  forces 

I  1 

—  r(ax'-h  by  -^  c)*^     '^  r{ax  -^by  f^ 

OÙ  x',  y  sont  les  dérivées  de  x  et  j^,  par  rapport  à  t.  Les  trajec- 
toires correspondantes  seront  des  coniques,  puisque  les  courbes 
hodographes  sont  aussi  des  coniques. 

On  peut  se  rendre  compte  de  la  nature  des  trajectoires  décrites 
sous  l'action  de  ces  dernières  lois  de  forces.  Il  suffit  pour  cela  de 
remarquer  que,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  les  lois 
de  MM.  Darboux  et  Halphen  donnent  des  coniques  qui  sont  tan- 
gentes à  chacune  des  deux  droites  aa:^H- 2  6x;K-h  cjk^=  o,  ou 
bien  qui  ont  la  même  droite  ax  -{-  by  -h  c  =  o  pour  droite  polaire 
par  rapport  au  centre  des  forces,  ou  enfin  qui  passent  toutes  par 

(')  Comptes  rendus,  t.  LWMV. 
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le  centre  attiacltf.  Or,  ces  courbes  sonl  les  courbes  hodographes 
correspondant  aux  dernières  lois  de  forces;  donc,  d'après  des 
théorèmes  bien  connus  sur  les  pôles  et  polaires,  les  coniques  tra- 
jectoires auront  un  genre  indépendant  des  conditions  initiales  et 
dépendant  du  signe  de  b'^ —  ac,  ou  bien  seront  des  coniques  ayant 
toutes  pour  centre  le  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 
x  =  a,  y  =  by  z  =  c,  ou  enfin  seront  des  paraboles. 

7.  La  remarque  du  numéro  précédent  nous  a  suggéré  Tidée  de 
chercher  s'il  n'existe  pas,  outre  les  lois  de  forces  classiques  qu'oii 
rencontre  dans  tous  les  Traités  de  Mécanique,  d'autres  lois  de 
forces  pour  lesquelles  le  mouvement  s'obtienne  par  d^s  quadra- 
tures. En  elTet,  outre  les  lois  qui  ne  dépendent  que  de  la  position 

du  mobile,  savoir /(r)  et  la  loi  de  Jacobi  ^^— j^>  on  peut  encore 
envisager  les  lois 

(12)  —/^acosO-h  psinÔ4-  •  Q  - 

OÙ  a,  ^  et  Y  sont  des  constantes  données  et /une  fonction  arbi- 
traire. Il  est  facile  de  voir  que  le  mouvement  peut  s'obtenir  par  des 
quadratures. 

La  proposition  est  immédiate  pour  la  première  loi  de  force,  qui 
rentre  dans  le  type  de  Jacobi  si  Y=ro;  pour  y^o,  si  l'on  fait 
dans  la  formule  de  Binet  le  changement  de  fonction 

ï  =  -^-  —  acosO  —  BsiiiO, 
r        ri  r         T 

on  obtient  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire  d'un  mobile 
sollicité  par  une  force  centrale  et  ne  dépendant  que  de  la  dis- 
tance /*,  au  centre;  par  conséquent  le  mouvement  s'obtiendra 
par  des  quadratures. 

La  démonstration  de  la  proposition  pour  la  deuxième  loi  de 
force  peut  se  faire  à  l'aide  d'un  théorème  du  à  M.  Appell  {*)  et 
(|ui  s'énonce  ainsi  : 

(  '  )  Ai'i'ELL,  loc.  cit. 
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Toute  transformation  ho mo graphique,  faite  sur  les  coordon- 
nées d^ un  point  sollicité  par  une  force  centrale  qui  ne  dépend 
que  de  la  position  du  mobile ,  transforme  le  moui? entent  en  un 
autre  ou  la  force  transformée  est  également  centrale  et  ne 
dépend  que  des  coordonnées  dupoint  transformé. 

Nous  allons  efTccUier  la  transformalion  particulière 

X  ^  ax^-k-byx^        y  =  a'xi-h  b'yi^        ab' — 6a'=i, 

que  nous  supposons  seulement  n'être  pas  équivalente  à  un  chan- 
gement des  axes  de  coordonnées;  enfin,  la  variable  indépendante 
dans  li's  deux  mouvements  est  toujours  le  temps  t.  On  trouve 
que  la  force  transformée  est  du  même  type  q»ie  la  précédente, 
savoir 

mais  la  transformation  contient  encore  trois  constantes  arbitraires; 
ou  pourra  alors  disposer  de  ces  constantes  de  manière  à  annuler  le 
coeiïicient  p,  et  à  rendre  égaux  à  i  les  coefficients  ai  et  yi -,  alors 
la  force  transformée  ne  dépendra  plus  que  de  la  distance. 

Remarquons  en  passant  qu'à  l'égard  des  deux  forces  (12)  et 
(i3)  on  peut  se  proposer  le  problème  suivant  : 

Sachant  qu^un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  cen- 
trale du  type  (12)  ou  du  type  (\ 3),  et  que  la  trajectoire  est  algé- 
brique, trouver  la  fonction  f 

On  trouvera  que  les  seules  courbes  algébriques  sont  des  co- 
niques et  que  les  deux  types  (12)  et  (i3)  se  ramènent  aux  lois  de 
MM.  Darboux  et  Halphen.  En  effet,  le  mouvement  se  transforme 
par  la  transformation  précédente  en  un  autre  où  la  trajectoire  est 
encore  algébrique;  de  n^éme,  si  Ton  emploie  la  transformation  du 
même  numéro  en  posant 

ï  =  X  —acosO—  SsinO, 
r        ri  r  î 

il  est  évident  que  la  trajectoire  transformée  est  encore  algébrique  ; 
or,  pour  les  deux  transformations,  les  forces  se  transforment  en 
d'autres  qui  ne  dépendent  que  de  la  distance,  et  Ton  sera  ainsi 
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amené  au  problème  énoncé  et  résolu  par  M.  Kœnigs  (*),  qui  a 
trouvé  que  les  seules  lois  de  forces  sont  |ji/'  et  —• 

Nous  voyons  en  résumé  que  le  mouvement  peut  toujours  s'ob- 
lenir  par  des  quadratures,  lorsque  les  forces  sont  de  Tune  des 
formes 

Il  résulte  alors  de  la  remarque  du  n"  6,  que  le  mouvement  peut 
encore  se  ramener  à  des  quadratures  si  les  lois  de  forces  sont  de 
Tune  des  formes 

^fiy)i     ''«''/(*)»     rt^'/(aco9a4-6sina-H  -  ),     r/{ax'*-h2bx'y-hcy*}, 

où  a  est  Tangle  de  la  vitesse  avec  Taxe  polaire. 

8.  Les  types  de  lois  de  forces  que  nous  avons  considérés  jusqu'à 
présent  et  pour  lesquels  le  mouvement  s'obtenait  par  des  qua- 
dratures étaient  représenlés  en  général  par  des  fonctions  dépen- 
dant de  /',  0  et  (^  et  par  l'échange  de  v,  a  et  r.  Il  est  facile  de  re- 
marquer qu'il  y  aura  encore  réductibilité  si,  Tangle  de  la  direction 
de  la  vitesse  avec  le  rayon  vecteur  étant  désigné  par  ç,  la  loi  de  la 
force  rentre  dans  le  type 

An  t'i  ?). 

En  eflel,  il  suffit  de  partir  de  l'équation  différentielle  de  la  force 
vive  et  du  théorème  des  aires  mis  sous  la  forme  rv  sino  =  C,  pour 
ramener  le  problème  à  l'intégration  d'une  équation  dinerenlielle 
du  premier  ordre  et  à  des  quadratures;  on  remarquera  alors  que  si 
1 1  loi  de  la  force  est  de  la  forme 

/(?) 
r»    ' 

le  problème  se  ramène  à  des  quadratures.   Considérons  en  parti- 
culier la  loi 

rot® 


(')  KŒNrcs,  ftulUlin  de  la  Société  niathématifjiie,  l.  XVIl. 
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qui  rentre  dans  le  Ijpe  précédent;  on  remar(|iie  que  si  à  celle 

expression 

dère  la  loi 


expression  on  ajoute  un  terme  de  la  forme  "^  ^     et  que  Ton  consi- 


Kcoto       7(6) 
/•â       "^      ;t    ' 

où  K  est  une  constante  arbitraire  ei  f  une  fonction  arbitraire,  le 
mouvement  s'obtiendra  par  des  quadratures.  En  eflet,  on  a 

el  la  formule  de  Binet  nous  doune 


d'où 


ifi-       ^  dl  ^ 

r        K      r        1  K 

"507 


-Cî^-^7=-cî/(«>' 


équation  dtflrérentielle  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  cou> 
stanis  et  avec  second  membre;  on  aura  donc  la  trajectoire  par  des 
quadratures,  puis  le  temps  par  une  nouvelle  quadrature.  De 
l'expression  précédente  de  la  force,  en  s'appujant  sur  la  remarque 
du  n®  6  et  en  avant  égard  à  la  formule  (i  i)  du  n**  5,  on  déduit  une 
autre  loi 

Kcol<p  H-  v/{0Ly 

pour  laquelle  le  mouvement  s'obtiendra  encore  par  des  quadra- 
tures. 

9.  Nous  avons  montré  que  le  mouvement  est  toujours  transfor- 
mable en  un  autre  réciproque,  si  la  force  est  centrale.  Il  nous  reste 
à  montrer  qu'en  général  le  mouvement  est  transformable  en  un 
autre  réciproque,  si  les  équations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

(  a-"  =  (ax  -t-  bj')u, 
{^  y  z={a  or  -h  ù  r  )//, 
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où  u  esl  unefoncllon  arbitraire  de  :r,^,  ^'jX'-  On  trouve,  en  sui- 
vant la  même  marche  qu'an  n"2,  que  les  deux  fondions/ et  ©,  qui 
j3ermeltent  d'obtenir  la  Iransformation,  doivent  être  linéaires;  de 
pins,  le  déterminant  a^' —  6a' étant  différent  de  zéro,  les  deux  fonc- 
tions/et  ç  seront  homogènes;  enfin,  pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  faut  en  outre  que  le  déterminant  ab'  —  ba'  soit  égal  à  i. 
Si  celte  condition  est  remplie,  la  transformation  la  plus  générale 
sera,  à  un  facteur  constant  près,  qu'on  peut  supposer  égal  à  i, 

où  A  est  le  déterminant  de  cette  transformation,  qui  doit  être  sup- 
posé différent  de  zéro.  La  condition  ab' — 6a' =  i  Semble  res- 
treindre la  généralité  du  type  (i);  mais  il  est  facile  de  voir  qu'il 
n'en  est  rien  et  de  s'affranchir  de  cette  condition  ;  il  suffit,  si  cette 
condition  n'est  pas  remplie,  de  faire  au  préalable  sur  les  équa- 
tions (i)  un  changement  convenable,  et  le  plus  simple  est  d'effec- 
tuer un  changement  linéaire  sur  la  variable  indépendante  /;  les 
équations  après  ce  changement  seront  du  même  type;  on  pourra 
alors  profiter  de  la  constante  introduite  pour  que  le  déterminant 
correspondant  soit  égal  à  i. 

10.  Dans  un  travail  qui  paraîtra  prochainement  (Essais  sur  la 
réductibilité  des  équations  du  mom^ement  d'un  point  matériel 
dans  un  plan)^  nous  reviendrons  en  particulier  sur  le  type  (i). 
Nous  terminerons  ce  travail  par  une  dernière  remarque.  Le  type  (i) 
outre  les  forces  centrales  comprend  aussi,  comme  il  est  évident,  le 
cas  d'une  force  qui  fait  avec  le  rayon  vecteur  un  angle  constant. 
L'analogie  est  complète  entre  les  deux  cas;  la  seule  différence  est 
que  la  transformation  n'est  pas  corrélative  dans  le  dernier  cas. 
Afin  de  montrer  fanalogie  entre  les  deux,  cas,  nous  allons  exa- 
miner le  cas  d'une  force  qui  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon 
vecteur,  et,  pour  simplifier,  nous  supposerons  que  cet  angle  est 
droit;  toutes  les  propriétés  que  nous  déterminerons  dans  ce  cas 
subsisteront  pour  toutes  les  valeurs  de  Tangle.  Nous  remarquons 
que  pour  obtenir  les  équations  du   mouvement,  il  suffit  dans  (i) 

de  faire 

^ï  =  «),         h  =^  —  1,         a'=:i,         h' '— o. 
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ce  qui  nous  donne 
(3)  \r'  =  -uy, 

{  r  =  uor. 
Cl  d'après  (2) 


ri  =  "^  H-j., 


dt 


DifTérenliant  les  relations  (4)  par  rapport  à  i^  et  ayant  égard  à  (3), 

on  trouve 

,        ,  .      dt        —  v-4-ir 


d'où 

(5) 


DiflTérentiani  (5)  par  rapport  à  ^,  afin  d'obtenir  les  composantes 
de  la  force  transformée,  on  aura 


y=(^X,-.YO^S 


d'où 


(6)  X,=  -^^,  Y,=  -^». 

Les  relations  (4)  nous  montrent  que  la  trajectoire  transformée 
est  la  courbe  hodographe  correspondant  au  mouvement  donné  et 
rapportée  à  un  système  d'axes,  qui  sont  les  bissectrices  des  axes 
auxquels  le  mouvement  est  rapporté,  Torigine  des  axes  étant  la 
même.  Les  relations  (5)  nous  montrent  que  la  vitesse  en  un  point 
de  la  trajectoire  transformée  est  le  rayon  vecteur  correspondant 
de  la  trajectoire  du  mouvement  donné  ;  c'est-à-dire  qu'il  y  a 
échange  entre  /*  et  r;  enfin  si  F  et  F|  sont  les  deux  forces  dans  les 
deux  mouvements,  on  aura  la  relation 

FF,=  ^. 
Il  s'ensuit  que,  si  Ton  sait  déterminer  le  mouvement  pour  une 
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cerlainc  loi  de  force,  par  exemple  une  loi  de  force  de  la  forme 

on  saura  encore  déterminer  le  mouvement  si  la  loi  de  la  force  esl 
de  la  forme 


fK^'-^y\  y  —  ^') 


Remarquons  enfin  que  Tangle  que  la  direction  de  la  force  fait 
avec  le  rayon  vecteur  se  conserve  par  la  transformation;  en  elTel, 
d'après  (6),  la  force  transformée  a  une  direction  perpendiculaire 
au  ravon  vecteur  v  de  la  courbe  transformée. 

dl.  Dans  ce  travail,  nous  n'avons  considéré  que  le  cas  ou  la 
courbe  hodographe  est  curviligne;  on  peut  voir  sans  peine  que,  si 
la  courbe  hodographe  est  rectiligne,  cas  où  le  mouvement  lui- 
même  est  rectiligne,  ou  bien  la  direction  de  la  force  est  constante, 
le  mouvement  est  encore  transformable  en  un  autre  réciproque  et 
cela  d'une  infinité  de  manières;  ainsi,  dans  le  cas  d'un  mouvement 
rectiligne,  on  peut  se  donner  arbitrairement  la  fonction  qui  carac- 
térise la  réciprocité,  puisqu'il  n'y  aura  qu'une  seule  fonction  el 
déduire  de  l'équation  du  mouvement  la  relation  qui  lie  les  temps  t 
et  tx.  On  pourra  aussi  se  proposer,  en  ayant  égard  à  la  relation  qui 
lie  la  force  donnée  et  la  force  transformée,  le  problème  suivant  : 

Si  dans  un  mouvement  rectiligne  la  loi  de  ia  force  ne  dépend 
que  de  la  distance  et  de  la  vitesse,  le  mouvement  est  tauio- 
c/irone;  on  demande  si  le  mouvement  transforme  le  sera  aussi. 
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La  Sociélé  mathémalique  de  France  a  pour  objel  ravancenient  ei  la  propa- 
gation des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées*  Elle  y  concoui:t  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  faire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  delaSociété>  sont  les  suivantes  : 
1**  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'admi- 
nistration ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  a*  avoir 
obtenu,  à  Vunh  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3^  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  dix 
francs;  4*  payer  une  cotisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pour  les  membres  résidants,  ^t  de  ^uÀn^e/ro/icf  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  raehetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versemeni  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i**'  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  Texer- 
cice  en  cours,  quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fais  par  mois;  elle  prend 
trois  n^ois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  présentées  par  l'un  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  qui  a  pour  titre  :  Bulletin 
de  la  Société  mat/tématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  el  Mémoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Tenvoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS. 
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male  supérieure,  el  MOLK  (Jules).  Professeur  à  l'Université  de  Nancy. 
—  Éléments  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  4  volumes 
grand  in-8,  avec  figures. 
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SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 

DE  FRANCE 


PUILIÉ 

PAH  Les   ^ECftÉÏAlKES. 


S'adresser,   pour  la  rédaction,  à  M.  Raffy,  rue  Picrrt-N Idole,  Pafis,  5"  ; 
pour  (à  disiribution,  à  M.  Grêvy,  rue  Saint-PIacidé,  63,  l'aris,  6*. 


TOMB  XIXIII.  -  PASGIGULI  tt. 


PARIS, 
AU    SIÈGE    DE   LA    SOCIÉTÉ, 

4     LA     SORtOlINK. 


MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  priés  d'adresser  leur  cotisation  à  M»  Claude- Lafoniaine, 
banquier,  rue  de  Trévise,  n*  3^.,  à  Paris, Trésorier  de  la  Société. 

On  8*abonne  et  Ton  trouve  les  Volumes  déjà  publiés  au  siège  de  la  Société  et  à  la  Librairie 
Gauthier-Villars,  55,  auat  des  Grands-Aucustins,  Paris. 


Les  séances  de  la  Société  mathématique  ont  lien  les  premier  et  troi- 
sième jeudis  de  chaque  mois  à  9  heures  dn  soir. 

Depuis  le  1"^  mars  1900  les  séances  de  la  Société  ont  lieu  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la  Sorbonne,  escalier 
tout  an  bout  de  la  galerie,  deuxième  étage  à  droite).  . 

Les  Membres  de  la  Société  ont  dû  recevoir  une  carte,  portant  le 
timbre  du  Secrétariat,  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
yersité.  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  nécessaires:  ceux 
qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informer  le  Secrétariat. 

La  correspondance  peut  être  adressée,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences, 
place  de  la  Sôrbonne,  soit  au  d<)micile  de  Vxm  des  secrétaires,  de  pré*- 
férence  à  M.  Gréyy,  sauf  ce  qui  concerne  la  rédaction  du  Bulletin, 
qui  doit  être  adressé  de  préférence  à  M.  Rafly. 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  2  février  i883,  le  Conseil  de  la  Société  ma- 
ihématique  de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

Le  volume, 
fr 

Dix  voluraeîi  au  moins 4»6o 

De  cinq  à  neuf  volumes 6,oo 

Moins  de  cinq  volumes "     6, oc 


Dans  sa  séance  du  28  février  J900,  Je  Conseil  de  la  Société 
mathématique  de  France  a  décidé  qu'à  l^avenir  tout  Membre  de 
la  Société,  auteur  d'un  travail  quelconque  inséré  dans  le  Bulle- 
tin et  désirant  en  obtenir  des  tirages  à  part,  devra  en  faire  la 
demande  en  retournant  Fépreuve  corrigée. 

Si  le  nombre  demandé  ne  dépasse  pas  cinquante,  les  frais  du 
tirage  à  part  seront  faits  par  la  Société. 


Conformément  à  des  décisions  prises  par  le  Conseil  et  par  la 
(Commission  d'impression  : 

i'^  Le  Bulletin,  depuis  le  Tome  XXVII,  paraît  tous  les 
trois  mois  ; 

2^  Les  auteurs  de  tous  les  travaux  destinés  au  Bulletin  son! 
instamment  priés  d'inscrire  en  tête  de  leurs  manuscrits  la 
classification  que  leur  assigne,  d'après  le  sujet  traité,  V Index  dn 
Répertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques; 

3"  Ils  sont  également  invités  à  ne  pas  dépasser,  autant  que  pos- 
sible, la  proportion  de  une  figure  pour  quatre  pages  de  tcxie 
imprimé. 
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COMPTES  RENDU?  DÈS  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  6  JUILLET  1905. 

PRB8IDRNCB  DB  M.   BOEEL. 

Communications  : 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  la  généralisation  du  rapport  ankarmo- 
nique. 

M.  Zervos  :  Sur  un  problème  de  mécanique. 


SÉANCE   DU  ÎO  JUILLET   1905. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Estanave  présente  deux  modèles  de  surfaces  algébriques 
applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolution  (surfaces  de  M.  G. 
Darboux).  Il  expose  le  procédé  par  lequel  il  est  arrivé  à  la  réali- 
sation de  ces  modèles. 

M.  Roche  :  Sur  la  détermination  des  sur/aces. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  U  OÉHÉRILISATION  DU  RAPPORT  ANHARMONIQUE; 
Par  M.  Félix  Lucas. 

Dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  du  22  décembre  18^3,  j'ai  indiqué  que  ia  notion  du  rap- 
port anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  peut  s'étendre, 
de  la  manière  suivante,  au  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
quelconques  du  plan. 

xxxiii.  i5 
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Désignons  par  ^4,  z^^  z^,  z^  les  coordonnées  afdxes  (de  la  forme 
X  -\-y\l — 1)  de  ces  quatre  points  relativement  à  un  système  quel- 
conqtie  d'axes  rectangulaires  et  distinguons  les  deux  groupes  Z|, 
^2  et^s,  ^4.  Le  rapport  anharmonique  sera 

Z^  —  Z\  .  Z\ —  5| 


Zi — Zx      -84 — Z\ 

Il  est  indépendant  du  sj^stème  d'axes  rectangulaires  adopte,  car 
si  Ton  place  une  nouvelle  origine  au  point  a,  ^  en  faisant  tourner 
d'un  angle  co  la  direction  des  axes,  la  nouvelle  valeur  2'  de  Taf- 
fixe  z  d'un  point  quelconque  est  liée  explicitement  à  celle*ci  par 
la  formule 

Le  rapport  anharmonique  de  deux  couples  de  points  n'apparte- 
nant pas  à  une  même  ligne  droite  est,  par  conséquent,  (onction 
seulement  de  la  figure  formée  par  ces  quatre  points. 

On  démontre  aisément  que,  pour  que  ce  rapport  soit  réelj  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  les  quatre  points  constituent  les 
sommets  d'un  quadrilatère  inscriptible. 

Pour  que  ce  rapport  prenne  la  valeur  —  i  (cas  dans  lequel  il 
reçoit  le  nom  de  rapport  harmonique),  il  faut  et  il  suffit  que  les 
cordes  i,  2  et  3,  4  soient  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrip- 
tible  et  représentent  deux  droites  conjuguées,  c'est-à-dire  que 
chacune  d'elles  doit  contenir  le  pôle  de  l'autre  relativement  au 
cercle  circonscrit. 

Avec  les  systèmes  de  points  en  ligne  droite  et  les  systèmes  de 
droites  convergentes,  on  peut  obtenir  des ^^f//*e5  corrélatives.  I-a 
notion  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite 
conduit  à  la  notion  corrélative  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites  convergentes.  Désignons  par  A,  B  et  C,  D  les  deux  couples 
de  droites;  on  sait  que  leur  rapport  anharmonique  est  représenté 
par  l'expression 

sin  AC  .  sinBC 

sin  AD     sinBD 

Il  nous  paraît  intéressant  de  rechercher  si  l'on  peut  attribuer  un 
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rapport  an  harmonique  à  quatre  droites  non  convergentes,  formant 
deux  couples  que  nous  désignerons  par  les  indices  1,2  el  3,  4* 

Décrivons  dans  le  plan  une  circonférence  quelconque  et  prenons 
les  pôles  de  nos  droites  relativement  à  cette  courbe.  Comme  le 
rapport  anbarmonique  de  ces  quatre  pôles  est  indépendant  du  sys- 
tème d'axes  rectangulaires  adopté,  nous  pouvons,  pour  calculer  ce 
rapport,  placer  notre  origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  cir- 
conférence considérée.  Prenons  Téqualion  de  cette  circonférence 

et  celle  de  la  première  droite 

rtjX  -h  ^1 Y  =  Ci  ; 

la  coordonnée  affixe  du  pôle  de  celte  droite  est 


5,:-:  R» 


Cl 


11  est  à  remarquer  que  les  coordonnées  tangentielles  de  la 
droite,  relativement  à  nos  axes  rectangulaires,  sont 

r,  C| 

par  conséquent,  Vajffixe  cartésien  du  pôle  de  la  droite  ne  diffère 
pas  de  V affixe  tangentielde  cette  droite  lorsque  V origine  des 
coordonnées  est  au  centre  de  la  circonférence  considérée.  Il 
n'en  est  plus  ainsi  lorsque  Torigine  n'est  pas  au  centre  du  cercle. 

Les  valeurs  des  affixes  2|,  z-^  et  z^^  z^  montrent  que  :  Le  rap^ 
port  anharmonique  des  pôles  de  quatre  droites  relativement  à 
une.  circonférence  est  indépendant  du  rayon  de  cette  courbe. 

Mais  ce  rapport  anharmonique  dépend  de  la  position  du  centre 
de  la  circonférence  relativement  à  laquelle  on  prend  les  pôles  des 
quatre  droites  données.  Transportons,  en  effet,  la  circonférence 
parallèlement  à  elle-même  de  manière  que  son  centre  vienne  oc- 
cuper le  point  quelconque  a,  [3  et  prenons  ce  nouveau  centre  potiv 
origine  des  coordonnées.  L'équation  de  la  droite  deviendra 

^i|\ -^  ^1 Y  =  —  <*!«    -  bx^    -  c, 
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et  Taffixe  de  son  pôle  sera 


«,=  R« 


—  «t*  —  ^ip-+-  c' 


par  conséquent  le  rapport  anharmonique  des  affixes  des  quatre 
pôles  dépendra  de  a  et  de  ^. 

Il  est  clair  que  nous  nWrivons  pas  ainsi  à  généraliser  com- 
plètenient  la  notion  du  rapport  anharmonique  de  quatre  droites 
non  convergentes.  Nous  devons  nous  contenter  d'examiner  le 
cas  particulièrement  intéressant  où  les  quatre  pôles  des  droites 
considérées  ont  un  rapport  anharmonique  réel,  c'est-à-dire  le  cas 
où  ces  quatre  pôles  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  inscrip- 
tible. 

A  cet  effet,  considérons  quatre  droites  tangentes  à  une  même 
circonférence  et  désignons  par  T,,  T2  et  T3,  T4  ces  deux  couples 
de  tangentes.  Leurs  pôles  relativement  à  la  circonférence  inscrite 
ne  diffèrent  pas  de  leurs  points  de  contact,  dont  nous  pouvons  dé- 
signer les  aHixes  par  Z\ ,  z^  et  33,  ^4.  11  suffit  de  construire  la  figure 
pour  apercevoir  la  relation 

z^—zx  .  z^—  zx  _  sinjTiT»  ,  sin|TtTt 
sin  j  il  il     sin  j  il  ii 

Il  est  clair  que  le  second  membre  de  cette  égalité  est  exclusive- 
ment fonction  de  la  figure  formée  par  nos  quatre  tangentes.  Il  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  convergentes  que 
Ton  obtient  en  joignant  un  point  quelconque  de  la  circonférence 
aux  quatre  points  de  contact.  On  sait,  d'ailleurs,  que  ce  dernier 
rapport  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
d'intersection  de  nos  quatre  tangentes  avec  une  cinquième  tan- 
gente quelconque  à  la  circonférence,  rapport  auquel  M.  Chasies 
a  donné  le  nom  de  rapport  anharmonique  des  quatre  tan- 
gentes. 

Les  diverses  considérations  que  nous  avons  exposées  dans  celte 
Note  nous  permettent  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  tangentes  à  une 
circonférence  est  égal: 

D'une  part,  au  rapport  anharmonique  des  pâles  de  ces  quatre 
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droites  relativement  à  une  circonférence  quelconque  concen- 
trique avec  la  circonférence  inscrite, 

Et,  d* autre  part,  au  rapport  anharmonique  des  aj^xes  tan- 
gentiels  de  ces  quatre  droites  relativement  à  un  système  quel- 
conque d^axes  rectangulaires  ayant  pour  origine  le  centre  de 
la  circonférence  inscrite. 

Pour  que  les  quatre  droites  tangentes  à  une  même  circonférence 
soient  en  rapport  harmonique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points 
d'intersection  ou  sommets  de  chacun  des  couples  T|,  T^  et  T3,  T4 
soient  deux  points  conjugués  relativement  à  la  circonférence,  ou, 
en  d'autres  termes,  que  la  polaire  de  chacun  d'eux  passe  par 
l'autre. 


SDR  QUELQUES  INË6ALITËS  DAMS  LA  THÉORIE  BE  LA  FONCTION  C(5) 

DE  RIEHANN; 

Par  M.  E.  Landau. 


1. 

La  fonction  !J(a)  de  Riexnann  est  définie,  pour  R(5)  >  i,  par  la 
série 

n  =  l 

on  sait  d'ailleurs  que  {s  —  i)  ^(5)  est  une  fonction  entière  de  s. 

D'après  l'égalité  (i),  X^{s)  reste  finie  si,  la  partie  réelle  o-  de 
5  =  0"  4- <^  étant  fixe  et  supérieure  à  i,  la  partie  imaginaire  t 
devient  infinie;  en  effet,  on  a  toujours,  pour  a->'  i. 


|i;((,-f-/0|  = 


2dn^^'^i  -^L<T-K/*         2dn^       ^^^^' 


Pour  o-<a"5i,  domaine  où  î^(5)  peut  être  représentée  par  la 
série 

(.)  ;(«)  =  »+ jèT'^î;i.-dr,((;>^',),-.-;i^)-<-(TT77 
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M.  Mellin  (*)  a  déinonlré  le  ihéorème  suivant  : 

5*  0-  reste  fixe  et  si  t  va  à  r  infini  positif  (*),  o/i  a 

(3)  Iî;(ff-+-/e)|  =  0(/>-<y)    (»),        pour        o<<i<i, 

(4)  |;(ff-+-ri)|  =  0(log/),  pour        (1  =  1. 

Voici  d^abord  une  démonstralion  simplifiée  de  la  formule  (3)  de 
M.  Mellin  (*)  : 

Le  terme  général  de  la  somme  qui  figure  dans  Tégalité  (2)  étant 
identique  à 

cette  égalité  peut  s^écrire 

m 

11  =  1 

m  étant  un  entier  arbitraire  dont  nous  disposerons  bientôt;  (5)  se 
réduit  à 

m-H  I 

(6) 


^^  '      *  — I  (/in-i)*-'       ^n«  ^d    J     («-+-«)*+• 

n  =  l  n~  m-hi 

Donc 

m  +-1  « 


(')  Eine  Formel  fur  den  LOf^arithmus  transcendenter  Funktionen  von 
endlichem  Getchlechl  {Acta  Societatis  Scieniiarum  Fennicœ,  t.  XXIX.  n*  4, 
1900,  p.  48-49). 

(')  Il  suffit,  en  venu  de  |;(ff -h /i)  |  =  |  ;(»  —  fi)|,  de  considérer  les  valeurs 
positives  de  /. 

(^)  J'entends  par  0(^(f  )),  comme  d'habitude,  une  fonction  de  /  telle  que  son 
quotient  par  g{t)  reste  compris,  pour  f  r=  00,  entre  deux  limites  finies. 

(^)  Quant  à  ia  formule  (4)  de  M.  Mellin,  qui  n'interviendra  pas  dans  la  suite, 
on  en  trouvera  une  démonstration  analogue  dans  mes  travaux  :  Ueàer  dû  mu 
einem  algebraischen  Zahlkorper  gehorige  Zetaf  onction  und  die  Ausdehnung 
der  Têchebysche/schen  Primzahlentkeorie  auf  dos  Problem  der  Verteilung 
der  Primideale  (  Journal  fUr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  CXXV, 
1903,  p.  90)  et  Neuer  Beweis  des  Primsahlsatses  und  Beweis  des  Primideal- 
satzes  {Mathematische  Annalen,  t.  LVI,  1903,  p.  65o-65i). 
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£ii  égalant  m  au  plus  grand  nombre  entier  ^  /, 

le  second  membre  de  (7)  est,  pour  o  <  o'<:;  i,  de  la  forme 

o(j)-O(/i-^)-t-O(r«-<')-t-O(0.o(^), 

d'où,  en  vertu  de  (7), 

(3)  |;(<H-  ti)\  =  0(fi  -<ï),         pour  o  <  d  <  I, 

ce  qui  constitue  le  théorème  de  M.  Mellin. 

Pour  o  <^9<^  ~~y  M.  Mellin  (*)  a  encore  rendu   plus  précise 

rinégalité  concernant  |2^(o-+^0|  en   tirant   parti  de  la  relation 
fonctionnelle  de  Riemann 


(8) 

de  l'inégalité 

(9) 


;(|-5)  =  2(271  )-'r(5)COS  —  ;(5), 


I  '^ 


?(-<-»- ai)         7(/-ffi) 


et  du  fait  connu  que 

(10) 


(8),  (9)  et  (10)  donnent,  pour  7  constant, 

(11)  =o(r"'v.i;(»  +  ^ô!. 

d'où,  pour  -  <  a'<;  I,  en  appliquant  (3), 

|;(,  -  ,-  <m;  =  o(/'''V.O(/'-<')  =  0(/i), 
(  '  )  Loc,  cit.,  p.  49. 


Digitized  by 


Google 


—  232  — 
en  d^autres  ternies  (*),  pour  o  <[  «"^  7» 

K(cr+ï»)|  =  0(v^/), 

ce  qui  est  préférable  à  (3). 

Le  résultat  complet  de  M.  Mellin  relatif  à  la  bande  o<^R(5)<C  it 
le  meilleur  qu^on  possède  aujourd'hui,  s'énonce  donc  de  la  façop 
suivante  : 

(12)  K(0|  =  0(/i),  pour        o<<r^i, 

(i3)  |j;r*)|  =  0(/i-<i),         pour        5^<T<i. 

L'objet  principal  du  travail  actuel  est  de  prouver  les  relations 

(i4)  |î;(*)l  =  o(/*~*''/iôgï),        pour        o<<i§i, 

(i5)  I n{s)\  =  oO^ '*"^Vî^A       pour        j  êcr  <  I, 

qui  sont  évidemment,  pour  toute  valeur  de  0-  en  question,  plus 
précises  que  (12)  et  (i3). 

J'y  parviendrai  en  appliquant  un  théorème  remarquable 
démontré  récemment  par  M.  Voronoï,  dans  un  ordre  d'idées  tout 
différent. 

Soient 

T(/i) 

le  nombre  des  diviseurs  de  n  et 

jr 

la  fonction  sommatoire;  en  d'autres  termes,  le  nombre  des  solu- 
(  ^  )  On  n'a  qu'à  écrire  i  —  a  au  lieu  de  c  et  qu'4  observer  que 

i;(a-h^OI-K(«ï-'OI. 
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lions  des  ÎDégalités 

ou  encore 

m  =  l 

Dirichlet  avait  démontré  que 

(t6)  ':(ar)  =  a7logar-f-(2G  — i)ar-t-  0(^x), 

où  C  désigne  la  constante  d'Euler. 

Avant  M.  Voronoï,  personne  n'avait  réussi  à  trouver  une  rela- 
tion plus  précise  que  (lô).  M.  Voronoï  (*)  est  parvenu,  même  par 
une  méthode  élémentaire  (n'appliquant  pas  la  théorie  des  fonc- 
tions analytiques)  à  prouver  que 

(17)  T(a7)  =-arlogar-h(aC  —  i)x  ■+■  0(\/x\o^x), 

Considérons  maintenant  la  fonction 

F(*)  =  î:H0-^a')-î»c!;(*). 

C'est  une  fonction  entière,  comme  on  sait.  En  effet,  le  seul  point 
douteux  serait  s=î,  et  les  développements  dans  le  voisinage 
de  5  =  I  sont 

î;(5)  =  r=7"^^  ^Ci(5-i)-h..., 

Pour  R{s)  >  I,  on  a 

n=I  «=1 


(  '  )  Sur  un  problème  du.  calcul  des  /onctions  asymptoUques  {Journal  fur 
dit  reine  und  angewandte  Âfathematik,  t.  CXXVI,  igoS,  p.  241-283). 
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La  fonction  V{s)  est  donc  représentée,  au  moins  pour  R(5)  >  i , 
par  la  série  de  Dirichlet 


T(n)»— log/i  — 2C 


1 

en  d^autres  termes,  on  a,  pour  H (5)  >•  1, 


ou 

a„=T(/i)  — log/i  — aC. 

Cette  équation  (18)  est,  du  reste,  connue  (*).  On  n^a  pas  manqué 
d'observer  que,  en  vertu  de  (16), 

X  .r  .r 

S(x)^^an=^\T(n)-\ogn^2C[=x(x)^^\ogn'-iCx 

«=1  n=l  rt=| 

=  iFlogx-4-(aC  —  i)x  —  x\oçX'^x  —  2Ca?-4-0(/x)  =  0(v/x), 

ce  qui  prouve  la  convergence  de  la  série  (18)  au  moins  pour 
R(5)>->  en  venu  d'une  propriété  bien  connue  des  séries  de 
Dirichlet.  Pareillement,  le  théorème  (17)  montre  que 

X 

(19)  S{x)=y^an^Oi\^xïogx), 

ce  qui  prouve  la  convergence  de  la  série  (18),  au  moins  pour 
R(5)  >  j-  L'égalité  (18)  est  donc  valable  pour  R(5)  >  x- 

Examinons  maintenant  comment  se  comporte  la  série  au  second 
membre  de  (18)  si,  R(5)  =  o'  étant  constant  et  compris  entre  = 
et  I,  la  partie  imaginaire  /  de  ^  augmente  indéfiniment.  On  a, 


(»)  Voir,  par  exemple,  Franbl,  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  t.  III, 
1896,  p.  io3,  ou  KRo^fECKSR.  Vortesungen  iiber  Zahlentheorie,  1. 1,  Leipsig,  r9oi, 
p.  3l9-3.5i. 
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pour  m  quelconque, 


■'<'>-2^-*  1 


^    S(/i)-S(/i  — I) 


2T(/i)-log/i  — ?.€         y  /i  I        \         S(m) 

it=:l  nsm  +  1 

yT7n)_ylogn_        ^2.^       y    SCt)/"' î^^^ 


S(m) 
Nous  pouvons  appliquer  au  second  membre  les  relations 

m 

2^  =  0(m.-iog„o, 

|S(/i)|<Av^log/i        (pour/1^2)   («}; 
nous  obtiendrons,  en  posant  m  =  [/^  {, 

|F(,)|=o(«î""''logO  +  o(J"-"'logO  +  o(/î"-") 

.0(0.0    ±     ^-o(%) 

=o(;î"-''.ogO. 

•(')  Koir,.par  exemple,  Ir  Mémoire  de  M.  Voronoï,  p.  281. 
(')  A  désigne  une  constante  absolue.  Cctic  inégalité  n'csl  autre  chose  que  (19). 


y  logn 
11  =  1 

m 

V   ± 

rt  =  l 
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Or,  on  a 

F(*)  =  !:«(»)  + !;'(*)-aC;(»); 

donc,  pour  »  <  »  <  i , 

KVO  +  :'(*)-!»c!:(«)i=o(t»""''iog/), 
iç»(,)l  =  i-ç'(o+acao-+-!i:'(*)+ ?'(*)- »cç(*)!i, 

(ao)  £lî'(.)l  +  iC|!:(#)H-o(«'"~'"logt). 

Dans  (20),  le   terme  2C|s(«)|  peut  être  négligé  vis-à-vis  du 

dernier  terme  0\t*        log</,   en  vertu   du    théorème   (3)  de 
M.  MeUin 

U(«)|  =  0(<'-«'). 

Quanta  |s'(<)l>  on  peut  traiter  cette  expression  par  la  méthode 
appliquée  plus  haut  à  |Ç(«)|.  On  a,  en  différcntiant  (6),  pour 

R(«)>o, 

m-f- 1 

w,^v^__J i I       logrm-f-_0  __  ^  Jogn 

^^    ^  (#  — 1;*  (/n-hi)*-»        ï~7  (m-i-i)*-«       ^    n* 


KV-^/Oig.,_.\..;..    .^       '     ..    >-f 


«=IW-f-l 

I log(/nH-i) 


-♦-ff 


d'où,  pour  m=[/],  en  supposanl  o  <  o- <  i  (•), 

quanlilé  négligeable  vîs-à-vis  du  dernier  terme  de  l*inégalité  (ao). 


(*)  Poar  notre  objet,   il  s'^it  sealement  des  vslears  de  e. comprises  entre 

i  et  I. 
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Celle  inégalilé  se  réduil  donc  à 

(21)  K(*)l  =  o(ï***"''Vw7). 

Celle  relalion  (ai)  vienl  d'être  démoolrée  pour  r  <  a'<  i. 
.    Pour  3  <  ^  <  ï  >  Oïl  peut  conclure  de  (20)  et  de 

(II)  \i(i-^-ti)\^o\j'"'),\}:(^-hti)\ 

que 

KO-, -*.■)!  =  o(rV"-''v/iSi7)  =  o(>-''/i^); 
donc,  en  remplaçant  o*  par  i  —  o-,  pour  o  <  ff  <  r> 

I  «(j  -  /i)  I  =  I  î;((h-  /*)  I  =  o(/«'"*'' /i^'), 

(22)  i;(Ol  =  o(<*"**'/J^). 

Pour  ô<^<  ô'  'es  deux  formules  (21)  et  (22)  sont  valables; 
on  voit  aisément  que,  pour  -  <C9-<;  ^1  la  première  est  la  plus 
précise  et  que,  pour  5  <  ^  <  ->  c'est  la  seconde. 

J'arrive  donc  au  résultat  final 

(M)  K(5)  |  =  OVr«    ♦     v^log/j,  pour         o<(jli, 

(i5)  |î:(Ol  =  o(/»'*"'"v/bi7),  pour         ^^«^<i, 

annoncé  au  commencement  de  ce  paragraphe. 

III. 

Je  viens  de  démontrer  un  nouveau  théorème  sur  la  fonction  ^(s), 
en  appliquant  un  théorème  de  la  théorie  élémentaire  des  fonctions 
numériques.  Dans  un  but  inverse,  je  vais  maintenant  préciser  une 
formule  connue  de  la  théorie  élémentaire  des  fonctions  numé- 
riques en  mè  servant  de  certaines  propriétés  àiîàlj^tiques  de  la 
fonction  ^(s)  trouvées  il  y  a  quelques  années. 
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Voici  la  formule  eamwiic  (*)  doDt  il  s'agit  : 

(23)  Q(a:)  =  :J*^0(v/î), 

où  Q(x)  désigne  le  nombre  des  nombres  ^Jt  i|ui  ne  sont  divi- 
sibles par  aucun  carré  >  i,  en  d'autres  termes,  qui «» contiennent 
chacun  de  leurs  facteurs  premiers  qu'à  la  première  puîsstAce.  On 
peut  aussi  définir  Q(^)  par  la  somme 

X 

n  =  l 

où  [x(/i)  désigne  la  fonction  de  Mobius.  La  relation  (a3)  se  dé- 
montre, comme  on  sait,  facilement  au  moyen  de  Tidenlité  connue 

(24)  Q(^)  =  2''^''4S]' 
en  eflel,  on  lire  de  (34) 


ou 


d'c 


o=e,,j<i, 


[A]    ,   ^     U^] 


«=1 


(')  Voir,  par  exemple,   Gegknbauer,   Asymptotische   Geselze  der  Zahlen- 
theorif   {Denkxchriflen    fier  kniserfirhen     ikarfemie   der    Winxenuchaften    in 
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Le  quotient 

(2^)  7= 

reste  donc  compris,  pour  tous  les  or^i,  entre  deux  limites  finies. 
Je  prouverai  dans  ce  qui  suit  que  le  quotient  (aS)  tend,  pour 
jî  =  a>,  vers  la  limite  o  (*). 

Pour  cela,  j*appliquerai  le  théorème  suivant,  que  j'ai  déduit  ('), 
il  y  a  quelques  années,  des  recherches  modernes  sur  la  fonction 
C(^)  de  Riemann  : 

nsl 

Ona(») 

«=1  11=1  ^ 

lOflOf  Jr 


Wien,  Mathematisch-naturwissensehafUiche  Klasse,  t.  XLIX,  iS85,  p.  4?);  ^^ 
Berger,  Recherches  sur  les  valeurs  moyennes  dans  la  théorie  des  nombres 
{Nova  Acta  regiœ  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis,  3*  série,  t.  XIV,  1887, 
p.  110). 

(  *  )  J'ai  déjà  fait  allusion  à  ce  théorème,  sans  entrer  dans  les  détails,  dans  mon 
Mémoire  Ueber  die  zahlentheorelische  Funclion  li.  (  A:  )  (  Sitzungsberichte  der 
kaiserlichen  \Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  Mathematisch-naturwîs- 
senschaftliche  Klasse,  t.  CXII,  II*,  igoS,  p.  662,  note  3). 

(  '  )  Ueber  die  asymptotischen  Werle  einiger  Mahlentheoreiischer  Functionen 
{Mathematische  Annalen,  t.  LIV,  1901,  p.  585).  Dans  mon  Mémoire  cité  dans 
la  note  précédente,  j'ai  démontré  un  théorème  beaucoup  plus  précis;  mais  il  me 
parait  intéressant  de  constater  que  la  relation  (a6)  suffit  pour  le  but  aclui^l.  On 
peut  aussi  alM>rder  le  problème  directement  en  appliquant  à  la  fonction  génératrice 

V  Q(n)-Q(/i-»)  _  TT  /  ^  J.\        ^Sll 


les  théorèmes  sur  la  fonction  1^(5). 

(^)  Pour  simplifier,  j'écris  les  limites  de  sommation  sans  le  signe  [  ].  Une 
somme  étendue  de  a  à  6  doit  signifier  que  la  yariable  parcourt  les  taieurs  entières 
de  [n]  à  [b]. 
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Dans  (27),  on  a  d^abord 


log  lof  X 


2  -<»>[5] 


lOf  lOf  Jl- 


lot  lof  a- 


«  =  l  11  =  1 

x*  ^  71*  \logloga7/ 


lOf  lOf  X 


=  â^-^  2 


M(/i)  — M(/»- 


'lof  lot X 


\loglogar/ 


m( 


lof  log  X  - 

log  Joga7_ 


V^a: 


logloga? 


*  Vloglogj:/ 


=   ;J^^a70  2 


lOf  lOf  X 


log n  log  log /t   n* 


^xo( ^ (loglog.r>«\  ^  ^  /      y/?      \ 

\loglogiF.loga7.log  log  a?  or  /  V.loglogJT/ 

—  —  O       V  '  q/  y/x  \       q/      y/^      \ 

""tu*  ^       /t^log/i  \logjr/  Vlogloga:/ 


loy  logx 


'^^  \^x.\ogx)  Vloga?/  Vloglogar/ 

î:*  \logloga-/ 
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La  dernière  somme  qui  figure  dans  Téquation  (27)  est 

2  '^('•>[t.]=  2  !M('.)-M(«-.)i[^] 


_      /r  _      v/.r 

*~  log  loK  Ji'  "  l0|{  loi  J" 


lojlotx 

LLloglogarJ  J 
~  2à      logrtioglog»\[nîj  "'[('» +  I)VJ/ 


S 


^  ^  (loglogif.liSr.loglogx ^•"e '"8^)7 
~      logar  log  logar      ^      VL"*]  ~  L('» +  ')'J/  \iôgi/ 

lOff  l0|  X 

logar  log  log i *  j    I       y/^      ~Y  I  "*"      Vloga:/ 


=  0  ^ 


\        loga:        /  \loga?/ 

En  combinant  (27))  (28)  et  (29),  on  obtient  iidalement 
Q(.)=A.-^o(j^), 


d'où 


lira  — =  o.  c.  Q.  r.  D. 


xx&ui»  16 
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SUR  CERTAINS  GROUPES  DORDRE  p"*q''\ 
Par  M.  J.  DE  Séguieii. 

Dans  la  recherche  des  groupes  d'ordre  p'^q'^  (p,  q  premiers) 
pour  les  premières  valeurs  de  m  et.de  /i,  un  cas  s'impose  de  suite 
à  l'attention  :  c'est  celui  où  le  groupe  considéré  G  contient  nor- 
malement un  g^«t  abélien  principal  (*)  A,  aucun  e(^)  n'étant  per- 
mutable à  tout  élément  de  A. 

C'est  ce  cas  et  un  autre  cas  voisin  que  je  vais  considérer. 

1.  B  étant  un  g^t  quelconque  de  G,  on  a  G  =  AB,  et  comme  B 
divise  ici  le  groupe  L(m,/7)  des  isomorphismes  de  A(^),  G  divise 
l'holomorphe  K  de  A.  Je  supposerai  K,  L,  et  B  pris  sous  la  forme 
de  groupes  concrets  de  substitutions  linéaires,  en  sorte  que  G  est 
complètement  déterminé  par  B  (tout  système  de  générateurs  réels 
de  B  joint  à  une  base  de  A  forme  un  système  de  générateurs  de  G 
sur  lequel  on  lit  les  équations  du  groupe).  Soient  il\i  un  système 
de  générateurs  de  B,  (i)l>)  l'ensemble  des  conjugués  de  ill  dans  L; 
iH),  Db',  . .  • ,  des  systèmes  de  générateurs  de  B  non  conjugués  dans  L. 
J'appellerai  l'ensemble  (Hî>)  H- (uV) -h. . .  la  catégorie  des  sys- 
tèmes des  générateurs  de  B.  Si  iP«>  parcourt  un  système  de  repré- 
sentants  des  catégories  des  divers  g^-  de  L,  |  A,  iJbj  fournira  tous 
les  types  cherchés  chacun  une  fois,  car  deux  g^  distincts  de  L  ne 
peuvent  être  formés  des  mêmes  isomorphismes  de  A  avec  lui- 
même. 

On  remarquera  que,  l'ordre  de  B  étant  premier  à  /?,  la  forme 
canonique  d'un  élément  quelconque  de  B  est  complètement  déter- 
minée par  la  fonction  caractéristique  de  cet  élément. 


(*)  Je  me  servirai  de  la  môme  terminologie  et  des  mêmes  notations  que  dans' 
mes  Éléments  de  la  théorie  des  groupes  abstraits  (  Paris,  Gauthier-Villars,  190^  ), 
auxquels  je  renverrai  par  la  leilre  £*. 

(')  Cf.  HôLDER,  M.  A.,  t.  XLVI,  1895,  p.  325.  Le  groupe  L(m,  p)  est  le 
groupe  des  substitutions  linéaires  (mod  p)  k  m  variables.  Sur  ce  point  et  sur  la 
définition  de  l'holomorphe^  voir  Moore,  S.  AI.  A,,  t.  II,  189J,  p.  33;  Hôlder, 
loc.  cit. y  ou  BuRNsiDE,  Theory  of  groups,  p.  a'jS,  a-iS. 
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'  2.  Soît  désormais  B  =  j  fc  j  cyclique.  On  sait  construire  a  priori 
toutes  les  formes  canoniques  de  b.  Cherchons  les  6P  ayant  même 
forme  canonique  que  6.  Si  (6)  =  (6P)  (p  est  alors  première  gr), 
on  a  évidemment  (6^)  =  (6P*).  SI  donc  (6)  =  (6P)  =  (6P'),  on  a 
(6)=:(ftPP').  Donc  P,  PS  ..-  forment  un  groupe  Bo  qui  divise 
le  gçcy")  engendré  par  une  racine  primitive  a  de  gr".  B©  est  donc 
cyclique;  soit  Bo=  |P1.  (B©,  i)  =  8  est  l'ordre  de  p  modqr".  (frf), 
(6P^), ...,  (A^P*~'*)  coïncidant  quel  que  soit  ^,  Iesç(y'')  classes  (6^) 

où  J7  est  premier  à  q  coïncident  8  à  8  et  les  ^-? —  classes  distinctes 

se  réunissent  en  une  catégorie.  Supposons  que  q'^~^  soit  diviseur 
propre  de  />''• — i  («  =  o,  ...,  n;  ro=r).  Les  facteurs  irréduc- 
tibles de  la  fonction  caractéristique  A^  de  b  appartiendront  chacun 
à  un  des  9^"'.  Soît  p<  le  nombre  des  facteurs  irréductibles  appar- 
tenant à  l'exposant  ^r""'  (ils  sont  tous  de  degré  /v),  p^  le  nombre 
de  ceux  qui  sont  de  multiplicité  s  que  je  désignerai  par  P|>|,  .. ., 
P/ip„«  p*=  P  sera  ^  i  et  p/i=  m  —  SJ|~*p//v  est  le  nombre  des  fac- 
teurs linéaires  de  racine  i.  Si  ^  est  une  racine  de  Vùt  et  Ç'  de  Vist' 
(/'^  t)^  \^  sera,  pour  x  premier  à  y,  de  même  ordre  que  Ç  et  dis- 
tinct de  ^^y  car,  SX  xx'^i  mod^jr",  l'égalité  Ç^^  Ç'-'  (je  sous- 
entendrai  toujours  le  module  p)  élevée  à  la  puissance  x'  donnera 
Ç  ^  Ç'.  Les  nombres  r/,  p/,  sont  donc  les  mêmes  pour  b^  que 
pour  ft,  et  l'on  pourra  dire  que  G,  6,  (6),  A^,  B  appartiennent  à 
\9l  répartition  (péi,  po29  •••;  pm  P129  **  •)  (lorsque  les  ^u  seront 
donnés,  je  supprimerai  dans  la  parenthèse  ceux  qui  sont  tous  nuls 
à  partie  d'un  certain  rang). 

Bo  étant  formé  de  tous  les  X  mod^r»  tels  que  (6"^)  =  (è)  ou 
A^=7  A^,  à  chaque  x  de  Bo  répondra  une  substitution  (^,  z^)  des 
racines  z  de  A^.  Donc  Bq  est  isomorphe  au  groupe  B|  =  j(s,  z^)\ 
et  Von  peut  définir  ^  et  t  par  la  condition  que  (5,  z^)  soit  une 
substitution  d^ ordre  maximum  8  conservant  A^.  Je  dirai  que  S 
e^lVindice  de  A^.  Si^appartientà  l'exposant  y""',  le  cjcle  de(5,  z^) 
où  il  figure  est  (5,  ^P,  • .  .,zP^**"*),  8<  étant  l'exposant  auquel  appar- 
tient pmod<7«-'  [8/  divise  S,_,  et  80=  8  divise  ©(Ç^')]-  Si  ?*^'  est 
la  première  puissance  de  ^  qui  soit  congrue  mod  ^''~'  à  unepuis- 
sance  de^,  (5,  zP)  permute  P/,|,  . . .,  P|>p.^  par  cycles  de  (o/;  donc 
ci>/ divise  pi>,  pi>  divise  8/,  et  le  plus  petit  commun  multiple  xs  des  ii}i 
divise  celui  des  p/,  et  celui  8  des  8/.  ^^  est  la  première  puissance 
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de  ^  congrue  mod  q'^  à  une  puissance  de  /?,  et  (^,  z^)^  est  la 
première  puissance  de  (s,  z^)  qui  ne  permute  pas  les  P|>t.  Donc 
(5,  >3P)''''=  i  et  8  divise  «rr.  On  remarquera  que  B,  devant  con- 
tenir \{Zy  zP)\^  8  est  multiple  der.  Si  8  =  A:r,  (5, -sP)*  est  d'ordre  r; 
donc  p*  est  d'ordre  r  mod  9''  et  est  par  suite  une  puissance  de  p 
(6|  n'a  qu'un  diviseur  d'ordre  r  qui  est  \{z^  ^^)\)*  Donc  k  est  mul- 
tiple de  m  el  8  =  jat\ 

Soit  ni  le  nombre  des  fonctions  caractéristiques  d'indice  o 
répondant  à  une  répartition  (poi,  ...).  Le  nombre  Np^,,...  des  types 

de  G  répondant  à  la  répartition  sera  Sg    ^  » 

3.  En  particulier  la  répartition  (1)  donne  lieu  à  ^^-^-^  fonctions 
caractéristiques.  Si  r>\y  on  peut  supposer  ^  est,  pour  chacune 
d'elles,  ^  p  mod^r",  et  comme  p  est  d'ordre  rrood  ^y",  on  a  8  =  r, 
d'où  N,=  i.  Soit  donc  8  d'ordre  q"  dans  Cpr  et  0'"=SJ"*a,0'. 
Si  /i=  I, 

(^r,  diviseur  propre  de/?'" —  i,  divise  SJ~*/>,).  La  forme  canonique 
générale  de  b  répondant  à  la  répartition  (i)  est 

yi  est  une  fonction  des  variables  réelles  à  coefficients  dans  C^r, 
yj  une  fonction  des  variables  réelles  à  coefficients  dans  Cp,  Si 
yi=il'^~*^^f^Xk,yj=Xjj  la  forme  canonique  réelle  qui  s'obtient 
en  prenant  les  x  pour  variables  est 

(t  =  i,  ...,  r  — i;y  =/•,  ...,  m  — i). 

Les  substitutions 

ai=  \Xff  =  Xk-^i,  x'i  =  Xi\        (t,  A:  =  o,  ...,  m  — i;  i  ^  A) 

engendrent  A,  et  les  équations  de  G  s'obtiennent  en  adjoigBant  i 
celles  de  A 

^»7"=I,        b-^aHb  =  ah^t        (A  =  o,  . . .,  r  —  a), 
^-*ar-|6  =  nj~*af',         b-^ajib  =  ak        (A:  =  r,  .. .,  m  —  1). 
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Comme  ces  équalions  sont  vérifiées  par  des  subslitullons  engen- 
drant effectivement  un  g/i»^",  on  est  assuré  a  priori  qu'elles  défi- 
nissent bien  nn^pm^mi^E,,  18).  Il  est  clair  que  \b\  n'est  primaire  (*) 
que  si  r  =  m,  et  Je  groupe  G  correspondant  divise  le  g;>"(;>"*-i)  de 
Mathieu,  On  voit  d'ailleurs  que,  pour  la  répartition  (i)(r<:/n), 
G  est  le  produit  direct  d'un  diviseur  du  ip'ip'-k)  de  Mathieu  par 
un  groupe  abélien  principal.  Ces  résultats  complètent  ceux  obte- 
nus par  MM.  Miller  et  Moreno  sur  les  groupes  dont  tous  les 
diviseurs  sont  abéliens  (Transact,  of  the  Am.  math»  Soc, 
t.  IV,  1908,  p.  398). 


4.  Soit  /i  ==  I  e^  p  =  2.  Considérons  d'abord  la  répartition  (2). 

Elle  donne  Heu  à  -  2_Z_-  /  £JZ 1  j  fonctions  caractéristiques  de 

la  forme  A*=  PP,  P  et  P'  étant  distincts,  irréductibles,  de  degré  r. 
Si  r  >  I,  y  est  ici  >  2.  Si  r  =  i  et  ^  =  2,  le  nombre  des  fonctions 
caractéristiques  est  i  et  il  n'j  a  qu'un  tjpe  dont  on  trouvera  les 
équations  au  n®  5.  Soit  donc  q>  2  et />  ^ ^'^mod y,  g  étant  une 

racine  primitive  de  y(it=2-II-j.  On  sait  a  priori  que  8  =  r 

ou  2r.  Cherchons  dans  quel  cas  8  =  2r.  Alors  p*  est  de  la 
forme  ^^,  t  étant  premier  à  r  et  pris  modr.  u  ne  peut  pas  être 

impair,  car  r  et  t  seraient  pairs  et  p^±  p*  serait  une  puissance 

dep\ —  I  ^  p^modq).  Soitdonc  «=  2ic'etd'abord  r  pair=  2/^. 
Alors  — i^p'^modq  et  les  racines  de  tout  poljnome  P  ou  P' 
sont  deux  à  deux  inverses  l'une  de  l'autre.  De  plus  t  est  impair, 

sans  quoi  ^  =  />'  serait  une  puissance  de  p.  En  remplaçant  au 
besoin  p  par  ^'^i  (vz^  ^  1  mod  /•)  on  peut  supposer  que  p^^g^  et 
que  p  ^  g'^.  Alors  (z,  5P)  est  bien  d'ordre  2r  et  pour  chaque  P  il 

y  a  un  seul  F  ayant  les  racines  5P,  c'esl-à-direquePP'a2 =  - 

déterminations  pour  lesquelles  8  =  2r.  Soit  maintenant  r  impair. 
En  changeant  au  besoin  t  en  t  -f-  r,  on  peut  supposer  t  pair  =  2t'. 
Alors  p  =  —  p'^y  P'  est  déterminé  par  la  condition  que  ses  racines 

(  '  )  JoHDAN,  Traité  des  substitutions,  p.  1 10. 
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-soient  les  inverses  de  celles:  de  P  et  il  y  a  encore-  fonctions  PF 
telles  que  8  =  2r.  Donc  si  p  est  non  carré  mod^  (alors  n  est 
impair  donc  r  pair),  8=r;  /î;.= -T:(ir  —  i);  N2=^-^^^ 

Si  p  est  carré  mod  q  {alors  tz  est  pair),  Z=zr  ou  ar;  /isr=  -» 

nr=  -«(il —  1) = it    N2=  ^ • 

Soit  par  exemple  r  =  i.  En  remplaçant  au  besoin  b  par  une  de 
ses  puissances,  on  peut  toujours  représenier  la  catégorie  de  b  par 

di  =  I  a?'Q  =  axQy  x\  =  «^rPi,  arj  =  rr/ 1         (i  =  2,  . . . ,  m  —  i ;  X  ^  i  mod  q)f 

a  étant  une  racine  primitive  arbitraire  de  a^^  i.  Les  ^  types 
s'obtiennent  alors  en  faisant  parcourir  à  X  un  s^^stème  de  valeurs 
^  I  mod  q  dont  aucune  ne  soit  inverse  d'une  autre  mod^;  car, 
pour  que  6x  et  by  appartiennent  à  la  même  catégorie,  c'est-à-dire 
pour  que  6"  soit  conjuguée  de  b\'  dans  L(/n, />),  il  faut  et  sufGi 
(si  \  ^  X'  mod  q)  que  a**^  a^',  a''^^  a  ou  que  ^X'^  i  mod  q.  De 
là  les  types 

af=67=r,     ataj^aja/f     b-^aQb  =  a^,     è-*aiô  =  a«,     6-«aAA  =  aA; 
(«*,  y  =  o,  ...,  m  — i;  A  =  a,  ...,  m  —  i). 

La  répartition  (o,  i  )  donne  de  suite  No,i  =  i  •  Les  équations  du 
type  correspondant  se  déduisent  des  précédentes  en  y  faisant  )i  =  i . 

5.  Considérons  pour  r=:  I  la  répartition  (poi, ...,  pov)< ^6 116  sera 
^z^oquesi  :  i®  S  divise  poi  =  A|  8,  ...,  pQv  =  Av8eto(5r'')=  Q  =^R  3; 
â*'  on  peut  ranger  £po,=  po=p  des  Q  nombres  z  appartenant  à 
Texposant  gr"  en  séries  de  8  termes,  la  *•*""  étant  Zi,  zf,  . .  • ,  5?  ~  . 
Alors  on  pourra  prendre  pour  les  poi  Pou  les  racines  de  A|  quel- 
conques de  ces  séries,  puis  pour  les  po2  P«sr  celles  de  h^  quel- 
conques des  séries  restantes,  etc.  Le  nombre 


/K\/K-AA  K! 

\hj\     h,    y-    •      /ii!A,!... 


des  déterminations  de  A^  ainsi  obtenues,  est  ^n^  (car  on  peut 
seulement  affirmer  que  ces  A^  ont  pour  indice  un  multiple  de  8); 
il  est  égal  à  o  si  8  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poi  et 
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de  Q;  si  ce  plus  grand  commun  diviseur^ est  premier,  S  prend  les 

seules  valeurs  i ,  rf,  et  /ii  =  — r-^ ^d^ 

A  chaque  choix  des  zi  répondent  une  forme  canonique  de  b  et 
des  équations  de  G  qui  s'écrivent  immédiatement.  Mais  il  est  plus 
simple  encore  de  formera  la  fois  tous  les  types  répondant  à  une 
valeur  de  p.  La  forme  canonique  générale  correspondante  de  b  est 
\x'i=^iXi,x'j=Xj\{i=o,  ...,  p  — i;y  =p, ...,  m  — i;  O/^i). 
Les  types  de  G  qu'elle  déterminé  sont 

(A,  A:  =  o,  ...,  m— i;  «  =  o,  ...,  p  — i;y  =  p,  ...,  /n  — i). 

On  peut  prendre  6|==  a^'*(^  i),  a  étant  une  racine  primitive  arbi- 
traire de  a^*^i,  Xo=  I  et  X|,  . .  •,  Xp_i  parcourant  des  valeurs 
telles  que,  dans  deux  des  systèmes  a,  a^>,  . .  • ,  a\-«,  les  exposants 
n'aient  jamais  de  valeurs  proportionnelles  mod  q",  quel  que  soit 
Tordre  où  l'on  prend  les  a^». 

6.  Cherchons  enfin  les  gp^q»  G  ayant  un  gp^  normal  K  de 
figure  (i)  (i  1 . . .  i)  et  un  g^  cyclique,  lorsque  Gliy  (D  étant  le 
central  de  A)  répond  à  la  répartition  (i)  pour  r=  m  —  i . 
[  m  étant  impair  {E,y  143),  soit  m  =  2v  + 1.  G  aura  des  équa- 
tions de  la  forme  {E.,  144,  145) 

aP=jr=u        c^i=-a^,        rff  =  atî,        cg  =  rfg  =  i         (A  =  a,  ...,v), 

Ci  Ck  =Ck  Ci,        di  dic  =  dk  rf/,         Ci  dk  =  dk  Ci^        cj  *  ds  ci=  dta 

(t,  A:  =  i,  ...,  v;  ij^k), 

si    /?  >  2,    €  =  o,  I,        >i  =  o;  si    />  =  "i,     e  =  tj  =  o,  i, 

les  a,  p,  y,  8  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

\  et  le  déterminant  A  des  a,  ^,  y?  ^  ^^"^  ^  ^) 
.      }  ^j(^/i^jk''?jr(jk)^o    si     iVA:.        =5    si     t  =  A', 
<   2y  (  ay/  pyjfc  —  ^y/ ayA- )  =  2y  (  yy/  SyA-  —  3y/  yy*  )  =  o, 

et,  en  observant  que  n/c?''rff''  par  exemple  est  égal  à 


iyj\  ^  =  1,  .. 


Digitized  by 


Google 


—  248  - 

Cl  que,  si/>  =  3,  tout  nombre  a?  est  ^x^j 

(2)       si    p>2    et    6  =  1,        «ii^Ç,       «lA^o,       ^tr^o,    A>i, 

e     si  c  =  I, 
o    si  i>  I. 


(3)        si    /?  =  a,      Sifca>fc/pA/-he(aî/-H  pl/)s2A7*/a*/H-e(Y},-f.8}/)sJ 


Ce  sont  les  conditions  d'automorphisme,  etc.  (£*.,  19).  Un  calcul 
direct  montre  que,  d'après  (i),  A^^  Ç*^. 

7.  Pour  rintelligence  de  ce  qui  va  suivre  je  présenterai  d'abord 
sous  une  forme  particulière  des  résultats  dus  à  M.  Jordan  (Traité 
des  substitutions),  • 

Remplaçons  un  instant  Téquation  y^*=i  pary"=i  et  consi- 
déronsy  comme  un  isomorpkisme  de  A  avec  lui-même,  remplaçant 

a    par    «5=  a',        c/    par    a^i  II  /  c^df*»*  =  a^/cj, 
di    par    a^i  0/  c]^^  rfj"  =aV-id'i. 

On  aura  les  équations  de  |  A,  yj.  Or  le  groupe  des  substitutions 
|Dc,-,  Drf/;  Dc^-,  Drf^  I  (D  =  iaj)  qui  représente  Paction  da 
groupe!  des  isomorphismes  de  G  sur  G|D  est  le  groupe  H. des 
isomorphismes  contragrédients  de  G  (Hôldek,  Buejvside,  /oc.  cit.) 
et  divise  le  groupe  L(2v,  />)  des  isomorphismes  deG  |  D.  G  |  D  est 
isomorphe  au  groupe  G  des  substitutions  |  Xi^yk\  Xi+  gi^yk-h  'u  | 
et  H  à  celui  5  des  substitutions 

(4)  s^\xuyi\  ^k{^ik^k-^^ikyk\  "^k{^ikOCk-\-hkyk)V 

Un  calcul  direct  montre  d'après  (1)  que 

*'=  \^hyi\  ^k^^ik^k-^^ikyk)^  ^k(^ik^k-^rl\kyk)\ 

vérifie  55'=!  toujours  et  seulement  si  ÇaJ^=5*/,  5y/^  =  —  T*'» 
5P/A  =  —  P*ô  55/A=  **«•  L®*  conditions (i),  (2),  (3)écrites  pour*"* 
donnent  donc  les  conditions  suivantes  respectivement  équivalentes 
en  vertu  de  (1)  : 

...     \^j(<^iJ^kj—^inkj)-^o    û     iyàk,         s{     si     *  =  A-,  •    •   *.„ 

^  \^j{^ijhj'-^ij^kj)^^j{hjhj-hnkj)^o,  ''^'    -''• 

(2')        si    p>7.    et    6  =  1,        0,1  =  5»,        8/«i  =  o,        Y'i^o»        ^>^        * 


(3') 


>, 


si    /?  =  2,       Sa- Ya  o/a-  -h  s  (  p/i  -h  0 ?»)  =  S^  «^  Ta  -*-  e  (  «'i  -+-  y?, )  =  J        *!  *      ^ 

J  o     SI  t  >•  I 
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Comme  (i')  donne,  d'après  (2),  Sh^i,  (2')  moatre  que  Ç^^i 
(lorsque  /?  est  >•  r  et  e  =  1).  La  condiliou  (  1  )  ou  (  i')  qui  dérive 
des  équations  de  A  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'exposant 
F  =  S|'(X,-^,- —  YiXi)  de  a  dans  l'un  des  commutateurs  de  UicJ^ct}*, 
Uicf^dJ^  garde  sa  forme  (mod;?)  au  facteur  Ç  près  lorsqu'on  lui 
applique  la  substitution  s  (opérant  sur  les  X/,  Y/  comme  sur 
les  Xi^yi).  Si  s  multiplie  FparÇ,  5~*  multiplie  F  par  Ç~*.  Si/?  >  2, 
(2)  ou  (2')  qui  dérive  des  équations  de  A  est  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  le  carré  x\  de  l'exposant  de  a  dans 
(HiCf'rfJ')/'  garde  sa  forme  (mod/9)  :  si  p=.  2,  (3)  ou  (3')  est  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  l'exposant  ^iXiyi-\'  t{x]'^ y])  de  a 
dans  (Ilcf'rfJ')*  garde  sa  forme  (mod  2). 

On  voit  donc  que  les  substitutions  s  vérifient  (1)  ou  (1')  quand 
^{jéo)  et  les  coefficients  sont  dans  un  Cic  (1^  =  jd"*)  formant  un 
groupe  clU(2v,  -re).  C'est  le  groupe  linéaire  abélien  général 
quand  Ç  reste  indéterminé.  Son  diviseur  relatif  à  Ç  =  1  est  le  groupe 
linéaire  abélien  spécial  JU|(2v,  ir).  Lorsque/?  =  2,  le  diviseur 
Sg(2v,  «)  de  X  vérifiant  (3)  ou  (3')  pour  e  =  o  est  le  premier 

groupe  hypoabélien  d'ordre  'tvT  v""'  T  (J<>*^^^>  '^^-  ^'^-Z 
DicKsoir,  Linear  groups).  Le  diviseur  ^«/(^'^t  '^^  ^^  <^  vérifiant  (3) 
ou  (3^)  pour  t^=d^  d  rendant  z^-i-  js  +  cf  irréductible  dans  Ck 

(E,,  të)  est  le  second  groupe  hypoabélien  d'ordre — «w  vZ.    — 

(Ibid,).  Pour/>>  2,  le  diviseur  de  X  qui  vérifie  (2)  ou  (2')  sera 
désigné  par9C(2v,  ic). 

8.  Revenons  maintenant  au  groupe  G  du  n®  6.  On  voit  comme' 
au  n®  1  que  G  divise  l'holomorphe  K  de  A.  Supposons  que  la 
substitution  (4)  corresponde  à  l'élément  y  du  n"  6.  Cette  substi- 
tution appartient  alors,  pour  /?  >  2,  à  Jl*.(2v, /?)  ou  à»C(2v, /?), 
pour p=z  2,  à  So(2V,  p)  ou  à  S4(2V,  p).  Par  hypothèse  la  fonction 
caractéristique  o{z)  de  s  est  irréductible.  Donc,  si  /?>2,  il 
faut  €  =  0,  sans  quoi,  d'après  (2),  çp(^)  aurait  le  facteur  i — s; 
nous  retrouverons  d'ailleurs  ce  résultat  tout  à  l'heure,  il  faudra  en 
outre  que  y"  soit  diviseur  propre  de  p^^ — i,  en  sorte  que  y" 
divise  /?^ -f  1 .  Donc,  si  />  =  2  et  v  =  i ,  qr«  =  3  divise  l'ordre  de  gi 
et  non  celui  de  fioj  c'est-à-dire  que  s  est  dans  CJ^  et  que  €  =  r,  =  1 . 
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G I D  n'ayant  qu'an  type  déjà  trouvé  (a),  on  pourra,  par  un  chan- 
gement de  générateurs,  ramener  les  équations  de  G  à  la  forme 

aP  =  /7*  ==  I ,        c1=:^  aY»',      </?  =  a^i,        c7*  act  =  rf/ *  adi  =  a, 
CiCfi^  Ch  Ci,      di  dft^  dh  di^      Cidh=  d^  ct,      cj^dt  ci=  dia,       J~^^J  =  «^ 

(i,  A  =  i,  ...,v). 

6»^— SÏ'-*a/6'  =  /(e)  étant  irréductible  dans  Cp  et  appartenant  à 
l'exposant  q".  Les  conditions  (i)  donnent  Ç  =  i,  «0=1  (si  v  =  i, 
elles  donnent  seulement  Ç  =  —  a©;  mais  alors  —  ao=  0*"*"^  et  qr« 
divise  i-i-/?)  et,  si  v  >  i,  a^^i  =..  .=  a^y-i^  o.  Si/>>i,ousî 
p  =  2  avec  V  >  I ,  les  conditions  (2)  et  (3)  donnent  e  =  o  et,  sauf 
si  V  =  I  avec  />  >  i,  *i  =• .  .=  «v-i  =  o.  Donc  s  est  dans  X^  si 
/>  >  2  et  dans  fi©  si  />  =:  2  avec  v  >  i .  Si  /?=  2  avec  v  =  i ,  on  a 
vu  que  e  =  1  et  que^  est  dans  /3i-  En  prenant  c,a*«  pour  c/ et  rf|a^*+* 
pour  rf/,  \f^  est  remplacé  par  X^-hÇ^* — ^A+i  (*  =  *»  •••»  av  —  i) 
et  X2V  par  )»2v-hS^2v — 2^"*a/^i+4-  Les  équations  obtenues  en 
annulant  ces  quantités  modp  déterminent  X2,  •••,  ^2v  en  fonction 
dej?f,  puisai  par  une  équation  linéaire  où  le  coefficient  de  â?i 
est /(S)  ^o  (/est  irréductible).  On  pourra  donc  supposer  nuls 
X|,  . . . ,  Xav  Si  /;  >  2,  ou  si  /?  =  2  avec  v  >  i ,  on  sait  a  priori 
(E.,  144, 145)  que  A  n'a  que  des  Cp]  donc  yi=  8/=  o.  Au  con- 
traire, si/>  =  2  avec  v  =  i,  A  a  des  Cp*  en  sorte  que  les  y/,  8/  né 
peuvent  pas  être  tous  nuls.  D'ailleurs  (5)  montre  que  C|,  ...,  Cy, 
^1,  ..*fdy  sont  du  même  ordre;  donc  y/=  8/=  i.  Ainsi  on  n'a 
qu'un  type  pour  p>2j  et  ce  type  n'existe  que  s'il  y  a  un  poly- 
nôme irréductible  de  la  forme  8^^  —  a8^ — i  appartenant  à 
l'exposant  gr"  modp  {il  faut  d'abord  pour  cela  que  y"  soit  divi- 
seur propre  de  p^"*  —  i  ). 
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SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  DB  M.  KTROVITGH  RELATIFS  AUX  ZÉROS 
DBS  FOHGTIOHS  ANALYTIQUES;  .. 

Par  M.  E.  Lakdav. 


I. 

Dans  un  Mémoire  qu^a  inséré  ce  Bulletin  (')  M.  Pelrovilch 
démontre,  par  une  méthode  très  Intéressante,  le  théorème  sui- 
vant (2)  : 

A.  Si  Von  désigne  par  X  le  plus  petit  module  des  zéros  delà 
série 

(où  ao  est  supposé  diflTérent  de  o)  et  si  Von  forme  la  fonction 

çn  aura 

\>      ^ 


(2)  X^  J~gg-L       (») 


(*)  Remarque  sur  les  zéros  des  séries  de  Taylor,  t.  X\IX,  1901,  p.  3o3-3ia. 
(')  Ibidem,  voir  p.  3o6. 

(')  Je  change  ici,  dans  l'énoncé  de  M.  Petrovitcfa,  le  signe  >  en  ^.  En  répljté, 
sa  démonstration  prouve  seulenient  que  la  série  (1)  n'a  pas  de  téro  dont  le  mor 

dule  soit  inférieur  à    ;    *     «  Av«c  le  signe  >  dans  Tinégalité  (2),  le  théorème 

Vw(-c) 
ne  serait  plus  exact,  comme  l'exemple  suivant  le  fera  voir.  La  série 


—  l-t-5-f-. 


I  —  Z 

admet,  dans  son  cercle  de  convergence  (de  ra^on  i),  la  seule  racine  -•  Donc 
X  =  -.  Or,  pour  z  =  —->  on  a 
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quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  complexe  z  à  V intérieur 
du  cercle  de  convergence  de  la  série  (i). 

En  d^aulres  termes,  si  R  est  le  rayon  de  convergence  de  la 
série  (i)  et  r  une  quantité  positive  inférieure  à  R,  on  a 

(3)  X>.  '"'•''' 


\/1 

y      n  =  o 


|a«|V«» 


est  une  fonction  entière,   Tinégalité  (3)  s'applique  à  toutes  les 
valeurs  positives  de  r. 

M.  Petrovitck  a  déduit  de  son  théorème  A,  vers  la  fm  de  son 
Mémoire,  une  autre  proposition.  Il  se  sert  de  Finégalité 


]g|a«|«rî«<^2l««  !'•*)' 


dont  le  second  membre  représente  le  carré  de  la  fonction  majo- 
rante SXi{r)  relative  à  f{z)  pour  la  circonférence  de  rayon  r. 
M.  Petrovitck  conclut  donc  de  (3)  l'inégalité 

0 

qu'il  énonce  sous  la  forme  suivante  (*)  : 

B.  Une  fonction  f{z)^  holomorphe  dans  une  circonférence  G 
décrite  autour  de  V origine  comme  centre,  ne  s' annulant  pas  à 
l'origine,  ne  saurait  avoir  de  zéro  de  module  inférieur  à 
l'expression 

1/(0)1 

M     ' 

où  M  désigne  la  plus  petite  (^)  valeur  que  prend  le  module  du 

(*)  Idem,  voir  p.  3ii-3i3. 

(')  Je    corrige   ici    une    faule    d'écriture,   en  remplaçant,   dans    l'énoncé  de 
M.  Petrovilch,  le  mot  grande  par  petite. 
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rapport  de  la  fonction  majorante  de  f{z)  à  la  variable  z* 
pour  les  valeurs  de  z  comprises  à  l'intérieur  de  la  circonfé- 
rence C. 

II. 

Je  ferai  observer  en  premier  lieu  que  ce  théorème  B  doit  être 
considéré  comme  presque  évident;  en  effet,  en  vertu  de  l'inégalité' 


pour 

2 1  «»  ''•'' 


\z\S    J*"'"      ,         m\ 


n=0 

on  a  aussi 

(  2''*-''^/      2i««i'-" 

\a=0  /  n=0 

d'où 


2l«^l'""<l«oN 


^\an\r^  m=\ 

11  =  0 

1/(^)1  =  lao 4- |/(0-«o!|â|aol-I/('»)-ao|>o. 


III. 

On  peut  obtenir  une  proposition  plus  instructive  que  B  en 
interprétant  l'inégalité  (3)  de  M.  Petrovitch  de  la  manière  sui- 
vante. 

Les  formules  connues  de  la  théorie  des  séries  de  Fourier,  si  on 
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l«s  applique  aiu  carré  du  module  de 

/(*)=/(r«?0=2*»'' 

11  =  0 
11  =  0  .  11  =  0 

(où  Ton  à  posé  «a:^  ^«4- Y«0>  ^^""^"^ 

(5)        -L^J  "|/(*)|»rf9=2(pîr»«H-YÎr»-)=]^|«.I«r»-, 

^  JtsO  11=0 

OÙ,  dans  Tinlégrale,  z  parcourt  la  circonférence  r^?'.  Celle  iden- 
tité (5),  connue,  quoique  pas  très  usuelle,  montre  qu'en  désignant* 
par  M(r)  le  maximum  de  |  f{z)  |  pour  |  ^  |  =  /-,  on  a 

(6)  2i«»i*'""-!M<'"):*  <*)• 

«=o 

De  (3)  et  (6),  .on  conclut  Tinégalité 

Si  la  fonction  |/(2)|  n'est  pas  conslante  pour  |2|=iry  on  a 
même 

«=0 

^  M(r)» 

(*)  Linégalilé  (6)  a  été  démontrée,  sans  faire  intervenir  les  intégrales,  par 
M.  GuiEnper  dans  sa  Note  :  Ein  Soi*  ùber  Potensreihen  { MathemcaUche  Anna- 
Un,  U  XXXII,  i888,  p.  596-600).  Ce  fait  intéressant  que  |  M(r)|'  est  s»périeur  ou 
égal  non  seylement  à  chacune  des  quantités  la^Pr^"  (n  =  o,  1,  2,  ...),  ainsi  que 
Caucliy  Pavait  démontre,  mais  aussi  à  leur  somme,  n'est  mentionné  presque  dans 
aucun  traité. 

(')  Dans Texemple  conteau  dans  la  troisième  note  de  la  page  3S1,  la  limite  IinH- 

quée  par  le  second  membre  de  (7)  est  atteinte.  Car  on  â  M(  ^  )  z=  (/>.  I)*ail« 
leurs,  pour  |  5  J  ='  ^»  on  a,  indépendamment  de  f ,  |  /(  5  )  J  =    ■ -^  I  =  \^. 
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ce  quiy. en  verMi  delà  relation 

M(r)<âl(r),  • 

entraîne  rinégalUé 

(4)  X>i^; 

Si  |/(-5)|  est  constant  pour  |^|  =  r,  on  a  certainement    ' 
M(r)^m(r), 
de  sôrtci  que  (7)  entrs^ine  rioégalité  (4)- 

.   IV.  •  . 

Cependant  Tînégalitë  (7)  n^est  pas  nouvelle;  au  contraire,  elle 
est  une  conséquence  presque  îramédiBte  du  théorème  de  M.  Jeu* 
sen  (*),  dont  voici  l'énoncé  dans  le  cas  des  fonctions  f{z)  régu- 
lières pour  I J5 1  ^  r  et  différentes  de  o  pour  5  =  o  : 

.  Si  Zi^  z^',  •  •  •^Zk  sont  les  zéros  de  la  fonction  dont  le  module 
ne  surpasse  pas  r^  on  a 

(8)  .L^*",og1/(.),^,=.log|^^J, 

OÙ  z  parcourt  la  circonférence  ref*. 

H  résulte  de  (8)  que  -  • 


Donc,  pour  |  2i  |^r  <  l^^^  1?  en  posant  /:  =  1,  |  ^i  |  =  X,  on  à 

(  *  )  Sur  un  nouvel  et  imporUuit  théorème  de  la  théorie  des  fonctions  (  Acta 
mathematica,  t.  XXII,  1899,  p.  359-364). 
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Ccsl  rinégalllë  (7),  poar  1 5,  |  <  r  <  |  5,  ].  Pour  À:  =  o,  c'c$l-à-*rt 
poar  o  <  r  <  I  2|  I,  elle  résulte  de  ce  que 

la«! 

Pour  Ar^2y  c'esl-à-dlre  pour  l^jj^r  et  r  inférieur  au  rajoado 
cercle  de  couvei^ence  de  la  série  (1),  elle  résulte  de 


m{r)^  \- =■  — r — •• -•  •  • ,         _  — r — •  I.  ..I  = 


\^\r 


De  celle  façon,  M.  Lindelof  (*)  est  même  arrivé  à  déduire  do 
ihéorëme  de  M.  Jensen,  pour  tous  les  v,  rinégalité 


(10) 


M(r); 


lioirv 


|^,|...|^|' 


OÙ  les  racines  ^i,  ^s,  .  • .  sonl  rangées  par  ordre  de  modules  crois- 
sants el  où  r  désigne  un  nombre  positif  quelconque  inférieur  au 
cercle  de  convergence  de  (1).  Il  est  vrai  que  M.  Lindelôf  ne  parle, 
à  l'endroil  cité,  que  des  fonctions  enlières  ;  mais  il  n'y  a  rien  à 
changer  à  son  raisonnemenl  pour  le  cas  général.  Seulement  il  faut 
meltre  ^  à  la  place  de  >j  pour  embrasser  tous  les  cas,  ce  qui  est 
fait  dans  la  formule  (10).  Voici  donc  la  démonstration  de  Tinéga- 
lité(io): 

Soient  «I,  •  • .,  2*  les  zéros  dont  la  valeur  absolue  esl  ^r. 

i"  Pour  Â*  =  v,  c'est-à-dire  pour  |5v|^r<  l^v+i  h  (ïo)  n^est 
autre  chose  que  (9). 

2®  Pour  Ar<;v,  on  a  o<;r<|5v|,  et  (10)  résulte  de  (9)  en 
vertu  de 


l^i|...|-«v| 
_       |ao|r* 


loolr* 


laolr* 


|«i|...|5a|    \Zk^,\         \z^\-\z,\...\Zk\      '"  |^i|...|^*l 

3*  Pour  A:>v,  on  a  r^|>5v+i  |;  (10)  est  alors  la  conséquence 

{ *  )  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  entières  de  genre  fini  (  Acta  Sodé- 
tatis  Scientiarum  Fennicœ,  t.  XXXI,  1903,  p.  i3-i4). 
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de  (9)  et  de 


Je  vais  mainlenant  montrer  que  non  seulement  l'inégalité  (7), 
lirée  du  théorème  A,  peut  être  déduite  du  théorème  de  M.  Jensen, 
mais  que  le  ihéorùme  A  lui-même  est  contenu  dans  le  théorème 
de  M.  Jensen. 

En  appliquant  l'identité  (5),  on  voit  qu'il  s'agit  de  démontrer 
l'inégalité 

(li)  1>  1^^'^- 


V/^jf"'-^^^^!'^^ 


en  parlant  du  théorème  de  M.  Jensen. 
Celui-ci  peut  s'écrire 


|^l|...|-A-| 


Le  premier  membre  étant,  comme  ou  l'a  vu,  toujours  supérieur  ou 

.     I  «  I  «0 1  /• 

égal  a  — 5- — >  on  a 

/«Su 


-       ia«k<  îîî/,   '•»''^'="''» 


(12)  '       irp^e 

Soit  g(o)  une  fonction  de  0,  continue  pour  o^Ç^au.  La 
mojenne  géométrique  de  n  nombres  positifs  étant  inférieure  ou 
égale  à  leur  moyenne  arithmétique,  on  a 


xxxiii.  17 
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d'où,  en  passant  à  la  lîtnile, 

(.3)  /Jr""'".  J,  /-'"e-'^'rf,. 


2  71. 


Supposons  d^abord  que  f{z)  n'ait  pas  de  zéros  sur  ia  circonfé- 
rence 1^1  =  r,  et  posons,  dans  (i3), 

g{o)  =  •2log  |/(re?0  I  =  logl  I/(r<??/)  I^j  ; 

nous  aurons 

(14)  V^''^'^-  ' -i^j     1/(^)1* ^?î 

donc,  en  vertu  de  (12), 


!_aoJ>< 


v/^X" 


(.5)  Ljn_<^/^f      |/(z)|.rf<p, 

Les  deux  membres  dé  (i5)  étant  des  fonctions  continues  de  r, 
cette  inégalité  subsiste  aussi  dans  le  cas  où  f{z)  a  des  zéros  dont 
le  module  est  égal  à  r. 
Donc  on  a 

(II)  X>  '^«1:^ 


w^j: 


"^  fW\'d^ 


ce  qui  constitue,  comme  nous  Tavons  vu  plus  haut,  le  théorème  A 
de  M.  Petrovitch. 

Vf. 

Soient,  plus  généralement,  X|,  X2,  . . .,  Xy  les  modules  des  v pre- 
miers zéros  de  la  fonction  f{z),  situés  dans  le  cercle  de  conver- 
gence de  la  série 

ao-hai3-i-  «2^*  +  — 

On  a  vu,  au  paragraphe  IV,  que,  pour  tout  r  inférieur  au  rayon  de 
ce  cercle,  on  a 
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où  ^1 , .    .,  Zk  dësignenl  les  zéros  dont  le  module  ne  surpasse  pas  r. 
Donc,  par  le  théorème  de  M.  Jensen, 


\ T  ^^ 

Al .  . . Av 


et,  en  appliquant  (14)9 


ce  qui,  en  vertu  de  (5),  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V     n  =  0 

Pour  V  =  I,  on  retrouve  le  théorème  de  M.  Petrovitch. 


VU. 

Enfin,  j'indiquerai  une  démonstration  directe  et  très  élémentaire 
du  théorème  A.  L'inégalité  en  question 

(3)  x>        LV'- 


1/2 1**''!"-'" 

V      n  =  0 

sera  évidemment  démontrée  si  l'on  réussit  à  prouver  que 

2  I  ««!•'•"' 


car,  pour 


l.|<  '"""• 
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on  aura  alors 

W  =  1  «1=1  M  =  I  /       •  \    t 

/(Z)  ^  O. 

En  d'aiiires  termes,  si  l*on  pose  dans  (i6),  pour  m  =  ij  2,  •  •  ., 

îl  suffit  de  prouver  :  si  />|,  ;t;a,  • .  •  sont  des  quantités  réelles  et  sî 
la  série 


converge,  on  a 

07)  S  =  2 


Pm 


Celle  inégalité  (17)  peut  élre  déduite  d^une  inégalité  plus  gt^né- 
raie  établie  par  M.  Pring5heini(*)dansun  autre  but.  Elle  s'établit 
directement  de  la  manière  suivante,  en  excluant  le  cas  banal  de 
/^i  =  /?a  =  . .  •  =  ©,  où  S  =  o<i. 

On  a,  pour  a  et  ^  réels, 

Appliquons  celle  identité  à 

^ P»i  a  -  J>Lt£L±iii)L. 

ip\'+-Pf  -^...)^  (,^^J^-^|^...)7 

où  /H  désigne  un  des  nombres  i,  2,  • . .;  nous  aurons 
(18)  '^^"'  ^  ^'*  I         P\-^P\-^'' 

(')  Voir,  par  exemple,  Elemenlare  Théorie  der  ganzen  iranscendenien 
Funkiionen  von  endlic/ier  Ordnung  [Mathemalische  Annalen,  t.  LVllI,  lya^, 
p.  a6B,  formule  {b)^  cq  lisant,  ciiire  les  deux  membres,  ^  au  lieu  de  <]. 
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Ajoutons  ces  inégalités  (i8)  pour  w  =  i,  2,  ...;  nous  obtiendrons 

c*est  rinégalitë  (17)    qu'il   fallait  démontrer,    ou,    en   d^autres 
termes,  le  théorème  A  de  M.  Petrovitch. 


CORRESPONDANCE. 


CINQ  LETTRES  SUR  LA  THÉORIE  DES  ENSEMBLES. 

I.  —  Lettre  de  M.  Iladamard  à  M,  BoreL 

J'ai  lu  avec  intérêt  les  arguments  que  tu  opposes  (a*  Cahier 
du  tome  LX  des  Maihemaiische  Annale n)  à  la  démonstra- 
tion de  M.  Zermelo  parue  dans  le  Tome  précédent.  Je  ne  partage 
cependant  pas  ton  opinion  à  ce  sujet.  Je  n'admets  pas,  tout 
d'abord,  l'assimilation  que  tu  établis  entre  le  fait  qui  sert  de  point 
de  départ  à  M.  Zermelo  et  le  raisonnement  qui  consisterait  à  numé- 
roter les  éléments  de  Tensemble  les  uns  après  les  autres,  ce  numé- 
rotage étant  poursuivi  Iransjlniment^  Il  y  a,  en  effet,  une  diffé- 
rence fondamentale  entre  les  deux  cas  :  le  raisonnement  qui  vient 
d'être  cité  en  dernier  lieu  comporte  une  série  de  choix  successifs 
dont  chacun  dépend  des  précédents;  c'est  pour  cela  que  son 
application  transfinie  est  inadmissible.  Je  ne  vois  aucune  analogie 
à  établir,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  entre  les  choix  en 
question  et  ceux  dont  parle  M.  Zermelo,  lesquels  sont  indépen- 
dants les  uns  des  autres. 

C'est  d'ailleurs  dans  le  cas  d'une  infinité   non  dénombrable 

de  choix  que  tu  récuses  cette  manière  d'opérer;  mais,  à  mon  tour, 

je  ne  vois  pas  de  différence,  à  cet  égard,  entre  le  cas  d'une  infinité 

non  dénombrable  et  celui  d'une   infinité  dénombrable.   I^  diffé- 
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rencc  serait  manifeste  s'il  y  avait  une  dépendance  quelconque 
entre  les  choix  en  question,  parce  qu'il  faudrait  alors  avoir  égard 
à  l'ordre  dans  lequel  on  les  opérerait  :  elle  me  paraît,  encore  une 
fois,  s'évanouir  complèlement  dans  le  cas  des  choix  indépendants. 

Ce  qui  est  certain,  c'est  que  M.  Zermcio  ne  donne  aucun  moyen 
d'exécuter  effectivement  l'opération  dont  il  parle,  et  qu'il  reste 
douteux  que  persoune  puisse,  dans  la  suite,  indiquer  ce  moyen.  Il 
aurait  été  assurément  plus  intéressant  de  résoudre  le  problème 
sous  celte  forme;  mais  la  question  ainsi  posée  (détermination 
effective  de  la  correspondance  cherchée)  n'en  est  pas  moins  com- 
plètement distincte  de  celle  que  nous  examinons  (une  telle  cor- 
respondance existe-t-elle?)  :  il  y  a  entre  elles  toute  la  différence, 
laquelle  est  fondamentale,  qui  existe  entre  ce  que  M.  Tannery  (*) 
appelle  une  correspondance  qui  peut  être  définie  et  une  corres- 
pondance qui  peut  être  décrite.  Plusieurs  questions  importantes 
de  Mathématiques  changeraient  totalement  de  sens,  et  de  solutions, 
si  l'on  substituait  le  second  mot  au  premier.  Tu  emploies  des  cor- 
respondances dont  tu  constates  Vexistence  sans  pouvoir  cependant 
les  décrire,  dans  ton  important  raisonnement  relatif  aux  séries  qui 
admettent  leur  cercle  de  convergence  comme  coupure  :  si  l'on  se 
bornait  aux  séries  entières  dont  la  loi  de  formation  peut  être  dé- 
crite, l'opinion  ancienne  (à  savoir,  que  les  séries  entières  admettant 
leur  cercle  de  convergence  comme  coupure  sont  l'exception) 
devrait,  à  mon  sens,  être  considérée  comme  la  vraie.  C'est  d'ail- 
leurs une  pure  question  de  sentiment;  car  la  notion  de  correspon- 
dance «  qui  peut  être  décrite  )>  est,  pour  reprendre  ton  expression, 
«  en  dehors  des  Mathématiques  »;  elle  relève  du  domaine  de  la 
psychologie  et  est  relative  à  une  propriété  de  noire  esprit,  c'est 
une  question  de  cette  nature  que  celle  de  savoir  si  la  correspon- 
dance employée  par  M.  Zermelo  pourra  jamais  être  indiquée  en 
fait. 

Quanta  l'existence  de  celle  correspondance,  elle  me  paraît  aussi 
adéquate  à  la  possibilité  de  prendre  un  élément  dans  un  ensemble 
quelconque  donné,  que  la  proposition  suivante  : 

A.   Un  nombre  x  étant  donnée  il  existe  des  nombres  y  qui  ne 

(')  ftevue  générale  des  Sciences,  t.  Mil,  189-;,  p.  i33  et  suiv. 
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sont  Hés  à  x  par  aucune  équation  algébrique  à  coefficients 

Te^  à  celle-ci  : 

B.  Il  earis^  «fet  famciions  y  de  x  telles  que,  pour  aucune 
valeur  de  x,  y  n*aii  tu  une  valeur  algébrique,  ni  une  valeur 
liée  à  X  par  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers. 

On  pourrait  d'ailleurs,  sans  doute,  former  de  telles  fonctions. 
Mais  ce  que  je  prétends,  c'est  que  cela  n'est  nullement  nécessaire 
pour  affirmer  l'exactitude  du  théorème  B;  et  je  crois  que  beaucoup 
de  mathématiciens  ne  prendraient  pas  plus  que  moi  cette  peine 
s'ils  avaient  à  employer  le  Utëorème  en  question.  —  J.  Hadamard. 

II*  ^-  Lettre  de  M.  Baire  à  M.  Hadamard. 

Borel  me  commiiDÎque  la  lettre  où  vous  lui  exposez  votre  ma* 
nière  de  voir  sur  le  graod  débat  soulevé  par  la  Note  Zermelo.  Je 
vous  demande  la  permission  de  vous  adresser  quelques  réflexions 
qu'elle  me  suggère. 

Je  suis,  vous  le  savez,  de  l'avis  de  Borel,  en  gi*os,  et  si  je  m'en 
écarte,  ce  sera  pour  aller  plus  loin  que  lui. 

Supposons  qu'on  fasse  un  effort  pour  essayer  d'appliquer  la 
méthode  de  Zermelo  à  l'ensemble  M  des  suites  d'entiers  positifs. 
On  prend  dans  M  un  élément  distingué  m^  ;  reste  l'ensemble  M  —  mi , 
dans  lequel  on  prend  un  élément  distingué  m^;  etc.  Ces  choix 
successifs  dépendent  bien  chacun  de  ceux  qui  le  précèdent.  Mais, 
dites-vous  avec  M.  Zermelo,  les  choix  sont  indépendants  les  uns 
des  autres,  parce  qu'il  admet  comme  point  de  départ  un  choix 
d^ clément  distingué  fait  dans  toute  partie  de  M.  Ceci  ne  me 
paraît  pas  satisfaisant  :  c*est,  pour  moi,  dissimuler  la  difficulté  en 
la  noyant  dans  une  difficulté  plus  grande. 

L'expression  ensemble  donné  est  employée  à  chaque  instant  : 
a-l-elle  un  sens?  Pas  toujours,  selon  moi.  Dès  qu'on  parle  d'infini 
(même  dénombrablc,  et  c'est  ici  que  je  suis  tenté  d'être  plus  radi- 
cal que  Borel),  l'assimilation,  consciente  ou  inconsciente,  avec 
un  sac  de  billes  qu'on  donne  de  la  main  à  la  mnin^  doit  complè- 
tement disparaître,  et  nous  sommes,  à  mon  avis,  dans  le  virtuel, 
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c'esl-à-dire  que  nous  faisons  des  conventions  qui  nous  permelleni 
ullérieuremenl,  un  objet  étant  défini  par  une  nouvelle  conven- 
tion, d^affirmer  certaines  propriétés  de  cet  objet.  Mais  croire  qu*on 
est  allé  plus  loin  ne  me  paraît  pas  légitime.  En  particulier,  de  ce 
qu'un  ensemble  est  donné  (nous  serons  d'accord  pour  dire,  par 
exemple,  que  nous  nous  donnons  l'ensemble  des  suites  d'entiers 
positifs),  il  est  faux  pour  moi  de  considérer  les  parties  de  cet 
ensemble  comme  données,  A  plus  forte  raison  je  refuse  d'attacher 
un  sens  au  fait  de  concevoir  un  choiiL  fait  dans  chaque  partie  d\in 
ensemble. 

M.  Zcrmelo  dit  :  «  Concevons  qu'a  tout  ensemble  partiel  de  M 
corresponde  un  de  ses  éléments.  »  C'est  là  une  conception  qui  n'a 
rien  de  contradictoire,  d'accord.  Aussi,  tout  ce  qu'il  démontre 
pour  moi,  c'est  que  nous  n'apercevons  pas  de  contradiction  à  con- 
cevoir que,  dans  tout  ensemble  qu'on  nous  définira,  les  éléments 
aient  entre  eux  des  relations  de  position  identiques  à  celles  qu'ont 
les  éléments  des  ensembles  bien  ordonnés.  Pour  dire  après  cela 
qu'on  a  établi  que  tout  ensemble  peut  être  mis  sous  la  forme  d'un 
ensemble  bien  ordonné,  il  faut  donner  aux  mots  une  extension 
extraordinaire  et,  j'ajouterai,  trompeuse. 

Dans  ce  qui  précède,  je  ne  suis  arrivé  que  bien  incomplètement 
à  rendre  ma  pensée.  J'ai  dit  ma  manière  de  voir  dans  la  phrase 
qu'a  bien  voulu  transcrire  Borel  dans  sa  Note.  Pour  moi,  le  pro- 
grès, dans  cet  ordre  d'idées,  consisterait  à  délimiter  le  domaine  de 
ce  qui  est  définissable.  Et,  en  fin  de  compte,  en  dépit  des  appa- 
rences, tout  doit  se  ramener  au  fini.  —  R.  Baire. 

111.   —  Lettre  de  M.  Lebesgue  à  M.  BoreL 

Vous  me  demandez  mon  opinion  sur  la  Note  de  M.  Zerraelo 
{Math.  Annalen,  t.  LIX)  sur  les  objections  que  vous  lui  avez 
faites  {Math,  Annalen,  t.  LX)  et  sur  la  lettre  de  M.  Hadamard 
que  vous  me  communiquez;  la  voici.  Excusez  moi  d'être  long,  j'aî 
essayé  d'être  clair. 

Tout  d'abord  je  suis  d'accord  avec  vous  pour  ceci  :  M.  Zcrmelo 
a  très  ingénieusement  démontré  que  l'on  savait  résoudre  le  pro- 
blème A  : 
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A.  Mettre  un  ensemble^  sous  forme  bien  ordonnée, 
toutes  les  fois  qu'on  savait  résoudre  le  problème  B  : 

B.  Faire  correspondre  à  chaque  ensemble  'iA!  formé  ai^ec  des 
éléments  de  M  un  élément  particulier  m'  de  M'. 

Malheureusement  le  problème  B  n'est  facile  à  résoudre,  à  ce 
qu'il  semble,  que  pour  les  ensembles  qu'on  suit  bien  ordonner; 
par  suite  on  n'a  pas  une  solution  générale  du  problème  A. 

Je  doute  fort  qu'on  puisse  donner  une  solution  générale  de  ce 
problème,  du  moins  si  l'on  admet,  avec  M.  Cantor,  que  définir  un 
ensemble  M  c'est  nommer  une  propriété  P  appartenant  à  certains 
éléments  d*un  ensemble  M  précédemment  défini  et  caractérisant, 
par  définition,  les  éléments  de  M.  En  effet,  avec  cette  définition, 
on  ne  sait  rien  sur  les  éléments  de  M  d'autre  que  ceci  :  ils  pos- 
sèdent tous  les  propriétés  inconnues  des  éléments  de  N  et  ce  sont 
les  seuls  qui  ont  la  propriété  P  inconnue.  Rien  là-dedajis  ne  per- 
met de  distinguer  deux  éléments  de  M,  encore  moins  de  les  classer 
comme  il  faudrait  le  faire  pour  résoudre  A. 

Cette  objection,  faite  a  priori  à  tout  essai  de  solution  de  A, 
tombe  évidemment  si  l'on  particularise  N  ou  P;  l'objection  tombe, 
par  exemple,  si  N  est  l'ensemble  des  nombres.  Tout  ce  que  l'o:i 
peut  espérer  faire  de  général,  c'est  indiquer  des  problèmes,  tels 
que  B,  dont  la  résolution  entraînerait  celle  de  A  et  possibles  dans 
certains  cas,  particuliers,  mais  qui  se  rencontrent  fréquemment. 
D'où  l'intérêt,  à  mon  avis,  du  raisonnement  de  M.  Zermelo. 

Je  crois  que  M.  Iladamard  est  plus  fidèle  que  vous  à  la  pensée 
de  M.  Zermelo  en  interprétant  la  Note  de  cet  auteur  comme  un 
essai,  non  pas  de  résolution  effective  de  A,  mais  de  démonstration 
d'existence  de  la  solution.  La  question  revient  à  celle-ci,  peu  nou- 
velle :  peut-on  démontrer  V existence  dUin  être  mathématique 
sans  le  définir? 

C'est  évidemment  une  affaire  de  convention;  mais  je  crois  qu'on 
ne  peut  bâtir  solidement  qu'en  admettant  quon  ne  démontre 
^existence  d*un  être  qu^en  le  définissant,  A  ce  point  de  vue, 
voisin  de  celui  de  Kronecker  et  de  M.  Dracb,  il  \\y  a  pas  à  dis- 
tinguer entre  A  et  le  problème  C  : 

C.  Tout  ensemble  peut-il  être  bien  ordonné? 
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Je  n^aurais  rien  de  plus  à  dire  si  la  couvention  que  j'ai  indiquée 
était  universellement  admise;  mais  je  dois  avouer  que  l'on  emploie 
souvent,  et  que  j'ai  moi-même  souvent  employé,  le  mot  existence 
dans  d'autres  sens.  Par  exemple,  lorsqu'on  interprète  un  raison- 
nement bien  connu  de  M.  Cantor  en  disant  :  il  existe  une  infinité 
non  dénombrable  de  nombres,  on  ne  donne  cependant  pas  le 
mojen  de  nommer  une  lelle  infinité.  On  montre  seulement,  vous 
l'avez  dit  avant  moi,  que,  chaque  fois  qu'on  aura  une  infinité  dé- 
nombrable de  nombres,  on  pourra  définir  un  nombre  ne  faisant  pas 
partie  de  cette  infinité.  (Le  mot  définir  di  tout  le  (emps  le  sens  de  : 
nommer  une  propriété  caractéristique  du  défini).  Une  existence 
de  cett^  nature  peut  être  utilisée  dans  un  raisonnement  et  de  la  ma- 
nière suivante  :  une  propriété  est  vraie,  si,  la  nier,  conduit  à 
admettre  qu^on  peut  ranger  tous  les  nombres  en  suite  dénombrable. 
Je  crois  qu*elle  ne  peut  intervenir  que  de  cette  manière. 

M.  Zermelo  utilise  V existence  d'une  correspondance  entre  les 
sous-ensertbles  de  M  et  certains  de  leurs  éléments.  Vous  voyez 
que,  quand  même  l'existence  de  ces  correspondances  serait  hors 
de  doute,  suivant  la  manière  dont  celte  existence  aurait  été  prouvée, 
il  ne  serait  pas  évident  qu'on  ait  le  droit  d'utiliser  cette  existence 
comme  le  fait  M.  Zermelo. 

J'arrive  au  raisonnement  que  vous  énoncez  ainsi  :  «  Il  est  pos- 
sible, dans  un  ensemble  particulier  M',  de  choisir  ad  libitum 
l'élément  distingué  m';  ce  choix  pouvant  être  fait  pour  chacun  des 
ensembles  M',  peut  être  fait  pour  l'ensemble  de  ces  ensembles  »y 
et  duquel  semble  résulter  l'existence  des  correspondances. 

Tout  d*abord,  M'  étant  donné,  est-il  évident  qu'on  puisse  choi- 
sir //i'?  Cela  serait  évident  si  M' existait,  au  sens  presque  kronécké- 
rien  que  j'ai  dit,  puisque  dire  que  M'  existe  serait  alors  affirmer 
qjLte  Ton  sait  nommer  certains  de  ses  éléments.  Mais  étendons  le 
sens  du  mot  exister.  L'ensemble  T  des  correspondances  entre  les 
sous-ensembles  M'  et  les  éléments  distingués  zw'  existe  certai- 
nement pour  MM.  Hadamard  et  Zermelo;  ce  dernier  représente 
même  le  nombre  de  ses  éléments  par  un  produit  transfini.  Cepen- 
dant, sait-on  choisir  un  élément  deT?  Non,  évidemment,  puisque 
ce  serait  donner  de  B,  pour  M,  une  solution  déterminée. 

Il  est  vrai  que  j'emploie  le  mot  choisir  dans  le  sens  de  nommer 
et  qu'il  suffit  peut-être  pour  le  raisonnement  de  M.  Zermelo  que 
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choisir  ^xgniixe penser  à.  Mais  il  faut  cependant  remarquer  qu^on 
n'indique  pas  celui  auquel  on  pense  et  qu'il  est  néanmoins  néces- 
saire au  raisonnement  <le  M.  Zermelo  qu'on  pense  à  une  corres- 
pondance déterminée  toujours  ta  même.  M.  Hadamard  croit,  il 
me  semble,^  qu'il  n'est  pas  nécessaire  qu'on  démontre  qu'on  peut 
déterminer  un  élément  (et  un  seul);  c'est  de  là,  à  mon  avis,  que 
viennent  les  différences  d'appréciation. 

Pour  mieux  vous  faire  sentir  la  difficullé  que  je  vois,  je  vous 
rappelle  que,  dans  ma  thèse,  j'ai  démontré  l'existence  (sens  non 
kroneckérieo  et  peut-être  difficile  à  préciser)  d'ensembles  mesu- 
rables non  mesurables  B,  mais  il  restait  douteux  pour  moi  qu'on 
pût  jamais  en  nommer  un.  Dans  ces  conditions,  aurais-je  eu  le 
droit  de  fonder  un  raisonnement  sur  celte  hypothèse  :  je  suppose 
choisi  un  ensemble  mesurable  non  mesurable  B,  alors  que  je 
doutais  que  personne  pût  jamais  en  nommer  un? 

Ainsi  je  vois  déjà  une  difficulté  dans  ceci  ce  dans  un  M'  déter- 
miné je  puis  choisir  un  m'  détermine  »,  puisqu'il  existe  des 
ensembles  (l'ensemble  C  par  exemple,  qu*on  pourrait  considérer 
comme  un  ensemble  M'  provenant  d'un  ensemble  plus  général) 
dans  lesquels  il  est  peut-être  impossible  de  choisir  un  élément.  11 
y  a  ensuite  la  difficulté  que  vous  signalez  relative  à  l'infinité  des 
choix,  ce  qui  fait  que,  si  l'on  veut  considérer  le  raisonnement  de 
]V1.  Zermelo  comme  tout  à  fait  général,  il  faut  admettre  qu'on  parle 
d'une  infinité  de  choix,  infinité  de  puissance  peut-être  très  grande; 
on  ne  donne  d'ailleurs  ni  la  loi  de  cette  infinité,  ni  la  loi  d'un  des 
choix  ;  on  ne  sait  pas  s'il  est  possible  de  nommer  une  loi  définissant 
un  ensemble  de  choix  ayant  la  puissance  de  l'ensemble  des  M';  on 
ne  sait  pas  s'il  est  possible,  étant  donné  un  M',  de  nommer  un  m'. 

En  résumé,  quand  j*examine  de  près  le  raisonnement  de  M.  Zer- 
melo, comme  d'ailleurs  plusieurs  raisonnements  généraux  sur  les 
ensembles,  je  le  trouve  trop  peu  kroneckéricn  pour  lui  attribuer 
un  sens  (en  tant  que  théorème  d'existence  de  la  solution  de  C» 
seulement,  bien  entendu). 

Vous  faites  allusion  à  ce  raisonnement  :  «  Pour  bien  ordonner 
un  ensemble  il  suffit  d'y  choisir  un  élément,  puis  un  autre,  etc.  » 
Il  est  certain  que  ce  raisonnement  présente  des  difficultés  énormes, 
plus  grandes  encore,  au  moins  en  apparence,  que  celui  de  M.  Zer- 
melo; et  je  suis  tenté  de  croire  avec  M.  Hadamard  qu'il  y  a  progrès 
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à  avoir  remplacé  une  infinité  de  choix  successifs  et  dépendant  les 
uns  des  aulrcs  par  une  infinité,  non  ordonnée,  de  choix  indépen- 
dants. II  n^jr  a  pent-élre  là  qu'une  ilhision  et  la  simplification  appa- 
rente tient  peut-être  seulement  à  ce  que  l'on  doit  remplacer  une 
infinité  ordonnée  de  choix  par  une  infinité  non  ordonnée,  mais  de 
puissance  plus  grande.  De  sorte  que  le  fait  qu'on  peut  ramènera  la 
seule  difficulté,  placée  au  début  du  raisonnement  de  M.  Zermelo, 
toutes  les  difficultés  du  raisonnement  simpliste  que  vous  cite% 
prouve  peut-être  simplement  que  celte  seule  difficulté  est  très 
grande.  En  tout  cas,  elle  ne  me  paraît  pas  disparaître  parce  qu'il 
s*agit  d'un  ensemble  non  ordonné  de  choix  indépendants.  Par 
exemple,  si  je  crois  à  l'existence  de  fonctions  y{x)  telles  que, 
quel  que  soit  x^  y  ne  soit  jamais  lié  à  x  par  une  équation  algé- 
brique à  coefficients  entiers,  c'est  parce  que  je  crois,  avec  M.  Ha- 
damard,  qu'il  est  possible  d'en  construire;  mais  ce  n'est  pas,  pour 
moi,  la  conséquence  immédiate  de  l'existence,  quel  que  soit  or,  de 
nombres  j^  qui  ne  soient  liés  à  x  par  aucune  équation  à  coefficients 
entiers  (*). 

Je  suis  pleinement  d'accord  avec  M.  Hadamard  quand  il  déclare 
que  la  difficulté  qu'il  v  a  à  parler  d'une  infinité  de  choix  sans  en 
donner  la  loi  est  aussi  grave,  qu'il  s'agisse  ou  non  d'une  infinité 
dénombrable.  Quand  on  dit,  comme  dans  le  raisonnement  que 
vous  critiquiez,  «  ce  choix  pouvant  être  fait  pour  chacun  des 
ensembles  M',  pjeut  être  fait  pour  l'ensemble  de  ces  ensembles  », 
on  ne  dit  rien  si  l'on  n'explique  pas  les  termes  employés.  Faire  un 
choix,  ce  peut  être  écrire  ou  nommer  l'élément  choisi;  faire  une 
infinité  de  choix,  ce  ne  peut  être  écrire  ou  nommer  les  éléments 
choisis,  un  à  \in  :  la  vie  est  trop  courte.  Il  faut  donc  dire  ce  que 
c'est  faire.  On  entend  par  là,  en  général,  que  c'est  donner  la  loi 
qui  définit  les  éléments  choisis,  mais  cette  loi  est  pour  moi,  comme 
pour  M.  Hadamard,  aussi  indispensable,  qu'il  s'agisse  d'une  infinité 
dénombrable  ou  non. 

Peut-être  cependant  suis-je  encore  d'accord  avec  vous  sur  ce 
point  parce  que,  si  je  n'établis  pas  d«;  diflTérences  théoriques  entre 


(')  En  corrigeant  les  épreuves,  j'ajoute  qu'en  fait  le  raisonnement,  par  Ici]uel 
on  légitime  ordinairement  Ténonré  A  de  M.  Hadamard  (p.  !>(h),  légitime  en  même 
temps  renoncé  B.  Kt,  à   mon  a>is,  c'est  parce  qu'il  Icgilimc  B  qu'il  légitime  A. 
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les  deux  infinités,  au  point  de  voe  pratique,  je  fais  une  grande 
différence  entre  elles.  Quand  j'entends  parler  d'une  loi  définissant 
une  infinité  transfinie  de  choix,  je  suis  très  méfiant,  parce  que  je 
n'ai  jamais  encore  vu  de  pareilles  lois,  tandis  que  je  connais  des 
lois  définissant  une  infinité  dénombrable  de  choix.  Mais  ce  n'est 
qu\ibe  affaire  de  routine  et,  à  la  réflexion,  je  vois  parfois  des  dif- 
ficultés aussi  graves,  à  mon  avis,  dans  des  raisonnements  où  n^in- 
terviennent  qu'une  infinité  dénombrable  de  choix  que  dans  des 
raisonnements  ou  il  j  en  a  une  transfinité.  Par  exemple,  si  je  ne 
considère  pas  comme  établi  par  le  raisonnement  classique  que  tout 
ensemble  de  puissance  supérieure  au  dénombrable  contient  un 
ensemble  dont  la  puissance  est  celle  de  l'ensemble  des  nombres 
transfinis  de  la  classe  II  de  M.  Cantor,  je  n'attribue  pas  plus  de 
valeur  à  la  méthode  par  laquelle  on  démontre  qu'un  ensemble  non 
fini  contient  un  ensemble  dénombrable.  Bien  que  je  doute  fort 
qu'on  nomme  jamais  un  ensemble  qui  ne  soit  ni  fini,  ni  infini, 
l'impossibilité  d'un  tel  ensemble  ne  me  paraît  pas  démontrée.  Mais 
je  vous  ai  déjà  parlé  de  ces  questions.  —  H.  Lebesgue. 


IV.  —  Lettre  de  M,  Hadamard  à  M.  BoreL 

La  question  me  parait  tout  à  fait  claire  maintenant,  après  la 
lettre  de  M.  Lebesgue.  De  plus  en  plus  nettement,  elle  tient  tout 
entière  dans  la  distinction,  exposée  dar^s  l'article  de  M.  Tanner^, 
entre  ce  qui  est  déterminé  et  ce  qui  peut  être  décrit, 

Lebesgue,  Baire  et  toi,  adoptez  à  cet  égard  la  manière  de  voir 
de  Kronecker,  que  je  croyais  jusqu'ici  lui  être  particulière.  Vous 
répondez  négativement  à  la  question  posée  (ci-dessus,  p.  263) 
par  M.  Lebesgue  :  Peui-on  démontrer  l'existence  d'un  être  mathé- 
matique sans  le  définir?  J'y  réponds  affirmalivemenl.  Je  prends 
pour  mienne,  autrement  dit,  la  réponse  que  Lebesgue  fait  lui- 
même  (p.  266)  à  son  objection  relative  à  l'ensemble  F. 

Qu'il  nous  soit  impossible,  au  moins  actuellement,  de  nommer 
un  élément  de  cet  ensemble,  j'en  conviens.  C'est  là  la  question 
pour  vous;  ce  ne  l'est  pas  pour  moi. 

Il  n'y  a  qu'un  point  sur  lequel  il  me  semble  que  Lebesgue  ne 
soit  pas  logique  avec  lui-mémc.  C'est  lorsqu'il  se  reconnaît  ou  ne 
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se  reconnaît  pas  le  droild'uliliser  une  existence,  suivant  la  maoîère 
dont  elle  a  élé  démonlrée.  Pour  moi,  les  existences  dont  il  parle 
sont  des  faits  comme  les  autres.  Sinon,  elles  n'ont  pas  lieu. 

La  question  se  pose  de  même  vis-à-vis  de  Baire.  Je  n^aimerais 
pas  beaucoup  la  placer,  comme  il  le  fait  (p.  264),  à  la  façon  de 
M.  Hilbert,  sur  le  terrain  du  non  contradictoire,  qui  me  parait 
encore  relever  de  la  psychologie  et  faire  entrer  en  ligne  de  compte 
les  propriétés  de  nos  cerveaux.  Je  ne  comprends  même  pas  bien 
comment  M.  Zermelo  peut  eLVoir démontré  que  nous  n^aperce\?ons 
pas  de  contradiction,  etc.  Cela  ne  se  démontre  pas,  cela  se  con- 
state :  on  en  a  aperçu  ou  Ton  n^en  a  pas  aperçu. 

Ce  point  écarté,  la  question  principale,  celle  de  savoir  si  Ten- 
semble  peut  être  ordonné,  n'a  évidemment  pas  pour  Baire  (pas  plus 
que  pour  Lcbesgue  et  toi)  le  même  sens  que  pour  moi.  Je  dirais 
plutôt  :  l'ordination  est-elle  possible?  (et  non  pas  même  peiit-o/i 
ordonner,  de  crainte  d'avoir  à  penser  à  ce  qu'est  cet  on)  :  Baire 
dirait:  pouvons-/ioii5  ordonner? Question  toute  subjective, à  mon 
avis. 

Ce  sont  donc  deux  conceptions  des  Mathématiques,  deux  men- 
talités qui  sont  en  présence.  Je  ne  vois,  dans  tout  ce  qui  a  été  dit 
jusqu'ici,  aucun  motif  de  changer  la  mienne.  Je  ne  prétends  pas 
l'imposer.  Tout  au  plus  ferai-je  valoir  en  sa  faveur  les  argu- 
ments que  j'ai  indiqués  dans  la  Revue  générale  des  Sciences 
(3o  mars  1905),  savoir  : 

1"  Je  crois  que  le  débat  'est  au  fond  le  même  qui  s'est  élevé  entre 
Riemann  et  ses  prédécesseurs,  sur  la  notion  même  de  fonction. 
La  loi  qu'exige  Lebesgue  me  paraît  ressembler  fort  à  l'expression  (  '  ) 
analytique  que  réclamaient  à  toute  force  les  adversaires  de  Riemann. 
£t  même  k  une  expression  analytique  pas  trop  bizarre.  Non  seu- 
lement la  numérabililé  des  choix  ne  me  parait  pas  changer  la 
question,  mais  il  en  est  de  même  de  Y  unicité.  Je  ne  vois  pas 

(')  Je  crois  devoir  insister  un  peu  sur  ce  point  de  vue  qui,  s'il  faut  dire  loule 
nia  pensée,  me  parait  former  le  fond  môme  du  débat.  Il  me  semble  que  le  progrés 
véritablement  essentiel  des  Mathématiques,  ù  partir  de  rinvcnlion  môme  du  Calcul 
infinitéMmal,  a  consisté  dans  l'annexion  de  notions  successives  qui,  les  unes  pour 
les  Grecs,  les  autres  pour  les  géomôtrcs  de  la  Henaissancc  ou  les  prédécesseurs  de 
Hicmann.  étaient  a  en  dehors  des  Malhéniatiqucs  »,  parce  qu'il  était  impossible  de 
les  décrire. 
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comment  nous  aurions  le  droit  de  dire  :  <(  Pour  chaque  valeur  de  x 
il  existe  un  nombre  satisfaisant  à  ....  Soit  j^  ce  nombre...  »,  alors 
que,  parce  que  «  la  mariée  est  trop  belle  »,  nous  ne  pouvons  pas 
dire  :  «  Pour  chaque  valeur  de  x  il  existe  une  infinité  de  nombres 
satisfaisant  à  . . . .  Soity  Tun  de  ces  nombres  ...  ». 

2*  Les  choix  arbitraires  de  Tannery  conduisent  à  des  nombres  v, 
que  nous  serions  incapables  de  définir.  Je  ne  conçois  pas  que  ces 
nombres  n'existent  pas. 

Quant  aux  raisonnements  présentés  par  M.  Bernstein  (Math, 
Annalen,  t.  LX,  p.  187),  et,  par  conséquent,  à  ses  objections 
à  la  démonstration  de  M.  Zehnelo,  je  ne  les  considérerais,  pas, 
pour  ma  part,  comme  probants.  Celte  opinion  est  d'ailleurs  indé- 
pendante de  la  question  que  nous  discutons  actuellement. 

M.  Bernslein  part  du  paradoxe  de  M.  Burali-Forti  (Circolo 
matematico  di  Palermo,  1897)  relatif  à  Tensemble  W  de  tous 
les  nombres  ordinaux.  Pour  échapper  à  la  contradiction  mise  en 
évidence  par  M.  Burali-Forti,  il  suppose  le  nombre  ordinal  W  tel 
qu'il  soit  impossible  de  lui  ajouter  i.  Cette  opinion  est,  pour  moi, 
inadmissible,  ainsi  que  les  arguments  imaginés  en  sa  faveur  par 
M.  Bernslein.  L'ordre  établi  (d'après  la  théorie  de  M.  Cantor) 
entre  les  éléments  de  W  et  l'élément  supplémentaire  (c'est  à  cet 
ordre  que  s'attaque  l'auteur)  est  une  pure  con\^ention,  qu'on  est 
toujours  libre  de  faire  et  à  laquelle  les  propriétés  de  W,  quelles 
qu'elles  soient,  ne  sauraient  mettre  aucun  obstacle. 

La  solution  est  autre.  C'est  Texistence  même  de  l'ensemble  W 
qui  implique  contradiction.  Dans  sa  définition,  la  définition  géné- 
rale du  mot  ensemble  est  incorrectement  appliquée.  On  n'a  le  droit 
de  former  un  ensemble  qu'avec  des  objets  préalablement  existants 
et  il  est  aisé  de  voir  que  la  définition  de  W  suppose  le  contraire. 

Même  observation  pour  l^ensemble  de  tous  les  ensembles  (HiU 
bert,  Congrès  de  Heidelberg). 

Revenons  à  la  question  primitive.  Voici  encore,  à  cet  égard,  non 
un  argument,  car  je  crois  que  nous  coucherons  éternellement  sur 
nos  positions,  mais  une  conséquence  de  tes  principes. 

Cantor  a  considère  l'ensemble  de  toutes  les  fondions  qui,  dans 
l'intervalle  (o,  i),ne  prennent  que  les  valeurs  o,  i.  Cet  ensemble  a. 
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pour  moi,  un  sens  clair  et  sa  puissance  est  a^,  comme  l'énonce 
Cantor.  De  même,  Tensemble  de  toutes  les  fonctions  de  x  a  pour 

moi  un  sens,  et  je  vois  clairement  que  sa  puissance  est  t^^. 

Quel  sens  tout  cela  a-t-il  pour  toi?  Il  me  paraît  évident  que 
cela  ne  peut  en  avoir  aucun.  Car  à  toute  fonction  tu  imposes  une 
condition  supplémentaire  qui  n'a  aucun  sens  mathématique:  celle 
d'être  descriptible  pour  nous. 

Ou  plutôt,  voici  ce  que  cela  signifie  :  on  ne  doit  considérer,  à 
ton  point  de  vue,  que  les  fonctions  définissables  en  un  nombre 
fini  de  mots.  Mais,  à  ce  compte,  les  deux  ensembles  ainsi  formés 
sont  dénombrableSj  ainsi  que  tous  les  ensembles  possibles,  d'ail- 
leurs.     J.  HAnAMARD. 

V.   —  Lettre  de  M.  Borel  à  M.  Iladamard. 

•  • .  Je  voudrais  d'abord  te  signaler  une  intéressante  remarque 
faite  par  M.  Lebesgue  à  la  séance  de  la  Société  du  4  niai  :  Comment 
M.  Zermelo  peut-il  être  assuré  qu'aux  divers  points  de  son  raison- 
nement il  parle  du  même  choix  de  l'élément  distingué,  puisqu'il  ne 
le  caractérise  par  rien/>of/r  lui-même  (il  ne  s'agit  même  pas  ix^i  d'un 
contradicteur  possible;  il  s'agit  d'être  cohérent  avec  soi-même). 

Quant  à  ta  nouvelle  objection,  voici  quelle  est  ma  situation  à 
son  égard. 

Je  n'aime  guère  écrire  des  alephs,  mais  je  consens  cependant  à 
faire  des  raisonnements  équivalents  à  ceux  dont  tu  parles,  sans 
me  faire  guère  illusion  sur  leur  valeur  intrinsèque,  mais  en  les 
regardant  comme  pommant  guider  pour  d'autres  raisonnements 
plus  sérieux.  Comme  exemple  pratique,  je  puis  te  citer  la  Note  IIF 
que  j'ai  insérée  à  la  fin  de  mon  dernier  petit  Livre  (Leçons  sur  les 
fonctions  de  variables  réelles,  etc.,  rédigées  par  Maurice  Fré- 
chet);  le  raisonnement  qui  y  est  employé  est  manifestement  sug- 
géré par  le  raisonnement  de  Cantor,  que  j'ai  rapporté  dans  mes 
premières  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  ('),  page  107. 

(*)  Dans  les  Noies  I  el  II  de  ce  petit  Livre,  je  fais  conslaminenl  des  raison- 
nements du  type  de  ceux  que  tu  me  refuses  le  droit  de  faire;  je  suis  d'ailleurs  à 
chaque  instant  rempli  de  scrupules  et  chacune  de  ces  deux  Notes  se  termine  par 
une  phrase  très  reslriclivc. 
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Ln  forme  que  j*a(Iopte  dans  cette  Note  III  n^esl  pas  encore  abso- 
lument satisfaisante,  comme  je  Tindique  au  bas  de  la  dernière  page 
de  mon  Livre  ^  mais  le  raisonnement  analogue  de  M.  Lebesgue 
dans  son  Mémoire  paru  dans  le  Journal  de  Jordan  (igoj)  est, 
je  crois,  tout  à  fait  irréprochable,  en  ce  sens  qu'il  conduit  à  un 
résultat  précis,  exprimable  au  moyen  d'un  nombre  fîni  de  mots;  il 
a  cependant  son  origine  dans  celui  de  Cantor. 

On  peut  se  demander  quelle  est  la  valeur  réelle  de  ces  raison- 
nements que  je  ne  regarde  pas  comme  valables  absolument  et  qui 
cependant  conduisent  ultérieurement  à  des  résultats  eflectifs.  Il 
semble  en  elTet  que,  s'ils  étaient  dépourvus  de  toute  valeur,  ils  ne 
pourraient  conduire  à  rien,  car  ce  seraient  des  assemblages  de 
mots  vides  de  sens.  Je  crois  qu'on  serait  ainsi  trop  sévère  et  qu'ils 
ont  une  valeur  analogue  à  celle  de  certaines  théories  de  Physique 
malliémati(|ue,  par  lesquelles  nous  ne  prétendons  pas  exprimer  la 
réalité,  mais  avoir  un  guide  qui  nous  permette,  par  analogie,  de 
découvrir  des  phénomènes  nouveaux,  qu'il  reste  ensuite  à  vérifier. 
Il  y  aurait  un  travail  considérable  à  faire  pour  savoir  quel  est  le 
sens  réel  et  précis  que  l'on  peut  attribuer  à  des  raisonnements  de 
ce  genre;  ce  travail  est  inutile  ou  du  moins  hors  de  proportion 
avec  son  utilité;  les  rapports  avec  le  concret  de  ces  raisonnements 
trop  abstraits  apparaissent  d'eux-mêmes  lorsque  le  besoin  s'en  fait 
sentir. 

Je  serai  d'accord  avec  toi  sur  le  fait  qu'il  est  contradictoire  de 
parler  de  l'ensemble  de  tous  les  ensembles,  car,  par  le  raison- 
nement de  la  page  107  citée  plus  haut,  on  peut  former  un  ensemble 
de  puissance  plus  grande,  mais  je  crois  que  cette  contradiction 
tient  à  ce  que  l'on  introduit  des  ensembles  non  définis  réellement. 
—  Em.  Bon  EL.  » 


SUR  LE  PROBLÈME  DES  AIRES; 
Par  M.   H.   Lebesgle. 

Je  m'aperçois  que,  dans  une  Note  de  ce  Bulletin  (t.  XXXI, 
p.  197),  où  je  rectifiais  une  erreur  commise  dans  ma  Thèse,  j'ai 
do  nouveau  hussé  passer  une  inexactitude. 
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A«i  lie»  de  fMWira  ptvr  aire  de  D  le  nombre 

îl  faut,  en  efTel,  prendre 

mH-e/n(A)-t-(i— 6)m(B)^-Jm(E), 

77?  (E)  désignant  la  mesure  superriclellc  des   points   du  conlonr 
de  D  qui  ne  font  partie  ni  de  A,  ni  de  B. 

Faute  de  ce  terme-5m(E),  que  j^avais  écrit  correctement  dans 
ma  Thèse,  il  arriverait  parfois  que  le  domaine  formé  par  la  réu- 
nion de  deux  domaines,  sans  points  intérieurs  communs,  n*aurait 
pas  pour  aire  la  somme  des  aires  des  domaines  composante. 


FIN   DU   TOMK   XXXUI. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS  ET  DU  RÈGLEMENT. 


La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  ravanceuienl  et  la  propa* 
gation  des  études  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  Elle  y  concourt  par 
ses  travaux  et  ses  publications.  Elle  a  son  siège  à  Paris. 

La  Société  se  compose  de  sociétaires  perpétuels,  de  membres  résidants  et 
de  membres  non  résidants,  en  nombre  illimité. 

Sont  considérés  comme  résidants  les  membres  qui  ont  à  Paris  leur  domi- 
cile ou  leurs  occupations  professionnelles. 

Les  Étrangers  peuvent  laire  partie  de  la  Société. 

Les  conditions  à  remplir,  pour  être  membre  de  la  Société,  sont  les  suivantes  : 
1^  avoir  été  présenté  par  deux  de  ses  membres  et  agréé  par  le  Conseil  d'adrai' 
nistration  ou  parle  Bureau  agissant  en  vertu  d'un  mandat  du  Conseil;  2**  avoir 
obtenu,  à  Tune  des  séances  qui  ont  suivi  la  présentation,  les  suffrages  de  la 
majorité  des  membres  présents;  3*»  avoir  versé  un  droit  d'admission  de  tUx 
francs;  4*  payer  une  coXisation  annuelle  dont  le  montant  est  de  vingt  francs 
pour  les  membres  résidants,  et  de  quinze  francs  pour  les  membres  non  résidants. 

La  cotisation  annuelle  peut  toujours  être  rachetée  par  une  somme  de  trois 
cents  francs,  versée  dans  les  conditions  fixées  par  le  règlement  administratif 
de  la  Société. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel, 

La  cotisation  annuelle  est  payée  au  commencement  de  chaque  exercice  dont 
Torigine  est  fixée  au  i**"  novembre  de  chaque  année. 

Les  nouveaux  membres  doivent  payer  la  totalité  de  la  cotisation  de  l'exer- 
cice en  cours,  quelle  que  soit  Tépoque  de  leur  admission. 

La  Société  tient  des  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances,  en  août,  septembre  et  octobre. 

Pour  assister  aux  séances,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivenl 
être  présentées  par  Tun  de  ses  membres. 

La  Société  publie  par  livraisons  un  Recueil  annuel  quia  pour  titre  ;  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  et  qui  contient,  avec  un  extrait  des 
procès-verbaux  des  séances,  des  Notes  et  Méçnoires  sur  les  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  ayant  pour  auteurs  des  membres  de  la  Société,  et  pré- 
sentant quelque  originalité  au  point  de  vue  de  la  méthode  ou  des  résultats. 

Les  livraisons  du  Bulletin  sont  adressées  à  tous  les  membres  de  la  Société, 
au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication.  Toutefois,  dans  le  cas  où  un  sociétaire 
se  met  en  retard  dans  le  payement  de  sa  cotisation,  Tenvoi  du  Bulletin  est 
suspendu  pour  lui,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  acquitté  l'arriéré. 
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